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Vorwort.

Als ich vor 5 Jahren den ersten Theil von Euler's Me*

chanik herausgab, führte ich in dem dortigen Vorworte

so wohl die Art und Weise an, wie das Werk entstan-

den war, als auch die Veranlassung zur Herausgabe. In

Bezug auf das vorliegende Werk kann ich nur meine da-

malige Bemerkung wiederholen, dass ich das Original-

werk mit der Feder in der Hand studirt, dasselbe zugleich

in deutscher Sprache niedergeschrieben, dabei aber die

Anmerkungen und Erläuterungen, welche für mich zum

Verständniss nothwendig waren, sogleich gesondert auf-

gezeichnet habe. Als ich nämlich das frühere Werk stu-

dirte, lag der Gedanke an die Herausgabe meiner Ueber-

setzung mir fern, bei diesem hingegen hegte ich fortwäh-

rend den Wunsch, meine Bearbeitung veröffentlichen zu

können. Dass dieser Wunsch erfüllt wird, verdanke ich

demselben mathematischen Freunde, welcher die Veröf-

fentlichung des frühern -Werkes veranlasst hat, indem der«

selbe in einer sehr wohlwollenden Beurtheilung des zwei-

ten Theiles der Mechanik den Wunsch aussprach, dass

ich auch dieses Werk in ähnlicher Weise wie jenes bear-

beiten und herausgeben möchte. Auf diese Weise wurde

der Herr Verleger bewogen, seine Bereitwilligkeit zum

Verlage gegen mich auszusprechen»



Unter den mündlichen Urtheilen, welche ich über

das frühere Werk vernommen habe, befand sich auch das-

jenige, dass dort die Zerlegung der Kräfte und Bewegung

unterblieben sei. Ueber diesen Punkt hat sich gerade der

Verfasser selbst sehr treffend im §. 60. dieses Werkes

ausgesprochen. Seine Worte sind unter andern die fol-

genden: ,,Diese drei Geschwindigkeiten, welche wir dem

„sich bewegenden Punkte beigelegt denken, werden die

„ganze Rechnung erleichtern, und da ich mich dieses

„Hülfsmittels in den frühern Theilen der Mechanik nicht

.,bedient habe, bin ich dort auf sehr verwickelte Rech-

nungen verfallen." Abgesehen davon, dass zwischen dem

Erscheinen des ersten Werkes und der ersten Ausgabe

des vorliegenden ein Zeitraum von 29 Jahren liegt, bin

ich der Meinung, dass das erstere Werk ohne die vom

Verfasser an obiger Stelle erwähnten sehr verwickelten

Rechnungen weniger interessant und nützlich sein würde,

indem derjenige, welcher jenes Werk eifrig studirt, ge-

rade durch die Ausführung dieser Rechnungen mannich-

fache Belehrung zu erhalten in den Stand gesetzt wird.

Ist nun aber nicht zu leugnen, dass das gegenwärtige

Werk hinsichtlich der Methode bedeutende Vorzüge vor

jenem altern besitzt, so lag natürlich für mich der Wunsch

sehr nahe, auch dieses allgemeiner zugänglich zu machen,

wie mir dieses mit dem frühern Werke gelungen ist. In

dieser Beziehung ist nämlich meine Erwartung bei weitem

übertroffen worden, indem selbst Lehrer der Mechanik

erklärt haben, dass ihnen Euler's Werk erst durch meine

Bearbeitung vollständig bekannt geworden sei.

Während nun, wie erwähnt, in dem vorliegenden

Werke die Zerlegung der Bewegung eingeführt worden

ist, unterlässt der Verfasser nicht, wiederholt daran zu



VII

erinnern, class diese Zerlegung eine rein geometrische

Operation und keine mechanische sei, dass also der Punkt

nur eine einzige Bewegung und eine einzige Geschwindig-

keit haben kann. Diese wiederholte Unterscheidung zwi-

schen dem mechanischen Begriff und den im Geiste ange-

genommenen, wie auch geometrisch angedeuteten Hülfs-

mitteln scheint mir gerade in einem Lehrbuche wohl an-

gebracht zu sein, weil so der Lernende vor manchen

falschen Vorstellungen bewahrt werden wird. Mit Recht

hebt dagegen der Verfasser den Umstand als bemerkens-

werth hervor, dass, wenn die Bewegung eines Körpers

einmal eine gleichförmige ist, auch die aus einer beliebi-

gen Zerlegung hervorgehenden, nur idealen Seitenbewe-

gungen es ebenfalls sein werden.

Die Bereicherungen, Avelehe dieses Werk im Vergleich

mit dem frühern besitzt, lassen sich von zwei wesentlich

verschiedenen Seiten betrachten; einmal sind es die Fort-

schritte, welche der Verfasser in der erwähnten Zwi-

schenzeit selbst gemacht und diesem spätem Werke ein-

verleibt hat, dann aber alle diejenigen Abschnitte, welche

diesem Werke eigenthümlich angehören, indem hier die

Bewegung starrer Körper, dort nur die von Punkten be-

trachtet wird. Das vorliegende Werk zerfällt daher auch

zunächst in zwei durchaus gesonderte Abschnitte, in wel-

chen nur die §§. ohne Unterbrechung fortlaufen. Die Ein-

leitung, welche nothwendige Erläuterungen und Zugaben

zur Bewegung von Punkten enthält, erstreckt sich von

§. 1. bis §. 259. und zerfällt in sechs Kapitel. Dieselbe

dient als Verbindungsglied zwischen den frühem zwei

Theilen, und der mit §.260. beginnenden Abhandlung über

die Bewegung starrer Körper, welche den grössten Theil

des ganzen Raumes einnimmt, indem nur am Schlüsse



einige besondere- 'Abhandlungen, wie im Originale, hinzu-

gefügt sind. Ueber diese eben erwähnte Einleitung er-

laube ich mir, hier einige Bemerkungen zu machen.

Indem wir nun die Bereicherungen dieses Werkes, im

Vergleich mit dem frühern betrachten, stossen wir zunächst

auf die Eigenschaften, welche die Körper im Allgemeinen

besitzen und es dürfte ins besondere die im §. 123. u. f.

betrachtete Undurchdringlichkeit des Hervorhebens

werth sein, über welche im §. 136. bemerkt wird, dass

diese Eigenschaft eine sehr reiche Quelle von Kräften sei.

Als neu hinzugekommen finden wir ferner in diesem Werke

den Begriff der Trägheit und den daraus hervorgehenden

Begriff der Masse. Es mussten dann die Momente der

Trägheit und der Mittelpunkt der Trägheit aller

Körper entwickelt werden, ehe man auf die letztern die-

jenigen Lehren anwenden konnte, welche in den frühern

Theilen für blosse Punkte aufgestellt worden sind.

In den '.§§. 177. und 178. spricht sich der Verfasser

sehr bestimmt über das Verhältniss aus, in welchem die-

ses Werk zu dem frühern steht. Nach §. 177. gründet

sich die ganze Mechanik auf das Princip, dass die Zu-

nahme der Geschwindigkeit einer Bewegung di-

rect dem Produkte aus der antreibenden Kraft

in das Zeittheilchen und indirect der Masse des

kleinen Körpers proportional ist. Dieses Princip

konnte in dem frühern Werke noch nicht stattfinden, weil

dort eben von keinen Körpern die Rede war, der Begriff

der Masse also nicht vorkam. Während in diesem Werke,

wie in dem frühern, die Schwere als Einheit der Kraft

eingeführt ist, geschieht dies hier doch auf die vortheil-

haftere W7eise, wie man sie auch in den neuem Werken

über Mechanik anzuwenden pflegt. Die in §§. 232.-237.



behandelte Aufgabe scheint besonders des Hervorhebens

werth zu sein, weil nach der Bemerkung des Verfassers

Tobias Mayer seine zur damaligen Zeit Epoche machen-

den Mondtafeln gerade nach der hier auseinander gesetz-

ten Methode construirt hat.

Im §.243. wird, nach vorangegangenen allgemeinen

Betrachtungen über die respective Bewegung kleiner durch

Kräfte angetriebener Körper, die Uebereinstimmung der

respectiven Bewegung mit der scheinbaren gezeigt,

welche letztere in der Astronomie eine so bedeutende

Rolle spielt. Wie oben bei der Zerlegung der Bewegung

ist im §. 249. die Bemerkung des Verfassers hervorzuheben,

dass man sich bei der respectiven Bewegung der Körper

diesen, ausser der absoluten wirklichen, eine andere Be-

wegung beigelegt nur zu denken habe, um eben die Er-

scheinung sich klar zu machen, dass aber von keiner

wirklichen weitern Bewegung die Rede sein kann und darf.

Im §. 258. gibt der Verfasser eine kurze Andeutung,

wie man zu verfahren hat, um die Bewegung des Mondes

so darzustellen, wie sie vom Mittelpunkte der Erde aus

sich zeigen würde. Indem hier zugleich erwähnt wird,

dass die Himmelskörper sich eben so bewegen, als ob die

Masse eines jeden in seinem Schwerpunkte vereinigt wäre,

dürfen wir hieraus schon entnehmen, dass die in den

frühern Theilen für blosse Punkte bewiesenen Sätze sich

auch auf materielle Körper anwenden lassen werden.

Hiermit endet die in sechs Kapitel eingetheilte Einleitung,

welche hauptsächlich dazu dienen sollte , den Inhalt des

frühem Werkes zu ergänzen und zu erläutern. Durch

die bisherigen Auszüge wollte ich eine Andeutung der

verschiedenen Bereicherungen geben, welche jenes Werk



durch diese Einleitung erhalten hat; ausserdem wollte ich

aber auch hierdurch motiviren, warum ich mir erlaubt

habe, durch einen doppelten Titel dieses Werk als einen

dritten T heil der frühern Mechanik darzustellen. Diess

ist die einzige Abänderung, welche das Original erleidet,

sie ist aber nur eine äussere, indem der Verfasser selbst

in diesem Werke wiederholt die ersten T heile anführt.

Möge dieser dritte Theil eine so gyte Aufnahme fin-

den , wie nach der Mittheilung mehrerer competenter

Richter, die beiden ersten Theile erlangt haben!

Berlin, im Juli 1852.

Der Herausgeber,
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enthaltend
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Kapitel I.

Betrachtung der Bewegung im Allgemeinen.

Erklärung 1.

§. 1. So wie die Ruhe ein beständiges Verharren an dem-

selben Orte ist, ist die Bewegung eine beständige Verände-

rung des Ortes. Man sagt nämlich, ein Körper ruhe, wenn man
wahrnimmt, dass er stets an demselben Orte haften bleibt; von

einem Körper, welcher mit dem Verlauf der Zeit nach andern

und andern Orten folgt, sagt man, dass er sich bewege.

Erläuterung 1.

§. % Obgleich die Bezeichnungen der Ruhe und der Be-

wegung an sich ganz klar zu sein scheinen, so ist es doch, um
eine genauere Kenntniss derselben zu erlangen, angemessen,

dass man die einzelnen Ideen, welche ihnen zu Grunde liegen,

aufmerksam betrachte. Zuerst tritt uns die Idee des Ortes

entgegen, was aber ein Ort sei, lässt sich nicht leicht erklären.

Diejenigen, welche sich den unermesslichen Raum vorstellen,

worin die ganze Welt sich befindet, nennen die T heile dessel-

ben, welche von Körpern eingenommen werden, ihre Orte.

Wegen der Ausdehnung muss nämlich jeder Körper einen ihm

gleichen Theii des Raumes einnehmen und gleichsam ausfüllen.

Wir können aber die Bedeutung dieses Raumes nur durch Ah-

straction auffassen, indem wir im Geiste alle Körper aufheben

und dasjenige, was alsdann nach unserer Vorstellung übrig

bleibt, den Raum nennen. Wir nehmen demnach an, dass,

nachdem alle Körper fortgenommen sind, ihre Ausdehnung noch

übrig bleibe; eine Auffassung, welche die Philosophen mit vie-

len Gründen zu bekämpfen pflegen. Es scheint ferner diese

Frage nicht eher abgeschlossen werden zu können, bevor nicht

1*



4 Kapitel I. Betrachtung der

eine entsprechende Idee der Bewegung aufgestellt worden ist.

Da wir nun aber derartige bedenkliehe Abstractionen versehmä-

hen, müssen wir die Sache so erwägen, wie sie uns unmittelbar

in die Sinne tritt und werden demnach über die Bewegung

eines beliebigen Körpers auf keine andere Weise urtheilen

können, als indem wir ihn auf andere ihn umgebende Körper

beziehen. So lange er in Bezug auf diese seine Lage beibe-

hält, pflegen wir zu sagen, dass er an demselben Orte verharre,

wenn er aber in eine andere Lage gelangt ist, sagen wir, er

habe seinen Ort verändert.

Erläuterung 2.

§. 3. Da wir nun die Lage eines Körpers in Bezug auf

andere ihn umgebende abschätzen, während diese unter einander

dieselbe Lage beibehalten, so kann unser Urtheil, da es sich

auf geometrische Ideen stützt, uns nicht betrügen. Es wird

nämlich die Lage durch die Abstände von einigen verschiede-

nen Punkten bestimmt und hierzu werden weder Ein, noch auch

zwei Punkte hinreichend sein. Sage ich nämlich, ein Punkt O
sei vom Punkt A um den Zwischenraum = a entfernt, so wird

die Lage des ersten Punktes keineswegs bestimmt. Es existirt

nämlich alsdann die ganze sphärische Oberfläche, welche um
den Mittelpunkt A mit dem Radius = a beschrieben worden

ist und in deren einzelnen Punkten der Punkt O sich auf

gleiche Art befinden kann. Es wird daher keiner von allen

Punkten als sein wirklicher Ort angegeben. Sage ich aber,

der Punkt O sei von A um den Abstand = a und von B um
den Abstand — b entfernt; so denke man sich die beiden

sphärischen Oberflächen, welche um den Punkt A mit dem
Radius = a und um B mit dem Radius = b beschrieben

sind. Da der Durchschnitt beider Flächen ein Kreis ist,

so werden seine einzelnen Punkte so liegen, dass sie

von A um den Abstand a und von B um den Abstand

b entfernt sind. Gewiss liegt also der Punkt ö auf der Peri-

pherie dieses Kreises, wo er sich aber wirklich befindet, ist

noch nicht bestimmt. Setzen wir daher voraus, dass ausserdem

der Punkt O von einem dritten C um den Abstand == c ent-

fernt sei und dass. C nicht mit A und B in Einer geraden Linie

Hege; so wird die mit dem Radius = c um C beschriebene Ku-
gelfläche den obigen Kreis noch in zwei Punkten schneiden

und wir werden daher auch jetzt zweifelhaft sein, in < welchem

von beiden der Punkt O sich befinde; wir sind daher jetzt nur
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noch über zwei Punkte in Ungewissheit. Hieraus schliessen

wir, dass, wenn wir die Abstände des Punktes O von je vier,

nicht in derselben Ebene liegenden, Punkten A, B , C und D
kennen, auch seine Lage vollkommen bestimmt sein wird.

Häufig werden aber auch je drei Punkte ausreichen, wenn näm-

lich aus einem anderweitigen Grunde der eine von jenen zwei,

gleich Genüge leistenden, Punkten ausgeschlossen wird.

Anmerkung.
§. 4. Da diese Bestimmung der Lage eines Punktes eine

geometrische ist, so waltet durchaus kein Zweifel darüber ob,

wie wir von ihr aus die Betrachtungen über die Ruhe und Be-

wegung zu eröffnen haben. Was wir aber hier über die Lage
von Punkten bemerkt habend lässt sich leicht allen Körpern an-

passen; weil die Idee der Ruhe und Bewegung nur in so fern

bei Körpern stattfindet, als man sie ihren einzelnen Punkten

zutheilt. Was für eine Idee wir nämlich auch von der Ruhe
und Bewegung aufstellen, so können wir dieselbe nicht sogleich

auf einen bestimmten ganzen Körper anwenden, da möglicher-

weise in dem letztern die einen Punkte ruhen, die andern sich

mehr oder weniger bewegen können. Desshalb ist es durchaus

nothwendig, dass wir die wahre Natur der Ruhe und Bewe-
gung zuerst nur an Punkten erforschen. Diese Betrachtung

ist jedoch nicht als eine imaginäre anzusehen, weil der Begriff

der Punkte ein rein abstracter ist und jeder ohne Zweifel die-

sen eine Bewegung oder Ruhe zuschreiben wird. Wie es nun

aber auch mit dieser Streitigkeit beschaffen sein mag, so wird

man doch nothwendig zugeben müssen, dass man in einem ru-

henden oder sich bewegenden Körper sich Punkte denken könne,

welche entweder ruhen oder sich bewegen. Hierbei kommt es

nicht darauf an , ob man solche Punkte für Elemente des Kör-

pers halten könne oder nicht. Es steht auch nichts im Wege,
dass jeder an die Stelle dieser Punkte nach Belieben wahre

Elemente des Körpers setze, welche entweder unendlich oder

wenigstens sehr klein sind ; die Sache kommt nämlich auf das-

selbe hinaus und es kann hieraus gar kein Zweifel hervorgehen.

Auf ähnliche Weise steht nichts im Wege, die Punkte A 9 B9

C und D, auf welche ich die Lage des Punktes O bezogen

habe* als reelle anzusehen, da sie Grenzen sind, welche in

wirklichen Körpern existiren und von welchen aus die Abstände

gemessen werden. Wenn man nicht etwa die Existenz von

Körpern ganz ableugnet, womit unser Streit verschwinden würde,
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so wird man eine derartige Auffassung zur Erleichterung der

Forschung keinesvreges missbilligen können.

Erklärung 2.

§. 5. Wenn, während vier oder mehrere Punkte dieselben

Abstände von einander beibehalten, ein Punkt O stets in glei-

cher Entfernung von ihnen bleibt; so sagt man, er ruhe in Be-

zug auf sie, weil er ebenfalls in Bezug auf sie dieselbe Lage

beibehält.

Zusatz 1.

§. 6. Ist A ein fester Körper, welcher seine Gestalt be-

ständig beibehält, so kann man sich in ihm, wie klein er auch

sein mag, nicht nur vier, sondern so viel Punkte als möglich

denken, welche unter sich stets dieselben Abstände beibehalten.

Zusatz 2.

§. 7. Wenn daher ein Punkt O in Bezug auf diesen Kör-

per A dieselbe Lage beibehält, was der Fall ist, wenn er von

allen seinen Punkten beständig gleich weit entfernt bleibt; so

sagt man, der Punkt O ruhe in Bezug auf den Körper A.

Zusatz 3.

§. 8. Hier haben wir eine wirkliche Erklärung der Ruhe,

welche in keine vage und imaginäre Ideen verwickelt, aber mit

der Idee eines beliebigen Körpers verbunden ist, in Bezug auf

welchen der Punkt O sich in Ruhe befindet. Es ist nicht klar,

was die sogenannte absolute Ruhe sei, welche von dem Be-

griff eines solchen Körpers getrennt ist.

Erläuterung 1.

§. 9. Hier an der Schwelle der Mechanik brauchen wir uns

aber um die absolute Ruhe nicht zu bekümmern, wir wissen

auch durchaus nicht, ob und wie sie existire, indem wir nur

dasjenige untersuchen, was die Sinne uns zeigen. Wo ferner

bei uns von der Ruhe die, Rede sein wird, ist immer unsere

Idee mit einem beliebigen Körper verknüpft, in Bezug auf wel-

chen ein Körper oder vielmehr ein Punkt nach unserer Erklärung

sich, in Ruhe befindet. So nehmen die Schiffer die Körper als

ruhend an, welche in Bezug auf das Schiff ihre Lage beibe-

halten; eben so wie wir, wenn wir uns auf dem Festlande befinden,

den Körpern Ruhe zuzuschreiben pflegen, welche in Bezug aufden

Erdboden dieselbe Lage beibehalten. Weil das Schiff sich wirk-

lich bewegt, befinden sich jene in keinem grössern Irrthum als wir,
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da nach den Lehren der Astronomen die ganze Erde sich

ebenfalls bewegt. Bei der hier aufgestellten Idee der Ruhe
kümmern wir uns durchaus nicht darum, ob jener Körper, in

Bezug auf welchen wir die Ruhe als Behauptung aufstellen,

selbst ruhe oder sich bewege. So lange nämlich der Punkt

in Bezug auf den Körper A dieselbe Lage beibehält, sagen wir

er ruhe in Bezug auf ihn und deuten durchaus nichts an, was

sich über diese Worte hinaus erstreckt. Die Frage über die

Ruhe oder Bewegung des Körpers A würde nämlich eine durch-

aus neue und anderweitig zu entscheidende sein, welche aber

zu jener Erklärung nichts hinzufügen wird. So befindet sich in

einem Schiffe alles in Bezug auf dasselbe in Ruhe, was in der-

selben Beziehung seine Lage nicht ändert und es kommt nichts

darauf an , ob das Schiff selbst ruhe oder sich bewege.

Erläuterung 2.

§. 10. Die hier gegebene Idee der Ruhe ist eine relative,

da sie nicht allein aus der Lage des Punktes ö, welchem wir

sie zutheiien, entnommen ist, sondern auch eine Vergleichung

desselben mit einem andern gewissen Körper A angestellt wird*

Wenn wir daher jemals dahin gelangen können, zu erfahren, ob

es eine absolute Ruhe gebe und was sie sei, so wollen wir,

der Unterscheidung wegen, die hier erklärte Ruhe eine re-

spective nennen. Hiernach wird es offenbar möglich sein,

dass derselbe Punkt, welcher in Bezug auf den Körper A ruhet,

in Bezug auf andere "Körper nicht ruhe, sondern sich mannig-

fach bewege. So bewegt sich ein in einem Schiffe ruhender

Körper, in Bezug auf die Sonne oder andere Himmelskörper,

auf die eine oder andere Weise. Hieraus erhellt, dass diese

Eigenschaften der Ruhe oder Bewegung im Körper oder Punkt

O keine Veränderung hervorbringen, da sie beide ihm zugleich

zukommen können, so wie man ihn auf den einen oder andern

Körper bezieht.

Anmerkung.

§. 11. Alles dieses ist auf ähnliche Weise von der Idee

des Ortes zu verstehen. * Da nämlich Ruhe das Verharren an

demselben Orte ist, so muss man, damit diese Erklärung auch

für die respective Ruhe gelte, sagen: der Punkt O, welcher in

Bezug auf den Körper A ruhen soll, muss in Bezug auf diesen

an demselben Orte verharren. Da er nun in derselben Lage
in Bezug auf den Körper A bleibt, so stimmt nothwendig der-
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selbe Ort mit derselben Lage überein. Diese Idee des Ortes

ist eben so, wie die der Rübe eine respective, so dass der

respective Ort ein gewisser und bestimmter mit Bezug auf einen

gewissen Körper ist. Ob es eine andere natürlichere Idee des

Ortes gebe ist noeb unbekannt; ist eine derartige gegeben,' so

wird ein solcher Ort ein absoluter genannt. Einem respecti-

ven Orte, w7ie wir ihn hier erklärt haben, darf man die Unbe-

weglichkeit nicht zutheilen, wie dies häufig zu geschehen pflegt

;

denn wenn der Körper, in Bezug auf welchen wir ihn beschrie-

ben haben, sich selbst bewegt, so muss man annehmen, dass

der Ort zugleich mit ihm fortschreite. Wenn nun jemandem

die Körper absolut zu ruhen scheinen, welche in Bezug auf die

Fixsterne denselben Ort beibehalten, so wird für ihn der abso-

lute Ort die sichere und bestimmte Lage in Bezug auf die Fix-

sterne sein. Ob aber die Beziehung auf die Fixsterne mehr

mit der Natur übereinstimme, als die auf andere beliebige

Körper, dies müssen wir auch hier in Zweifel gestellt sein lassen.

Erklärung 3.

§. 12. Wenn ein Punkt O in Bezug auf einen beliebigen

Körper A 9 dessen Figur stets unverändert bleibt, seine Lage
beständig ändert, so sagt man, er bewege sich in Bezug auf

den Körper A.

Es ist einleuchtend, dass man die Figur des letztern als

unveränderlich annehmen muss , damit vier in ihm aufgefasste

Punkte, auf w7elche man den Punkt O bezieht, unter sich die-

selben Abstände beibehalten.

Zusatz 1.

§. 13. Alles das, was wir von der respectiven Ruhe ge-

sagt haben, lässt sich leicht auf respective Bewegung übertra-

gen. Wenn nämlich ein Punkt O in Bezug auf den Körper A
dieselbe Lage beibehält, so sagt man, er ruhe; wenn er diese

Lage beständig ändert, so sagt man, er bewege sich respective.

Zusatz 2.

§. 14. Zugleich ist es offenbar möglich, dass derselbe

Punkt O, welcher in Bezug auf den Körper A ruhet, in Bezug auf

einen andern Körper B sich bewege. Daher ist diese Idee der

Bewegung sowohl, als auch der Ruhe eine relative und sie

bringt nicht die mindeste Veränderung im Punkte O hervor.

Zusatz 3.

§. 15. Bewegung und Ruhe sind daher nur im Namen,
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nicht aber in der Sache selbst einander entgegengesetzt, da

man beide zugleich demselben Punkte zutheilen kann, je nach-

dem man ihn mit dem einen oder andern Körper vergleicht.

Die Bewegung unterscheidet sich von der Ruhe nicht mehr,

als die eine Bewegung von der andern.

Zusatz 4.

§. 16. Man zählt daher fälschlich Bewegung und Ruhe zu

den Zuständen der Körper, indem, wenn der Zustand irgend

einer Sache sich ändert, man annehmen muss, dass die letztere

selbst eine Veränderung erlitten habe, während doch in einem

Körper keine Veränderung vorgeht, mag man ihm Bewegung
oder Ruhe zutheilen.

Erläuterung 1.

§. 17. Es fällt daher jene berühmte Unterscheidung zwischen

Bewegung und Ruhe, welche die Philosophen als eine den

Körpern wesentliche anzuführen pflegen, zusammen, wenn wir

nämlich nur die respective Bewegung und Ruhe betrachten.

Sie werden nun zwar einwenden, die Sache verhalte sich ganz

anders, wenn von der absoluten Bewegung und Ruhe die Rede
ist; was aber absolute Bewegung und Ruhe sei, hiervon geben

sie keine genügende Erklärung. Soli man diese Benennungen

aus der Beziehung auf die Fixsterne herleiten, so werden nichts

desto weniger so wohl die Bewegung, als auch die Ruhe re-

spective sein und von unsern Erklärungen nur darin abweichen,

dass man einen andern bestimmten Körper angibt, auf welchen

die Beziehung angestellt wird. Man sieht hiernach nicht ein,

wie daraus etwas für den Körper^ welchen man darauf bezieht,

hervorgehe. Uebrigens leugne ich keinesweges, dass ein Un-
terschied zwischen der Bewegung und Ruhe, oder zwischen

einem sich bewegenden und ruhenden Körper stattfinde,

da vielmehr die ganze Mechanik sich mit der Bestim-

mung derselben beschäftigt, Dagegen leugne ich und mit

Recht, dass die Bewegung und Ruhe irgend eine innere Ver-

änderung des Körpers enthalte. Die Philosophen mögen
sehen, zu welcher Art von Prädikaten man die Ruhe und Be-

wegung zu zählen habe, Eigenschaften kann man sie gewiss

am wenigsten nennen. Nichts aber verhindert, sie zu den Re-

lationen zu zählen ; wenn man nämlich dieselbe Sache mit an»

dem Gegenständen vergleicht, so erleidet ihre innere INatur

keine Aenderung.
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Erläuterung 2.

§. 18. Nachdem wir die Idee des Ortes bestimmt haben*

wie das Urtheil der Sinne sie uns darbietet, stösst uns nun

auch die Idee der Zeit auf, welche in den Begriff der Ruhe
und Bewegung verflochten ist. Während man nämlich Ruhe
das beständige Verharren an demselben Orte nennt, kann

man dies beständig und Verharren ohne den Begriff der

Zeit nicht verstehen. Die Idee der Bewegung erfordert aber

einen mehr entwickelten Begriff der Zeit, wonach man sich auch

die Eintheilung der letztern in gleiche oder ungleiche Abschnitte

vorstellen könne. Während nämlich der Punkt O seine Lage

in Bezug auf den Körper A verändert, kann man diese Verän-

derung nur erkennen, indem man wahrnimmt, wie gross die in

einer beliebigen Zeit erfolgte ist. Wenn man daher, wie einige

wollen, die Kenntniss der Zeit nicht anders wo her, als aus

der Betrachtung der Bewegung schöpfen könnte; so würden

wir weder die Zeit ohne die Bewegung, noch diese ohne jene

erkennen können; wir würden daher von keiner von beiden je

eine Kenntniss erlangt haben. Die Eintheilung der Zeit haben

wir durch die Betrachtung der Bewegung, nämlich der Bewe-

gung der Sonne gelernt, aber auch ohne Hülfe der Bewegung

haben wir, wie es scheint, einen Begriff von dem, was vor und

nach ist und hieraus wird sich von selbst die Idee der Auf-

einanderfolge ergeben. Wenn wir nun ferner auch der Betrach-

tung der Bewegung die genauere Kenntniss der Zeit verdanken,

so folgt hieraus doch nicht, dass die Zeit an sich nichts ande-

res sei, als was wir uns darunter denken. Was nämlich zwei

gleiche Zeitintervalle sind, sieht jeder ein, wenn auch vielleicht

nie in beiden gleiche Aenderungen eintreten , aus denen man

auf jene Gleichheit schliessen könnte. Welchen Streit daher

auch die Philosophen über den Verlauf der Zeit führen mögen,

so müssen wir doch zur Erkenntniss der Bewegung ein Zeit

niass benutzen. Ferner muss man zugeben, dass die Zeit un-

abhängig von jeder Bewegung verfliesse, so dass man sich

Theile derselben denken könne, welche sowohl einander gleich

als nach einem beliebigen Verhältniss ungleich sind. Wer uns

diese Erlaubniss versagen wollte, würde alle Kenntniss der Be-

wegung durchaus aufheben. Es sei uns daher erlaubt, eben

£0 die Zeit, wie Linien und andere geometrische Grössen in

Aie Rechnung einzuführen.
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Erklärung 4.

§S. 19. Bei der Bewegung eines Punktes wird der Raum,

weichen er durchläuft, der Weg genannt und da dieser eine

Linie ist, so wird sie eine gerade oder krumme sein. In jenem

Falle heisst die Bewegung eine geradlinige, in diesem eine

krummlinige.
Zusatz 1.

§. 20. Da wir bis jetzt nur von der respectiven Bewegung

eine Idee haben, so wird man auch den Weg oder die vom

Punkt beschriebene Linie auf den Körper zu beziehen haben,

in Bezug auf welchen man die Bewegung abschätzt.

Zusatz 2.

§. 21. Dieser Körper wird nämlich, mag er selbst ruhen

oder sich bewegen , indem das letztere Verhältniss nicht in Rech-

nung kommt, als ein fester angesehen und man muss in Be-

zug auf ihn die Richtung und Lage jenes vom Punkte beschrie-

benen Raumes angeben.

Zusatz. 3.

§. 22. Die Kenntniss dieses Weges wird demnach auf drei

Fälle zurückgebracht, von denen der erste stattfindet, wenn

die Bewegung geradlinig also der Weg eine gerade Linie ist.

Der zweite Fall findet statt, wenn der Weg eine krumme Li-

nie, die ganz in derselben Ebene liegt, der dritte, wenn die

krumme Linie nicht in derselben Ebene enthalten ist.

Erläuterung 1.

§. 23. In der Geometrie nimmt man schon an, dass durch die

Bewegung eines Punktes eine Linie beschrieben werde, was
an sich so klar ist, dass es keines Beweises bedarf. Wenn
nämlich ein Punkt, welcher sich vorher in Ä befand, nun in

B liegt, so muss er nothwendiger Weise inzwischen eine ge-

wisse continuirliche, von A bis B sich erstreckende Linie durch-

laufen haben. Es müsste sonst jemand behaupten wollen, dass

der Punkt in A plötzlich vernichtet, hierauf aber in B von

neuem erzeugt sei; da diess aber ein Wunder und keine Be-

wegung sein würde, so gehört es nicht in unsem Plan. Die-

jenigen, welche eine Bewegung nicht anerkennen wollen, glau-

ben die Sache deutlicher aufzufassen, indem sie behaupten,

der Punkt werde in den einzelnen Punkten des scheinbar durch-

laufenen Weges vernichtet und in den folgenden sogleich wie-*
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der erzeugt*, als ob der Uebergang von dem einen Orte zum
andern schwerer zu verstehen sei, als ein wechselndes Zer-

stört- und Erzeugtwerden. Da aber eine Bewegung in einer an-

dern Beziehung Ruhe sein kann, so müssen wir von der letz-

tem dasselbe behaupten, dass nämlich ein Körper an demsel-

ben Orte beständig zerstört und plötzlich wieder erzeugt werde.

Diese Meinung weicht nicht von derjenigen ab, nach welcher

die Erhaltung der Körper als ein beständiges Erschaffenwer-

den derselben angesehen wird, sie scheint daher kaum von der

gewöhnlichen abzuweichen. Da es nämlich keinen Zeitpunkt

gibt, in welchem ein Körper nicht existirte, so kann man nicht

daran zweifeln, dass er beständig existire und zwar muss man
diese beständige Existenz des Körpers , so wohl bei der Be~

wegung, als bei der Ruhe zugeben. Hieraus ergibt sich, dass

ein Punkt von der einen Grenze zur andern nur übergehen

kann, indem er nach und nach die ganze Linie durchläuft,

weiche sich von jener Grenze zu dieser erstreckt.

Erläuterun g "2.

§. 24. (Figur 1.) Setzen wir voraus, dass ein Punkt die

Linie APQB durchlaufen habe, so muss er sich nothwendig in

B befinden, nachdem er in A gewesen ist, da er nicht

zugleich in A und B sein kann. Aus denjenigen Dingen,

welche wie wir begreifen nicht zugleich stattgefunden ha-

ben können, schliessen wir auf die Idee der Zeit und da

der Punkt sich in A befunden hat, so erkennen wir, dass er

nur nach Verlauf einiger Zeit nach B gelangt sein kann. Das-

selbe gilt von den zwischenliegenden Punkten P und Q und

da er früher nach P als nach Q, früher nach Q als nach B
gelangt ist; so entnehmen wir hieraus zugleich eineEintheilung

der Zeit Hiernach ist der Zeitraum , in welchem er von A
nach P gelangt, kürzer als der, in welchem er von A nach Q
und dieser wieder kürzer als derjenige, in welchem er von A
bis B fortgeht Hieraus ersehen wir, dass die Zeit eine theil-

und messbare Grösse ist und zwar wird man die eine nicht

nur grösser als die andere zu nennen haben, sondern es wer-

den auch ihre Theile entweder als einander gleiche, oder als

nach irgend einem Verhältniss ungleiche angegeben werden

können. Da nämlich die Zeit eine Grösse ist, so muss man
notwendiger Weise zugeben, dass diejenige, in welcher der

Körper von A nach P gelangt, entweder gleich oder grösser
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als die Zeit sei, in welcher er weiter von P nach Q gelangt

und was man auch sagen möge; so wird nothwendig zwischen

diesen zwei Zeiten ein gewisses Verhältniss stattfinden müssen.

Mit dem grössten Rechte stelle ich daher hier die Forderung^

dass die Zeit als eine theilbare und der Ausmessung fähige

Grösse in die Rechnung eingeführt werden dürfe.

Erklärung 5.

§.25. Eine gleichmässi ge oder gleichförmige Be-

wegung heisst diejenige, bei welcher in gleichen Zeiten gleiche

Wege durchlaufen werden. Werden aber in gleichen Zeiten unglei-

che Wege oder in ungleichen Zeiten gleiche Wege zurückge-

legt, so wird die Bewegung eine ungleichförmige genannt

Zusatz 1.

§. 26. Wenn daher ein Punkt sich gleichförmig bewegt,

so durchläuft er in der doppelten Zeit einen doppelten, in der

dreifachen Zeit einen dreifachen Weg und es stehen im Allge-

meinen die durchlaufenen Wege im Verhältniss der dazu ge-

brauchten Zeiten, und umgekehrt. Wird daher in der Zeit t

der Weg 5 und in einer andern Zeit T der Weg S zurückge-

legt, so wird t : T •=. s : S.

Zusatz 2.

§. 27. Bei der ungleichförmigen Bewegung verhält sich

aber die Sache anders und es werden die durchlaufenen Wege
s und S nicht im Verhältniss der Zeiten t und T stehen. Fer-

ner ist hier nur die Rede von einer . beliebigen respectiven

Bewegung, von welcher allein wir bis jetzt eine Idee haben

und es ist dabei einerlei, ob die Bewegung gerad- oder krumm-
linig ist.

Zusatz 3.

§. 28. Aus der gleichförmigen Bewegung erhalten wir um-
gekehrt eine genaue Eintheilung der Zeit, da wir nämlich den

Weg geometrisch eintheilen können, so wird sich daraus eine ähn-

liche Eintheilung der Zeit in gleiche oder ungleiche Theile ergeben.

Anmer kung 1.

§. 29. Man ersieht hieraus, dass die Eintheilung der Zeit

nicht eine reine Operation des Geistes ist, wie diejenigen zu
behaupten pflegen, welche der Zeit nur in unserm Geiste eine

Stelle einräumen und die Idee der Zeit von der letztern selbst

nicht trennen. Wäre nämlich die Zeit nichts anderes, als die

Reihefolge der nach einander eintretenden Dinge und wäre
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ausserhalb unseres Geistes nichts, wodurch die Zeit bestimmt

würde; so wurde uns nichts hindern, bei jeder Bewegung die Zeit-

theile, in denen gleiche Wege zurückgelegt werden, für gleiche zu

halten, da sie als einander gleiche Nach folgungen erscheinen.

Wir würden daher mit gleichem Rechte jede Bewegung als

eine gleichförmige ansehen können. Durch die Natur der Sache

erhalten wir aber ein hinreichendes Zeugniss, dass die gleich-

förmige Bewegung sich wesentlich von der ungleichförmigen

unterscheide und es muss daher in der Gleichheit der Zeiten,

worauf sie sich stützt, mehr stecken, als was wir in der Idee

uns vorstellen. Man muss demnach behaupten, dass die Gleich-

heit der Zeiten einen gewissen, ausserhalb unseres Geistes

befindlichen, Grund habe und es scheint, dass wir ihre Kennt-

niss eher von ausserhalb aus der gleichförmigen Bewegung
geschöpft haben.

Anmerkung 2.

§.. 30. So lange ein Punkt sich gleichförmig bewegt, der-

gestalt dass er in gleichen Zeiten gleiche Wege zurücklegt,

sagt man, er bewege sich gleich geschwind. Wenn
ferner zwei Punkte A und B sich gleichförmig bewegen, jener

in den einzelnen Zeiten den Weg 5, dieser in denselben Zei-

ten den Weg zurücklegt und s > <s ist; so sagt man: A be-

wege sich geschwinder als B oder B langsamer als A.

Wenn ferner der Punkt A in derselben Zeit das zwei- oder

dreifache des von B beschriebenen Weges zurücklegt, so sagt

man, jener schreite zwei- oder dreimal so geschwind fort

als dieser. Auf diese Weise stellt sich die Vergleichung desjeni-

gen, was wir geschwinder benannt haben, dem Geiste deut-

lich dar, wenn wir auch noch nichts über die Sache selbst

bestimmt haben. Es ist aber diese Sache eine abstracte Auf-

fassung, welche gleichsam die Basis dessen darstellt, was wir

uns unter der Benennung geschwinder denken; diese Auf-

fassung nennen wir Geschwin digk eit oder Schnelligkeit

und hiervon wollen wir eine Erklärung aufstellen.

Erklärung 6.

§. 31. Bei der gleichförmigen Bewegung heisst das Ver-

hältniss der Wege zu den Zeiten, in welchen sie durchlaufen

werden, Gesehwindi gkeit oder 'S chnelligkeit. Die Ge-

schwindigkeit wird daher vermittelst des Quotienten des We-
ges durch die Zeit abgeschätzt.
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Zusatz 1.

§. 32. Wenn daher bei gleichförmiger Bewegung der Weg
s in der Zeit t durchlaufen wird, so ist die Geschwindigkeit

= 7 und wenn wir diese =t? setzen, so haben wir die Gleichung
z

s
v =

}
.

Zusatz 2.

§. 33. Bei derselben Bedeutung von s, t und v wird daher

durch je zwei Grössen die dritte bestimmt, indem wir haben:

1) v = ^; 2) t = ^; 3) 5 = to.

Zusatz 3.

§. 34. Haben für eine andere gleichförmige Bewegung S,

T und V dieselbe Bedeutung, so erhalten wir die sehr bekann-

ten Proportionen

:

1) v: V=\:
J; 2) t : T =

J
': p' 3) /: S = *!>: Z

7

F.

Erläuterung 1.

§. 35. Es wird hier ein Zweifel darüber entstehen , wie

man Wege durch Zeiten dividiren könne, da sie ungleichartige

Grössen sind und man nicht angeben kann, wie oft eine Zeit

z. B. 10 Minuten in einem WT

ege von z. ß. 10 Fuss enthalten

sei. Es ist hier jedoch nicht absolut von '/«einer Division die

Rede, sondern nur von einer Vergleichung, weil die Idee der

Geschwindigkeit nichts Absolutes enthalt. Es kann nämlich die

Geschwindigkeit nicht anders als relativ verstanden werden und
wenn wir die Geschwindigkeit irgend einer bestimmten gleich-

förmigen Bewegung als bekannt annehmen und als Einheit be-

trachten; so wird bei jeder andern gleichförmigen Bewegung
die Geschwindigkeit durch eine Zahl ausgedrückt, also ferner

keine Schwierigkeit aufstossen. Denken wir uns, dass man
bei einer gleichförmigen Bewegung, vermöge welcher der Weg
$ in der Zeit t zurückgelegt wird, die Geschwindigkeit als Ein-

heit annehme, also j =1 setze, so wird für eine andere gleichför-

mige Bewegung, vermöge welcher der Weg S in der Zeit T
durchlaufen wird, die Geschwindigkeit V so beschaffen sein*

^ ° *

dass wir haben V : 1 = yp : - .
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St St
Es wird demnach V=z yp- = — . m, wo also die FaktorenST A s s A

— und - wirkliche Quotienten darstellen.
s t

Erläuterung %

§. 36, Die obige Schwierigkeit verschwindet aber auch,

wenn wir alles auf absolute Zahlen zurückführen. Wenn wir

nämlich bei der Messung der Wege eine bestimmte Länge als

Einheit annehmen und eben so für die Zeiten eine gewisse be~

stimmte Zeit als Einheit betrachten, so werden wir uns dieser

Masse beständig bedienen und so alle Wege und Zeiten durch

absolute Zahlen ausdrücken, deren vermischte Division durch

nichts verhindert wird. Die oben angegebenen Quotienten sind

daher gewiss den Geschwindigkeiten proportional und weil es noch

unserer Willkühr überlassen ist, welche Geschwindigkeit wir

als Einheit ansehen wollen; so hindert uns nichts, eben die-

jenige Geschwindigkeit, bei welcher jener Quotient = 1 wird,

auch als Einheit anzunehmen. Haben wir diese Verfahrungs-

weise aufgestellt, so bezeichnen die obigen Quotienten z und

S
jp in Wirklichkeit irgend welche Geschwindigkeiten. Stets

aber können die blossen gegenseitigen Verhältnisse hinreichen

und es wird in jedem vorkommenden Falle leicht sein, diesel-

ben auf absolute Masse zurückzuführen.

Anmerkung.

§. 37. Diesen Begriff der Geschwindigkeit haben wir aus

der gleichförmigen Bewegung abgeleitet, allein er gilt nichts

desto weniger auch für die ungleichförmige Bewegung. Wäh-
rend in der gleichförmigen Bewegung die Geschwindigkeit überall

dieselbe ist , muss man sie in der ungleichförmigen als ver-

änderlich ansehen. Wir werden nämlich bald zeigen, dass bei

jeder Bewegung, wie ungleichförmig sie auch sein mag, die

kleinsten einzelnen Elemente des Weges als mit gleichförmi-

ger Bewegung durchlaufen gedacht werden können; auf diese

Weise kann man daher in jedem beliebigen Punkte des We-
ges die Geschwindigkeit angeben, mit welcher ein so gedach-

ter sehr kleiner Weg durchlaufen wird. Hiernach kann man
die Geschwindigkeit als eine besondere Eigenschaft der Be-

wegung ansehen , welche von dem beschriebenen Wege nicht

abhängig ist, da in jedem beliebigen Punkte des letztern eine
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bestimmte Geschwindigkeit gegeben ist. Hiernach können wir

sagen, die Geschwindigkeit ist eine solche Modifikation

der Bewegung, wodurch diese, als zur Beschreibung eines ge-

gebenen Weges in einer gewissen Zeit geeignet, bestimmt wird.

So wie wir übrigens hier eine beliebig respective Bewegung
betrachten, wird auf gleiche Weise die Geschwindigkeit auch

eine respective sein und wird man sie als eine in demselben

Punkte und zu derselben Zeit verschiedene anerkennen müssen,

je nachdem man die Bewegung auf den einen oder andern Kör-

per bezieht. So ist es möglich, dass die Geschwindigkeit

eines in einem Schiffe sich bewegenden Körpers in Bezug auf

dieses Schiff sehr verschieden ist, von seiner Geschwindigkeit

in Bezug auf das Ufer.

Erklärung 7.

§. 38. Ist die Bewegung geradlinig, so ist die Richtung
der Bewegung eben die gerade Linie, auf welcher jene vor

sich geht; ist die Bewegung aber krummlinig, so gibt in jedem

Punkte die Tangente der Curve die Richtung an. Man sagt daher,

dass bei einer krummlinigen Bewegung die Richtung sich bestän-

dig ändere, während sie bei einer geradlinigen stets dieselbe bleibt.

Zusatz 1.

§. 39. Die Richtung der Bewegung erkennt man aus dem

Winkel, unter welchem sie gegen eine oder zwei feste gerade

Linien geneigt ist. Erfolgt nämlich die Bewegung in derselben

Ebene, so ist die Neigung gegen eine feste gerade Linie hin-

reichend; erfolgt jene nicht in derselben Ebene, so muss man

die Neigung gegen zwei feste gerade Linien kennen.

Zusatz 2.

§. 40. Bei einer krummlinigen Bewegung wird daher, so-

bald man die Curve kennt, welche der sich bewegende Körper

beschrieben hat, die Richtung an den einzelnen Punkten nach

der Methode, wonach man Tangenten bestimmt, bekannt werden.

x4.nmerknng.

§. 41. Wie man sich keine Bewegung ohne Geschwindig-

keit, so kann man sie sich auch nicht ohne eine Richtung den-

ken. Da nämlich ein Punkt, selbst in einer sehr kurzen Zeit,

von seinem Orte nach einem andern übergeht, so ergibt der

Quotient dieses sehr kleinen Weges durch die sehr kurze Zeit

die Geschwindigkeit, und die Lage jenes Weges die Richtung

der Bewegung. In der Ruhe verschwindet zwar die Geschwin-

2
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digkeit und es gebt eine Bewegung, deren Geschwindigkeit =
ist, in die Ruhe über; allein man kann nicht behaupten, dass

in der Ruhe auch die Richtung verschwinde, sondern man
muss annehmen, dass alsdann das Verhältniss der Richtung

ganz aufhöre. Sobald wir nämlich erklären, dass ein Punkt

ruhe, findet nicht einmal die Frage nach der Richtung mehr

statt. In der Bewegung sind zwar soviel Umstände vorhanden,

welche zu ihrer Erkentniss beitragen, indem man fragen kann:

1) An welchem Orte wird der Punkt nach einer gewissen

Zeit stehen bleiben? 2) Welche Linie oder welchen Weg wird

er inzwischen zurückgelegt haben? 3) Eine wie grosse Ge-

schwindigkeit wird er zu jeder Zeit haben? 4) Welches wird

die Richtung seiner BeVegung sein? Da die Geschwindigkeit

und Richtung Begriffe sind, welche man aus der Idee der

Bewegung abgeleitet hat., so wird man alle zugleich bestimmen?

wenn man nur in jedem einzelnen Falle die erste Frage beant-

wortet hat. Um dies deutlicher auseinander zu setzen, wollen

wir, nach der oben angestellten Eintheilung, drei Arten von Be-

wegung untersuchen. Zuerst werden wir annehmen, dass

ein Punkt sich längs einer geraden Linie bewege; zweitens

werden wir den beschriebenen Weg als krumm, jedoch in der-

selben Ebene befindlich annehmen ; drittens wollen wir die Art

untersuchen, nach welcher die bei der Bewegung beschriebenen

Wege sich nicht in derselben Ebene befinden.

Aufgabe l.

§. 42. (Figur 2.) Ein Punkt bewegt sich auf einer geraden

Linie , man soll seine Bewegung durch Rechnung bestimmen.

Auflösung.

Die ganze Arbeit kommt darauf hinaus, dass man zu jeder

Zeit den Ort angebe, an welchem der Punkt sich befindet. Es
sei daher AB eine gerade Linie, auf welcher der Punkt fort-

geht, man setze den Anfangspunkt in A und nach Verlauf der

Zeit t sei der Punkt nach & gelangt; es wird daher AS = s

der in der Zeit t durchlaufene Weg sein. Ist nun eine Glei-

chung zwischen t und s gegeben, mittelst welcher man die eine

Grösse aus der andern herleiten kann, so ist alles bekannt,

was die Bestimmung der Bewegung betrifft. Stellt man näm-

lich eine Differentiation an, so wird für das Element der Zeit

= dt das in demselben durchlaufene Element des Weges = ds
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ds
abgeleitet und es wird -^ die Geschwindigkeit des Punktes in

£ ausdrücken. Es ist nämlich bekannt, dass dieser Bruch eine
endliche Grösse darstellt. Setzen wir daher die Geschwindig-
keit =: v, so haben wir die Gleichung

ds

dt = v >

mittelst welcher man für jede gegebene Zeit und an jedem
Orte des Weges die Geschwindigkeit angeben kann. Die Rich-
tung der Bewegung wird ferner überall mit der geraden Linie

AB übereinstimmen.
Zusatz 1.

§.43. Ist in den einzelnen Zeitmomenten die Geschwin-

digkeit des Körpers = v gegeben, also eine Relation zwischen
t und v aufgestellt, so wird man hieraus auch die in den ein-

zelnen Zeiten beschriebenen Wege ableiten können. Es wird

nämlich aus der Gleichung ds — vdt, durch Integration

s == Jvdt

Zusatz 2.

§. 44. Kennt man in den einzelnen Punkten des Weges
die Geschwindigkeit v, oder ist eine Relation zwischen ä und v

gegeben ; so bestimmt man die Zeit t, in weicher der Weg s zu-

ds
rückgelegt wird , mittelst der Differentialgleichung dt = —

»

woraus durch Integration folgt

Zusatz 3.

§. 45. Ist daher die Bewegung gleichförmig, so wird die
ds

Geschwindigkeit ^constant=c, also ds= cdt unds~ et; für t=zO

muss auch s = werden. Wenn umgekehrt die Relation zwi-
ds

sehen s und t so beschaffen ist, dass sich daraus -r constant

ergibt, so ist die Bewegung eine gleichförmige.

Erläuterung.

§. 46. Wenn wir sagen, unser Punkt sei nach Verlauf der

Zeit t in S, so ist diese Rede nur dann zulässig, wenn man
von dem Worte s ei alles Verbleiben und Verharren trennt. Im

gewöhnlichen Leben pflegt der Ausdruck an einem Orte sein

dasselbe zu bedeuten, als an einem Orte verbleiben, wor*

2*
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aus das alte Sophisma „Wenn ein Körper sich bewegt,

so bewegt er sich entweder an dem Orte, wo er ist,

oder an dem, wo er nicht ist" die grösste Beweiskraft

gegen die Existenz der Bewegung erlangt. Man kann nämlich

keines von beiden behaupten und schliesst daher, dass der

Körper sich gar nicht bewegen könne. Das erste kann man

nämlich sicher nicht behaupten, wenn an einem Orte, wo er

ist dasselbe bedeutet, als an einem Orte, wo er verharret

oder ruhet. Wenn man statt des Wortes sein setzte vor-

übergehen, so würde alle Schwierigkeit aufgehoben werden;

denn da, wo ein Körper vorübergeht, bewegt er sich ohne

Zweifeh Allein ein solches Wort scheint nicht stark genug

zu sein, um zugleich die Existenz anzudeuten, während der

Körper oder Punkt in S vorübergeht; es scheint aber der Be-

griff der Existenz, angewandt auf einen beliebigen Ort, eine

gewisse Verzögerung zu enthalten, welche der Bewegung durch-

aus fremd ist. Wenn wir daher nicht durch diese Benennung

allein die Bewegung in der Welt ganz aufheben wollen; so

müssen wir uns wohl davor hüten, dass wir mit der Redefor-

mel: an einem Orte sein, existiren oder sich befinden
kein Bleiben verbinden und in dieser Bedeutung werde ich sie

stets benutzen, so dass sie nicht mehr angeben, als an einem

Orte vorübergehen, wenn nämlich der Körper sich bewegt.

Hieraus haben manche Philosophen, welche diese Unterschei-

dung vernachlässigten, sich ganz verkehrte Begriffe der Bewe-

gung gebildet; während sie nämlich die Bewegung durch eine

aufeinander folgende Existenz des Körpers an verschiedenen

Orten erklären, theilen sie demselben zugleich eine gewisse

Zögerung an den einzelnen Orten zu, von wo er plötzlich zu

dem folgenden übergehe. Wenn sie durch diese Erklärung die

Schwierigkeit, vor welcher sie sich bei einer Existenz ohne*

Verzögeruug an demselben Orte fürchten, vermeiden wollen;

so werden sie sich vor jenen plötzlichen Sprüngen noch weit

mehr fürchten müssen. Während nämlich ein solcher erfolgt,

können sie nicht angeben, wo gerade der Körper existire und

wenn für diese Meinung irgend ein Grund vorhanden wäre,

würde sie eher zur Ableugnung aller Bewegung beitragen, als

Principien dieser Art aufstellen, welche die Natur der Bewe-
gung umstürzen.

Aufgabe 2.

§. 47. (Figur 3.) Ein Punkt bewegt sich auf einer krum-
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men Linie, die aber ganz in derselben Ebene liegt; man soll

die allgemeine Bestimmung der Bewegung, mittelst je zweier

Coordinaten, durch Rechnung ausführen.

Auflösung.

Da wir den Körper, in Bezug auf welchen die Bewegung
abgeschätzt wird, als feststehend ansehen, so können wir auch

die Ebene, in welcher der durchlaufene Weg liegt, für eine

feste halten. In derselben nehmen wir nach Belieben zwei

Axen OA und OB an, welche entweder recht- oder schiefwink-

lig auf einander stehen und wollen auf sie die Bewegung be-

ziehen. Es sei demnach ESF der Weg, welchen der Punkt

beschrieben hat und E der Anfangspunkt der Bewegung; die

ganze Untersuchung kommt nun darauf hinaus, nach Verlauf

einer Zeit t den Ort S auf der Curve anzugeben, wo der Punkt

alsdann sein wird. Man setze den in der Zwischenzeit durch-

laufenen Weg ES= s und ziehe aus S die, den beiden Axen
OA und OB respective parallelen, Linien SY und SX, setze

die Coordinaten ÖX = £F= x und OY~SX~y. Kann man
nun für die Zeit t die Werthe von x und y angeben, so wird

man zugleich den Ort S kennen; ferner wird durch eine Rela-

tion zwischen x und y die Natur der Curve ESF ausgedrückt

werden. Setzen wir nun den Winkel, welchen beide Axen mit

einander bilden, oder AOB—t;, so haben wir das, dem Ele-

ment dt der Zeit entsprechende, Element des Weges

&=&= ST dx* + 2dxdycos£ + %2

ds
und hieraus die Geschwindigkeit in S == ^ . Zur Bestimmung

der Richtung der Bewegung finden wir den Winkel, welchen

dieselbe mit der Axe OA bildet und dessen Tangente =

^^~, und Sinus =, ^-S
. Sucht man aber den

dx-\-dyco&& äs

Winkel, welchen die Richtung der Bewegung oder Sä mit der
dxsm£

andern Axe OB bildet, so ist dessen J angente = ^/ + ^cos£
d#sinj

und öinus = —-r-— •

Zusatz 1.

§. 48. So wie der Ort S der Curve durch die Coordinaten

OX = x und OY=y bestimmt wird, ergibt sich der folgende

Ort s aus ihren Elementen dx und dy. Es wird nämlich der

Punkt aus S, in der kurzen Zeit dt, längs OA durch den klei-
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neu Weg dx und längs OB durch den kleinen Weg dy fort-

geführt.
Zusatz 2.

§. 49. Diese zweifache Fortführung durch die kleinen

Wege dx und dy zeigt die wahre Fortführung über den kleinen

Weg Ss = ds so an, dass sie so wohl seine Grösse als auch

seine Richtung ergibt.

Zusatz 3.

§. 50. Wenn aber der sich bewegende Punkt in dem klei-

nen Zeittheilchen dt die kleinen Wege dx und dy wirklich

dx , dy
durchliefe, so würden seine Geschwindigkeiten sein -rr und -r- •

Denkt man sich diese Geschwindigkeiten, so erhält man hieraus

nicht nur die, dem kleinen Wege Ss = ds entsprechende, Ge-

schwindigkeit, sondern auch die Richtung der Bewegung.

Zusatz 4.

§. 51. Setzt man den Winkel beider Axen OA und OB
d. h. ,402?= £ = 90°, so wird die Rechnung sehr einlach; in-

dem alsdann durch die Elemente dx und dy der kleine Bogen

ds = V~ dx1 + %2 bestimmt und die Tangente des Neigungs-

winkels, weichen die Richtung »Sä mit der festen Linie OA

bildet, = ~t- wird.
' dx

Anmerkung 1.

§. 52. Diese Betrachtung, nach welcher wir uns die Be-

wegung eines Punktes, während er in dem kleinen Zeittheil-

chen dt den kleinen Weg Ss = ds durchwandert, in je zwei

längs der Richtungen OA und OB zerlegt denken, ist eine

durchaus geometrische, indem sie in der Bewegung selbst nichts

d or dii
verändert. Indem wir nun die Geschwindigkeiten -r. und —r.

dieser zweifachen Bewegung angeben, erlangen wir
b
den Vor-
ds

theil, dass wir nicht nur die wahre Geschwindigkeit -r.* son-

dern auch die Richtung der Bewegung kennen lernen, was für

die Rechnung meistentheils sehr grossen Nutzen verschaffen

wird. Da nämlich Geschwindigkeit und Richtung zwei ihrer

Natur nach verschiedene Dinge sind, so werden wir beide auf

diese Weise durch zwei Geschwindigkeiten oder Grössen der-

selben Art kennen lernen. Wir zerlegen aber nur im Geiste

die Bewegnng des Punktes, für jedes Zeitelement dt, in je

zwei Bewegungen längs gegebener Richtungen und geben die



Bewegung im Allgemeinen. 23

Geschwindigkeit einer jeden von ihnen an; nicht als ob der

Punkt eine zweifache Bewegung hätte, was ungereimt sein würde,

sondern weil eine solche Auffassung zur wahren Erkenntniss

führt. Wir können uns dieses Hülfsmittels bedienen 3 wenn an-

derweitig bereits festgesetzt worden ist, dass die Bewegung
des Punkts in derselben Ebene erfolgen soll; ist dies nicht be-

kannt, so muss man auf je drei feste Axen zurückgehen. Man
hat alsdann zweckmässig die gegebene Bewegung in drei, längs

dieser Axen gerichtete, Bewegungen zu zerlegen,

Anmerkung 2.

§. 53. Diese Entwicklung der Bewegung, welche in einer

Ebene vor sich geht, stützt sich auf die übliche Weise, nach

welcher man krumme Linien auf je zwei Axen, denen die Co-

ordinaten parallel gezogen werden, zurückführt. Da aber die

Wahl dieser geraden Axen von unserer Willkühr abhängt, so

wird man offenbar dieselbe Bewegung auf unendlich vielfache

Weise durch Rechnung ausdrücken können. Da sich nun für

eine bestimmte Zeit dieselbe Geschwindigkeit und Richtung

ergeben muss, so ist die Zerlegung der Bewegung ganz will-

kürlich. Die Bewegung, womit ein Punkt im Zeittheilchen dt

den kleinen Weg *Ss = ds durchläuft, kann man, wenigstens im

Geiste, auf vielfache Weise in je zwei Bewegungen zerlegen,

je nachdem man die einen oder die anderen Linien als Axen

annimmt. Es findet aber stets darin Uebereinstimmung statt,

dass je zwei Geschwindigkeiten ~tt und -f~ > wie verschie-

den sie auch sein mögen, zusammen genommen immer dieselbe

wahre Geschwindigkeit -j und dieselbe Richtung oder Lage

der in *S gezogenen Tangente ergeben werden. Diese unend-

liche Mannichfaltigkeit kann uns nicht wundern, weil sie durch

die Geometrie eingeführt wird; indessen kommt in jedem ein-

zelnen Falle sehr viel darauf an, nach welcher Weise man jene

Axen auswählt, damit die Rechnung möglichst erleichtert werde.

Aufgabe 3.

§. 54. (Figur 4.) Der vom Punkt beschriebene Weg liegt

nicht in derselben Ebene, man soll die Bewegung mittelst je

drei Coordinaten allgemein durch Rechnung bestimmen.

Auflösung.

Der Körper, in Bezug auf welchen wir die Bewegung ab
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schätzen und welchen wir als feststehend annehmen, wird je

drei feste Richtungen ergeben, welche sich in der Länge, Breite

und Tiefe erstrecken. Ihre Auswählest unserer Willkühr über-

lassen und wir nehmen sie, zur Erleichterung der Rechnung^

auf einander normal an. Es seien daher OA, OB und OC
diese drei Axen, von denen die zwei ersten in der Ebene des

Papiers liegen mögen, die dritte OC aber als auf dieser Ebene

senkrecht stehend gedacht wird. Es habe der sich bewegende

Punkt die Linie ESF beschrieben, welche beliebig ausserhalb

der Ebene des Papiers liegt und er sei auf derselben während

der Zeit t von E bis *S gelangt. Wir fällen aus dem letztem

Punkte auf die Ebene AOB das Perpendikel SY und aus F
auf die Axe OA die normale YX. Man setz'e die rechtwinkli-

gen Coordinaten OX r= x, XY = y und YS =. z, sie werden

den drei Axen respective parallel sein und es wird durch zwei

Gleichungen zwischen ihnen die Natur der Curve ESF bestimmt

;

so dass man, wenn man ihre Werthe zu einer Zeit t angeben

kann, dadurch den Ort >S bestimmt, an welchem der sich be-

wegende Punkt sich alsdann befindet. »Setzt man nun den in

der Zeit t durchlaufenen Weg £/$=$, so schliesst man aus

den, dem kleinen Zeittheilchen dt zukommenden Differentialen

dx, dy und dz auf das Element des Weges 8s~ds, welches

in demselben Zeittheilchen durchlaufen wird. Wir haben nämlich

ds = V* dx* + dy* -f dz*

und dann die Geschwindigkeit in >S— ~. WT

as aber die Rich-

tung des Weges Ss betrifft; so wird sie auf dieselbe Weise
bestimmt. Verlängert man nämlich die gerade Linie yY, bis

sie in T mit der geraden Linie AO zusammentrifft, so wird

XT = 2^
dy

und wenn man sich eine Ebene denkt, welche über YT normal

auf der Ebene AOB steht; so wird sich in derselben das

Element *Ss befinden. Dieses wird verlängert mit der Linie

dzYT einen Winkel bilden, dessen Tangente = -~p== n ,—b
V^ dx* + dy*

und dessen Sinus = ~ ist. Ferner wird die Richtung »Ss

ds
mit der, durch £ parallel mit OA gezogenen geraden Linie

dx
einen Winkel bilden, dessen Cosinus = ~r~ und sie wird mit

ds
den, durch S parallel mit OB und OC gezogenen, geraden
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dti dz
Linien Winkel bilden, deren Cosinus respective = -~und= -v-

ist. Hierin ist die ganze Bestimmung der Bewegung enthalten.

Zusatz 1.

§. 55. Man betrachtet hier also das Element des Weges
= *& wie die Diagonale eines Parallelepipedums, dessen Seiten

dx, dy und dz respective den drei Axen OA 9 OB und OC
parallel sind. Bildet man aus demselben ein rechtwinkliges Pa-
rallelepipedum , so wird seine Diagonale Ss = d$ so bestimmt,

dass man hat ds= V dx* + dy* + dz*.

Zusatz 2.

§.56. Man pflegt sich vorzustellen, dass, während der

sich bewegende Punkt im Zeittheilchen dt das Element >$s

durchläuft, er inzwischen längs der drei Richtungen, welche

parallel OA, OB und OC sind, respective die kleinen Wege
dx, dy und dz zurücklege.

Zusatz 3.

§. 57. Betrachtet man diese dreifache Fortrückung, wenn
man sie sich auch nur im Geiste vorstellt, als eine wahre Be-

wegung; so bezeichnen -77, -£ und -^respective die Geschwin-

digkeiten längs der Richtungen OA 9 OB und ÖC.

Zusatz 4.

§. 58. Aus diesen drei bloss gedachten Geschwindigkeiten
ds

leitet man nicht nur die wahre Geschwindigkeit in S = -^,

sondern auch die Richtung der Bewegung ab; durch ihre Inte-

grale wird also die ganze Bewegung bestimmt.

Anmerkung 1.

§• 59. Der kürzern Rechnung wegen habe ich hier die

drei Axen OA, OB und OC unter sich normal angenommen,

sie hätten aber auch, wie im vorigen Falle, beliebig schief an-

genommen werden können; allein die Natur schiefwinkliger

Körper pflegt den meisten nicht so geläufig zu sein, dass man
ihre Eigenschaften hier, als aus den Elementen hinreichend be-

kannt hätte voraus setzen können. Wir werden vielmehr, weil

wir hauptsächlich eine weitläufige Rechnung zu vermeiden

haben, mit Recht immer rechtwinklige Axen anwenden. Wären
sie indessen schiefwinklig und setzte man ^L AOB = £, AOC
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= vi und BOC—6, und die, erstem parallelen, Coordinaten—
x, y und z\ so würde man durch die etwas unbequeme Formel

ds == \dx%\dyl+ dz2 -f-2d# d# cos £ + 2d# dz cos r\ + 2d# dz cos 6

das Element 5s und seine Lage oder die Richtung der Bewe-
gung zu unbequem ausdrücken.

Anmerkung 2.

§. 60. Da die Lage der drei, wenn auch auf einander nor-

malen, Axen OA 9 OB und OC auf unzählige Weise verändert

wrerden kann, so wird man auch die Bewegung auf unendlich

vielfache Weise darstellen können. Selbst wenn ein Punkt

sich auf einer geraden Linie, oder einer ganz in derselben

Ebene liegenden Curve bewegt, kann man ebenfalls die Be-

wegung durch je drei derartige Axen darstellen, indessen ist

doch die Anwendung der obigen einfachem Methoden vorzu-

ziehen. Man ersieht hieraus, dass man dieselbe Bewegung

auf vielfache Weise in je drei zerlegen kann und indem man
jeder von diesen die ihr zugehörige Geschwindigkeit beilegt,

wird man aus ihrer Verbindung nicht nur die wahre Geschwin-

digkeit des Punktes, sondern auch die Richtung der Bewegung
herleiten. Diess wird den grössten Nutzen in der Rechnung
verschaffen, weil wir auf diese Weise vieler sehr unangeneh-

mer Untersuchungen in Betreff der Krümmung des beschriebe-

nen Weges und der doppelten Krümmung, wenn die Bewegung

nicht in derselben Ebene vor sich geht, überhoben werden.

Diese drei Geschwindigkeiten, welche wir dem sich bewegenden

Punkte beigelegt denken, werden die ganze Rechnung erleich-

tern und da ich mich dieses Hülfsmittels in den frühern Thei-

len der Mechanik nicht bedient habe, bin ich dort auf sehr ver-

wickelte Rechnungen verfallen. Da nun diese Zerlegung der

Bewegung, wenn sie auch nur im Geiste geschieht, von so

grosser Wichtigkeit ist; so wird es der Mühe werth sein, sie

durch eine besondere Erklärung festzustellen.

Erklärung 8.

§. 61. Man sagt, eine Bewegung wird zerlegt, wenn

man den kleinen in einem Zeiteiemente durchlaufenen Weg als

die Diagonale eines Parallelogramms oder eines Parallelepipe-

dums betrachtet, dessen Seiten gegebene Richtungen haben

und indem man dem Punkte eine zwei- oder dreifache Bewe-

gung längs dieser Seiten, jede mit der ihr zukommenden

Geschwindigkeit zuschreibt.
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Anmerkung 1.

§. 62. Dasjenige, was wir hier über eine gleichsam ele-

mentare Bewegung durch einen unendlich kleinen Weg sagen,

lässt sich auch auf eine endliche Bewegung übertragen, wenn
diese nur gleichförmig und geradlinig ist. Dort sind wir an

eine elementare Bewegung gebunden, weil man jedes Element

einer Curve als eine gerade Linie und die Bewegung durch

dasselbe als gleichförmig ansehen kann. Damit man das Ge-

sagte besser einsehe, wollen wir es an einer gleichförmigen und

geradlinigen endlichen Bewegung erläutern, von welcher man
leicht zur elementaren Bewegung übergehen kann.

Erläuterung 1.

§. 63. (Figur 7.) Wir setzen voraus, dass ein Punkt in der

Zeit t mit gleichförmiger Bewegung die gerade Linie SV durch-

laufe , so dass seine Geschwindigkeit = -j- ist und denken

uns um SV ein beliebiges Parallelogramm SAVB beschrieben,

dessen Diagonale SV ist. Alsdann können wir uns die Be-

wegung so längs der Seiten SA und SB zerlegt denken, dass

SA SB
die Geschwindigkeit der erstem =—tt, die der letztern= -—

und beide gleichförmig werden. Diese zweifache Bewegung
mit diesen Seitengeschwindigkeiten wird nicht nur die wahre

SV
Geschwindigkeit —j- > sondern auch die wahre Richtung der

Bewegung ergeben; es wird daher zur Kenntniss dieser Bewe-
gung hinreichend sein, wenn man jene zwei Seitengeschwindig-

keiten bestimmt hat. Man darf aber nicht glauben, dass sich

eine, derartige Zerlegung auf einen mechanischen Grund stütze,

vielmehr ist es ausgemacht, dass mehr als Eine Bewegung
nicht zugleich in demselben Punkte stattfinden kann. Sie ist

vielmehr anzusehen als aus einer rein geometrischen Auffassung

hervorgegangen, als der Natur der Bewegung durchaus fremd

und nur zur Erleichterung der Rechnung in die Mechanik ein-

geführt.

Erläuterung 2.

§.64. (Figur 5.) Es durchlaufe ein beweglicher Punkt in

der Zeit t gleichförmig die gerade Linie OJ7, welche Bewe-

gung wir nach je drei Richtungen zerlegen sollen. Man ziehe

den letztern parallel aus beiden Endpunkten ö und V die ge-

raden Linien OA, OB, OC und VP, VQ, VR so weit, bis
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jede die Ebene durchschneidet , welche man sich am andern

Endpunkt durch die zwei übrigen Richtungen gelegt denkt.

Auf diese Weise wird ein Parallelepipedum entstehen, dessen

Diagonale OV ist und man wird so die Bewegung durch OV,
OV

deren Geschwindigkeit = —j- ist, im Geiste in die drei Bewe-

gungen längs OA, OB und OC zerlegen, deren Geschwindig-

, .; 4. OA OB , OC . . M_ .
+ ,.

keiten respective —

—

, —r- und —7- sind. Mittelst dieser

drei Geschwindigkeiten erhält man nicht nur die wahre längs

der Diagonale OF, sondern auch die Richtung der Bewegung
in Bezug auf die drei Axen. Auf dieselbe Weise kann man,

wenn OV das in der kleinen Zeit dt durchlaufene Element

einer beliebigen Curve ist, die Zerlegung in je drei, nach drei

beliebigen Axen gerichtete, Geschwindigkeiten anstellen.

Anm erkung 2.

§. 65. Bei diesen Bestimmungen der Bewegung habe ich

die in der Geometrie gebräuchliche Methode angewandt, wonach

man die Natur krummer Linien durch je zwei oder drei Coor-

dinaten ausdrückt; durch jene nämlich, wenn die Curve ganz

in derselben Ebene liegt, durch diese, wenn sie nicht in der-

selben Ebene enthalten sein kann. So wie diese Methode sich

zuerst dargestellt hat, hat sie uns zu jener ausgezeichneten

Zerlegung der Bewegung längs zwei oder drei gegebener Rich-

tungen geführt, welche in der ganzen Mechanik vom weitesten

Gebrauch ist, indem die Kenntniss der Seitengeschwindigkeiten

zugleich die Richtung und Neigung enthält, deren Betrachtung

sonst für die Rechnung nicht wenig störend zu sein pflegt. Da
aber oft in der Geometrie krumme Linien, nicht ohne eine be-

deutende Abkürzung der Rechnung, auf irgend einen festen

Punkt bezogen werden; so wird es angemessen sein, auch die

Entwickelung der Bewegung auf dieselbe Weise darzustellen

und zwar nicht allein, wenn die Bewegung in derselben Ebene

vor sich geht, sondern auch wenn sie aus derselben heraus

tritt. Dieses Verfahren pflegen die Astronomen mit Glück an-

zuwenden, indem sie die Bewegung der Planeten in Bezug

auf irgend einen Punkt durch um denselben beschriebene Win-

kel und die Abstände von ihm bestimmen; dabei betrachten

sie, wenn die Bewegung nicht in derselben Ebene erfolgt, aus-

serdem die Knotenlinie und die Neigung der Bahn gegen eine

bestimmte Ebene. Es wird daher nicht ausserhalb unseres
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Gegenstandes liegen, auch diese Darstellungsweise der Bewe-

gung kurz im allgemeinen zu erklären.

Aufgabe 4.

§. 66. (Figur 8.) Eine Bewegung erfolgt in derselben

Ebene ; man soll die allgemeine Bestimmung derselben durch

Winkel, welche um einen gewissen festen Punkt gezogen wei-

den, beschreiben.

Auflösung.

Es sei AS der Weg, welchen ein Punkt in derselben Ebene

beschreibt, man nehme in derselben den festen Punkt O an,

welcher zur Bestimmung der Bewegung am meisten geeignet

erscheint und ziehe nach dem Anfangspunkt A der letztern die

gerade Linie OA\ alsdann wird man die Bewegung vollständig

kennen, wenn man nach Verlauf einer jeden Zeit t, wo der

Punkt sich in S befindet, den Winkel AOS = cp und den Ab-

stand OS = z bestimmen kann. Da nämlich hierdurch die

Natur der Curve bestimmt wird, so werden die Differentiale so

wohl die Geschwindigkeit, als auch die Richtung der Bewe-
gung bestimmen. Ist nämlich der Punkt in der kleinen Zeit

dt von S nach s gelangt, in welcher der Winkel AOS das In-

crement SOs = eftp'und der Abstand OS das Increment sp =
dz erhalten hat; so wird für den Radius == 1

Sp = zdcp , Äs = V"efca + z* dy*

und daher die Geschwindigkeit in S
Vdz* + z*dgp

-*~
dt

Die Richtung wird durch den Winkel ASO oder Ssp be-

kannt, wo tg ö$/? == -t-- •

Zusatz 1.

§. 67. Da der sich bewegende Punkt in der Zeit i um O
den Winkel AOS beschrieben hat und von demselben Punkte

um OSz=zz entfernt ist; so kann man seine Bewegung als eine

zweifache ansehen, eine Winkelbewegung um den festen Punkt
O und eine geradlinige, vermöge welcher der Punkt sich ent-

weder von O entfernt oder ihm nähert.

Zusatz 2.

§. 68. Da in dem kleinen Zeittheilchen dt der Winkel
AOS = cp um das Element dcp zunimmt, so wird der Bruch
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-jr die Winkelgeschwindigkeit ausdrücken und weil ferner dz

. dz
die Zunahme des Abstandes OS = z ist, so wird der Bruch —-

die Geschwindigkeit des Zurückweiehens vom Punkt O darstellen.

Zusatz 3.

§. 69. Sind aber beide Geschwindigkeiten, die der Win-

kelbewegung und die des Zurüchweichens bekannt, so wird

man hierdurch nicht nur die wahre Bewegung des Punktes,

sondern auch ihre Richtung und ausserdem die beschriebene

Curve AS selbst bestimmen können.

Aufgabe 5.

§. 70. (Figur 9.) Ein Punkt bewegt sich nicht in derselben

Ebene; man soll seine Bewegung sowohl in Bezug auf eine be-

stimmte Ebene, als auf einen in dieser gegebenen festen Punkt

durch Winkel ausdrücken.

Auflösung.

Es stelle das Papier die Ebene dar, auf welche man die

Bewegung beziehen soll und in derselben sei O jener feste

Punkt, welcher gleichsam als Mittelpunkt angesehen wird.

Der Punkt bewege sich irgendwie ausserhalb dieser Ebene auf

der Linie ES und ^ei nach Verlauf der Zeit t bis S gelangt;

von diesem fälle man auf die Ebene das Perpendikel SM und

ziehe die geraden Linien MO und SO. Es sei OA eine in

dieser Ebene angenommene feste Richtung, alsdann ist es klar,

dass zu einer gegebenen Zeit t der Ort des Punktes S be-

stimmt sein wird, wenn man 1) den Winkel AOM= cp , 2) den

Winkel MOSz=zip und 3) den Abstand OM— z angeben kann.

Um dies zu erleichtern, ziehe man aus S die Tangente an der

Curve, welche die feste Ebene in T schneide und wenn man
die Linie OT zieht, so ist diese die Durchschnittslinie der

Ebene, in welcher der Punkt sich jetzt bewegt, mit der ange-

nommenen Ebene. Man pflegt OT die Knotenlinie zu nennen

und es sei zur Bestimmung derselben um diese Zeit j£AOT=
ß> und die Neigung der Ebene OST gegen die angenommene

feste Ebene = o. Sind diese beiden Winkel co und q ausser

dem Winkel AOM~ cp und dem Abstände OM = z für eine

gegebene Zeit bekannt, so wird man den Ort des Punktes S9

d. h, den Winkel MOS = ty und den Abstand OS =~^
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bequem angeben können. Zu diesem Ende fälle man von M
auf die gerade Linie OT die Normale MN und zugleich ziehe

man die gerade Linie SN. Da nun Z. TOM = q> — co 9 so hat

man MN=zsin(cp— co) und OiV-=zcos(<p— «)

.

Ferner hat man ,* weil __i MNS = o ist

,

üfS = * Sin(g.-»)tg ?
nnd^S=^LZJ^

V^ y ö * COSO

also OS = ^— V sin(<p-— co)
2 + cos (9— co)

2 eose2 ,

z
/

^

~cös~^ ^ 1— cos(<p--a>)2 sin<)2 .

Nun bestimmt man den Winkel MOS=.ip so, dass

«S . ,

<*7*=
-QjjJ

=sin(g> — co)tgp

wird. Da nun der Winkel AOT—co und die Neigung= o eben

so sehr dem folgenden Punkte s, in welchem der Punkt nach

Verlauf des Zeittheilchens dt sich befindet, als dem Punkte »S

angehört; so darf man bei der Differentiation des Winkels 1//

die Elemente von a und q als constant ansehen. Hierdurch

erhalten wir ——~2 = cfopcos (9— o>)tgo,

allein nach den Lehren der Differentialrechnung ist auch

_£-. -= (e/qp— dco)cos(9)~cö)tg(? +~^ sin(<p-Cö)

und wir erhalten daher mittelst beider Gleichungen

—

—

— = ~ "
-_= d. log (tg p) •

tg (cp «— co) sin q cos o ö v ö *'

Diese Gleichung enthält ein Verhältniss zwischen dem au«

genbliklichen Fortrücken der Knotenlinie und der Veränderung

der Neigung. Hat man den Winkel MOS = ty mittelst der

Gleichung tg ifi = sin (cp — oo)tgQ gefunden , so erhält man den

Abstand OS = —— .

cos 1p

Zusatz 1.

§. 71. Da dieWinkel ©u.p, der gefundenen Gleichung —-r~—

r

—--_ _: entsprechend, von einander abhängen, so ist es
sin Q COS Q

°

klar, dass, wenn der Winkel AOTzzz co derselbe bleibt, auch

die Neigung q stets unverändert bleiben wird; alsdann
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erfolgt also die Bewegung des Punktes in derselben Ebene.

Ein Criterium für die Bewegung, welche in derselben, durch

einen festen Punkt O gehenden, Ebene erfolgt, besteht also

darin, dass die Winkel co und o constant sind.

Zusatz 2.

§. 72. Während der bewegliche Punkt durch die angenom-

mene feste Ebene geht, befindet er sich in der Knotenlinie OT,
es wird also tg ( cp — co) =
und daher, wie auch die Neigung o sich verändern mag,

dco = 0;

es wird also die Knotenlinie ruhen.

Zusatz 3.

§. 73. Ist aber Z. TOM=q) - a>= 90°, also tg(cp - w) =oo

,

so wird, wie auch immer die Knötenlinie sich bewegen mag,

dQ = 0,

oder es wird sich die Neigung während des Zeittheilchens dt

nicht ändern.

Anmerkung.

§. 74. Wenn wir auf diese Weise das Element des Weges
Ss ausdrücken und dadurch die Geschwindigkeit bestimmen

wollten, so würde die Formel zu verwickelt werden, was auch

bei der Bestimmung der Richtung der Fall ist. Die Rech-

nung kann auf eine andere Weise angestellt werden, wo-

durch dieser Unbequemlichkeit abgeholfen wird. Man suche

nämlich für eine gegebene Zeit die Lage der Knotenlinie OT
oder den Winkel AOT = co und die Neigung MNS = q, fer-

ner in der Ebene TOS, in weicher man nun den Punkt sich

bewegend denkt, den Winkel l'OS = tf und zugleich den Ab-

stand OS — v. Unter diesen Voraussetzungen haben wir

ON~

v

cos tf, SN= v Sinti, SM—v sinorsino

und MN— v sin a cos q.

Es ergibt sich nun der W7
inkel SOM = ty aus der Glei-

chung sin ip = sin G sin q.

Weil ferner tg TOM = tgtfcos q ist und vorher der

Winkel TOM = cp— co war, so werden die Differentiale dco

und dQ so von einander abhängig sein, dass wir haben

dco da /c ^nx j ji
rfo.tgö

(§. 70.) oder dco =
tgtfcos@ sm^cos^ Vö sin^



Bewegung im Allgemeinen, 33

Hierauf wird das Element des Weges, Äs = ST dvl -{-v* da2

und die Geschwindigkeit =
-f. V" dv2 + v* c/g2 . Die Rich-

tung der Bewegung Äs in der Ebene l^OS ist so gegen die

gerade Linie OS geneigt, dass

wird. In der Astronomie, wo diese Entwickelung sehr häufig

in Anwendung kommt, pflegt man den Winkel TOS das Ar-

gument der Breite und den Winkel SOM die Breite zu

nennen. Wenn man ferner den durch die Gleichung tg TOM
= tg a cos q bestimmten Winkel TOM zur Länge des Kno-

tens AOT = co addirt, so wird die Summe oder der Winkel

AOM die Länge genannt.
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Kapitel II.

Von den Innern Principien der Bewegung.

Erklärung 9.

§. 75. Die i n n e r n P r i n ci p i e n der Bewegung umfas-

sen alles dasjenige, was in den Körpern selbst sich befindet

und worin der Grund ihrer Ruhe oder ihrer Bewegung zu suchen

ist. Ausgeschlossen werden hierbei alle äussern Ursachen,,

welche irgend etwas zu ihrer Bewegung oder Ruhe beitragen

können.
Erläuterung 1.

§. 76. Da ich im vorigen Kapitel eine Verfahrungsart er-

klärt habe, nach welcher man die im allgemeinen betrachtete

Bewegung in Rechnung ziehen kann, so will ich jetzt nach

ihren Ursachen forschen. Mag nämlich der Körper ruhen oder

sich bewegen , mag er in Ruhe verharren oder eine Bewegung
annehmen und dieselbe auf irgend eine Weise fortsetzen; so

müssen diese Erscheinungen nothwendig aus bestimmten Ursachen

entspringen. Was nämlich im Körper das "Verhältniss der Be-

wegung oder Ruhe betrifft, so kann man auf keine Weise zu-

geben, dass etwas hierin ohne Grund und zufällig geschehe.

Was aber auch die Ursache hiervon sein mag, so muss sie

entweder sich nothwendig in dem Körper, wovon die Rede ist,

befinden, oder man muss sie ausserhalb desselben suchen.

Hieraus entspringen zwei Arten von Principien, von denen ich

jene innere, diese aber äussere nennen werde. Auf die

inner n beziehe ich alles das, was in den Körpern selbst sich

befindet und worin die Ursache der Bewegung oder Ruhe ent-

halten ist; alles dasjenige aber, was von aussen her auf den

Körper wirkt und seinen Zustand der Bewegung oder Ruhe af-

ficirt, ist auf die äussern Principien der Bewegung zu beziehen.
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Da aber in der Welt alle Körper nach irgend einer Richtung

mit andern in Berührung stehen und sie aufs engste mit ein-

ander verbunden sind, so wird man in dieser Verbindung das-

jenige schwer von einander sondern können, was äussern und

innern Principien zugetheilt werden muss. Damit wir nun bei

dieser Untersuchung nicht in Verwirrung gerathen, müssen wir,

wenigstens im Geiste, alle umgebenden Körper fortschaffen;

alsdann wird derjenige, von welchem die Rede ist, gleichsam

als ein vereinzelter übrig bleiben. Wie ein solcher Körper,

mag er sich nun in Ruhe oder Bewegung befinden, sich verhal-

ten wird, muss man zu erforschen suchen und wird hieraus die

innern Principien der Bewegung erkennen, welche sorgfältig

von den äussern zu unterscheiden sind.

Erläuterung 2.

§.77. Während ich aber einen auf diese Weise vereinzel-

ten und ausser aller Verbindung mit andern Körpern stehenden,

also gleichsam einzig in der Welt existirenden Körper betrachte,

werden manche Philosophen sogleich ausrufen, diese Hypothese

enthalte in sich einen Widerspruch; da alle Körper in der

Weit so eng mit einander verbunden seien, dass, wenn man
einen fortnehme, der ganze Bau zerstört werde. Allein es han-

delt sich hier gar nicht um die Fortnahme irgend eines Körpers

aus der Welt, sondern auf welche Weise auch ein Körper

durch die Verbindung mit andern afficirt werden mag; so wird

doch selbst ein Philosoph nicht verhindert werden zu fragen,

was mit jenem Körper geschehen würde, wenn die übrigen gar

nicht auf ihn einwirkten. Er soll alsdann nicht bestätigen, dass

diess wirklich geschehen wird, sondern nur lernen, was von

dem wirklich Geschehenden äussern Ursachen zugeschrieben

werden muss. Solcher Abstractionen bedienen sich die Philo-

sophen beständig, denn wenn sie dieselben untersagen wollten,

würde gar kein Zugang zur Erkentniss der Wahrheit übrig

bleiben. Ist es aber erlaubt, einen Körper so zu betrachten,

als ob er durch andere gar nicht afficirt würde, so wird sich die

Sache eben so verhalten, als wenn die andern gar nicht vor-

handen wären. Wozu ist es daher nöthig, alle übrigen Körper

ausser demjenigen, wovon die Rede ist, als existirend anzu-

sehen, da sie durchaus nicht auf ihn einwirken? Nach dieser

Erwägung kann durchaus nichts im Wege stehen, einen Körper
als ganz vereinzelt anzusehen, gleichsam als wenn alle übrigen

3*
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Körper aus der Welt fortgenommen wären. Sollte diese Hypo-

these aber etwa jemanden verletzen, so möge dieser alle Körper

übrig lassen, uns jedoch die Annahme gestatten, dass von

ihnen keine Wirkung auf den Körper, welchen wir zu betrach-

ten uns vorgenommen haben, übergehe.

Grundsatz 1.

§• 78. Jeder Körper befindet sich, auch ohne Beziehung

auf andere Körper, entweder in Ruhe oder in Bewegung, d. h.

er ruhet oder bewegt sich absolut.

Erläuterung 1.

§. 79. Bis jetzt haben wir in Folge der sinnlichen Wahr-

nehmung keine andere Bewegung oder Ruhe anerkannt, als in

Bezug auf andere Körper, wesshalb wir beide, die Ruhe und

Bewegung respective genannt haben. Wenn wir aber jetzt

,alle Körper ausser dem einen in Gedanken aufheben, so fällt

auch die Beziehung auf jene fort, durch welche wir bis jetzt

die Ruhe oder Bewegung beurtheilt haben. Man muss daher

jetzt zuerst fragen, ob unser Urtheii über Bewegung und Ruhe

des Körpers noch stattfinden könne, oder nicht? Können wir

nämlich dieses Urtheii nicht anderswo her, als aus der Ver-

gleichung der Lage des vorausgesetzten Körpers mit andern

erlangen; so wird, nachdem diese entfernt sind, nothwendig

auch unser Urtheii aufgehoben werden. Wenn wir aber die

Ruhe oder Bewegung irgend eines Körpers nur aus seiner Be-

ziehung auf andere erkennen, so darf man hieraus noch

nicht schliessen, dass diese Dinge an sich nichts weiter als

eine rein im Geiste angestellte Relation seien und dass in den

Körpern selbst nichts enthalten sei, was unsern Ideen von der

Ruhe und Bewegung entspricht. Auch die Grösse eines Kör-

pers können wir nicht anders als durch Vergleichung mit an-

dern erkennen, allein wenn die Gegenstände fortgenommen

werden, mit welchen wir die Vergleichung aufgestellt haben,

so bleibt doch im Körper gleichsam ein Fundament seiner Grösse

übrig. Man müsste nämlich zugeben, dass eine wirkliche Aen-

derung in ihm vorgehe, wenn er sich entweder zu einem grös-

sern ausdehnen oder in einen kleinern zusammenziehen sollte.

Eben so würde man, wenn nur ein einziger Körper existirte,

behaupten müssen, dass derselbe entweder ruhe oder sich be-

wege, da man eben so wenig beides zugleich, als weder das

eine noch das andere aufstellen kann. Hieraus schliesse ich,
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dass Bewegung und Ruhe nicht etwas Ideales sei, was allein

aus der Vergleichung hervorgegangen ist, so dass in den Kör-

pern nichts ihnen entsprechendes enthalten sei; sondern dass

man auch in Betreff eines ganz vereinzelten Körpers fragen

kann, ob er sich bewege oder ruhe. Hierbei fürchte ich mich

am wenigsten vor den Philosophen, welche alles auf Relationen

zurükführen, da sie der Bewegung so viel beilegen, dass sie in

der bewegenden Kraft selbst eine Substanz anerkennen.

Erläuterun g 2.

§. 80. Da also auch in Betreff eines einzigen Körpers,

ohne Rücksicht auf andere oder wenn diese selbst vernichtet

sind, mit Recht gefragt werden kann, ob er ruhe oder sich be-

wege; so wird man eines von beiden nothwendig zugeben müs-

sen. Wie aber diese Ruhe oder diese Bewegung beschaffen

sein wird, können wir, da die Aenderung der Lage in Beziehung

auf andere Körper hier nicht stattfindet, uns nicht einmal den-

ken; wenn wir nicht einen absoluten Raum annehmen, in wel-

chem unser Körper einen gewissen Ort einnehmen wird und

von wo er nach andern Orten übergehen kann. Da nämlich

nach denselben Philosophen, wrelche gegen das Dasein eines

absoluten Raumes aufs höchste streiten, am meisten darauf

ankommt, ob irgend ein Körper sich bewege oder ruhe; so

mögen sie ohne Rücksicht auf andere Körper angeben, worin

sonst der Unterschied bestehe. Werden sie etwa sagen, der-

jenige Körper bew7ege sich wirklich, welcher seine Lage in Be-

zug auf die ihm benachbarten beständig ändert? allein die Be-

wegung kann in diesen stattfinden, während jener ruhet. Wird
man eine Vergleichung mit den wreiter entfernten Körpern an-

stellen müssen? mit welchem von diesen dann zuerst? und

warum mit dem einen eher als mit dem andern? Sie werden zu-

letzt antworten: mit solchen, welche an sich ruhen. Alsdann

frage ich aber weiter, auf welche Weise wir an sich ruhende

Körper erkennen können und was es heisst, an sich ruhen,

wenn man nämlich nicht mehr zu der Lage in Bezug auf andere

Körper seine Zuflucht nehmen darf. Sie werden endlich ge-

zwungen zu gestehen, dass diejenigen Körper an sich ruhen,

welche an demselben Orte des Raumes verharren und da aus

diesem die Betrachtung anderer Körper ganz entfernt ist, ge-

langen sie zu dem absoluten Räume, in Bezug auf welchen

die Körper ruhen oder sich bewegen, welche absolut ruhen

oder sich bewegen sollen.
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Anmerkung.
§. 81. Derjenige, welcher den absoluten Raum ableugnen

wollte, würde in die grösste Verlegenheit gerathen. Da er

nämlich die absolute Ruhe und Bewegung als leere Worte ohne

Sinn verwerfen muss, so wird er nicht nur die Gesetze der

Bewegung , welche sich auf dieses Princip stützen , ver-

werfen, sondern auch zugeben müssen, dass es gar

keine Gesetze der Bewegung geben kann. Denn wenn

die Frage, welche uns hierher gebracht hat: was in einem
ausser Verbindung mit den übrigen gesetzten Kör-
per vorgehen werde? an sich absurd ist; so werden auch

die Wirkungen, welche andere Körper in ihm hervorbringen

können, an sich ungewiss und unbestimmbar sein und man
wird behaupten müssen, dass sich alles von ungefähr und ohne

Grund ereigne. Wollte er aber diesem entgehen, so würde4

er

alle Bewegung leugnen müssen, bei welcher Meinung er jedoch,

wenn auch alle gegen sie anzuführenden Gründe glücklich wi-

derlegt wären, sich keineswegs beruhigen könnte; da er nicht

einmal zu sagen vermöchte, was die von ihm in der ganzen

Welt angenommene Ruhe denn sei. Es scheint aber der Um-
stand, dass wir gegen so offenbare Ungereimtheiten streiten

müssen, das festeste Fundament unserer Meinung zu sein.

Grundsatz 2.

§. 82. Ein absolut ruhender Körper wird, wenn er keiner

Einwirkung von aussen unterworfen wird, stets in Ruhe ver-

harren.

Erläuterung.
§.83. Man pflegt diesen Grundsatz in Betreff jedes belie-

bigen Körpers auszusprechen und er scheint von selbst so

einleuchtend zu sein, dass er keines Beweises bedarf. Damit

man aber seine Kraft noch deutlicher einsehe, betrachte man

nur einen Punkt oder ein Element eines Körpers; befindet sich

dieses einmal in absoluter Ruhe, so muss es beständig in der-

selben verharren. Da nämlich in demselben kein Grund vor-

handen ist, warum es eher nach der einen, als nach allen an-

dern Richtungen sich zu bewegen anfangen sollte und da jede

äussere Ursache der Bewegung aufgehoben wird; so wird es

nach keiner Richtung eine Bewegung beginnen können. Diese

Wahrheit stützt sieh daher zwar auf das Princip des zureichen-

den Grundes, indessen muss man doch in dem Punkte oder

körperlichen Elemente selbst eine Ursache des Verharrens in

Ruhe anerkennen, so dass man diese Wahrheit für eine noth-
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wendige halten muss. Was aber von jedem beliebigen Punkte

erwiesen worden ist, gilt auch nothwendig von allen zusammen ge-

nommen und daher auch von jedem Körper. Wenn nämlich seine

einzelnen Elemente ruhen und in Ruhe verharren, so wird nie-

mand daran zweifeln können, dass auch der ganze Körper ruhen

werde. Inzwischen kann in Betreff eines derartigen Körpers ein

Zweifel entstehen, ob seine Theile, wenn sie auch ruhen, doch

nicht vielleicht wechselseitig auf einander einwirken und eine Be-

wegung hervorbringen. Allein wenn man diess auch zugibt, so geht

daraus nichts hervor, was dem Grundsatze widerspräche, so lange

wir nicht nur den ganzen Körper, sondern auch seine einzelnen

Theile vonjeder äussern Einwirkung befreien. Uns ist es genügend,

den Grundsatz in diesem Sinne zugelassen zu sehen, dass we-

nigstens alle sich in Ruhe befindenden kleinsten Theilchen, so

weit sie nicht auf einander wirken, in Ruhe verharren.

Anmerkung 1.

§. 84. Dieses Gesetz, welches in Betreff der absoluten

Ruhe angenommen worden ist, kann keinesweges auf die re-

spective Ruhe ausgedehnt werden. Wenn nämlich der Körper,

in Bezug auf welchen ein kleines Körperchen sich in Ruhe
befand, plötzlich angestossen wird, so wird auch dieses in Be-

zug auf jenen nicht mehr in Ruhe bleiben. Man denke sich

eine Kugel, welche auf einem Tische in einem gleichförmig

fortschreitenden Schiffe liegt und welche in Bezug auf das

letztere allerdings in Ruhe verharren wird. Wenn nun das

Schiff auf einen Felsen stösst, so wird diese respective Ruhe
plötzlich aufhören und die Kugel in Bezug auf das Schiff eine

Bewegung beginnen, wenn auch keine äussere Ursache auf sie

eingewirkt hat. Nothwendiger Weise ist „daher dieses Gesetz

auf die absolute Ruhe beschränkt und da es ein notwendiges

ist, so muss auch die Beziehung der Körper auf den beliebigen

Ort, welchen sie einnehmen, eine nothwendige sein. Da das

Gesetz der Ruhe das Verharren an demselben Orte andeutet,

so darf man hierunter nur den absoluten Ort verstehen, dieser

selbst kann aber nicht durch die Reihenfolge zwischen den

daneben befindlichen Körpern erklärt werden, weil wir sonst

unser Gesetz auf die respective Ruhe ausdehnen würden.

Grundsatz 3.

§. 85. Ein Körper, welcher sich absolut bewegt, wird,

wenn man ihn keiner Einwirkung unterwirft, nach derselben

Richtung mit gleichförmiger Bewegung fortschreiten.
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Erläuterung 1.

§. 86 Dieser Grundsatz ist eigentlich auch von den klein-

sten Theilchen der Körper, gleichsam von Punkten zu verste-

hen und gilt nur von solchen Körpern, welche eine bestimmte

Grösse haben, wenn alle ihre Theilchen sich mit gleicher Ge-

schwindigkeit nach derselben Richtung bewegen. Hätten sie

nämlich im Anfange entweder ungleiche Geschwindigkeiten oder

verschiedene Richtungen angenommen, so würden die einzelnen

Theilchen nicht einmal diese Bewegung beibehalten können,

weil sie sonst von einander getrennt und der Zusammenhang des

Körpers aufgehoben werden würde. Dies ist aber nicht zu be-

fürchten, wenn die Geschwindigkeiten und Richtungen aller

Theilchen einander gleich sind, oder wenn der Körper so klein

ist, dass in ihm eine derartige Ungleichheit nicht stattfinden

kann. Man betrachte daher einen körperlichen Punkt dieser

Art als allein existirend und als ob derselbe eine beliebige Be-

wegung empfangen habe, so dass er mit gegebener Geschwin-

digkeit und nach gegebener Richtung sich zu bewegen angefan-

gen haben muss; alsdann wird derselbe vermöge dieses

Grundsatzes stets sowohl dieselbe Geschwindigkeit, als auch

dieselbe Richtung beibehalten. Da wir dies als Grundsatz an-

genommen haben, so bedarf es keines Beweises, indessen kann

man ohne Schwierigkeit einen Grund dafür anführen. Zuerst

wird der Körper in der Richtung keine Aenderung erleiden, da

kein Grund vorhanden sein kann, warum er eher nach der

einen, als nach der andern Seite hin von ihr abweichen sollte;

er wird also eben so gewiss dieselbe Richtung beibehalten, wie

ein ruhender Körper in Ruhe verharret. Was aber ferner die

Geschwindigkeit anbetrifft, so würde sie, wenn sie nicht stets

dieselbe bliebe, entweder zu- oder abnehmen müssen und kei-

nes von beiden kann man ohne Absurdität behaupten. Wenn
sie nämlich zu- oder abnähme, so müsste diess nach einem be-

stimmten Gesetz geschehen; allein wie dieses Gesetz beschaf-

fen sein wird, kann man sich auf keine Weise vorstellen,

da keinem einzelnen vor den übrigen ein so grosses Vorrecht

zukommt. Wollte ferner jemand behaupten, die Geschwindig-

keit nehme im Verhältniss der Zeiten ab, so würde er hier-

durch die Sache noch nicht erklären ; er müsste nämlich aus-

serdem bestimmen, ein wie grosser Theil der Geschwindigkeit

jn jeder Zeit verloren ginge und was er auch hierfür angeben

möchte, so könnte man diess auf keine Weise zulassen, da
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es durch keinen Grund unterstützt wird. Dasselbe wird auch

von jedem andern Gesetze gelten. Es bleibt demnach nichts

anderes übrig, als zuzugeben, dass auch die Geschwindigkeit

eben so wie die Richtung stets dieselbe bleibe.

Erläuterung 2.

§. 87. Diesem Grundsatze eben so wie dem vorhergehenden

tritt die Meinung derjenigen Philosophen entgegen, welche

behaupten, dass alle Körper mit einer gewissen verborgenen

Kraft begabt sind, ihren Zustand der Ruhe oder Bewegung be-

ständig zu ändern. Diese Meinung stützt sich aber auf gar

keinen Grund und wird eben dadurch gänzlich umgeworfen,

dass sie mit dem Grundsatze *im Widerspruch steht. Allein

dieser Grundsatz scheint beim ersten Anblick der Erfahrung

entgegen zu sein, da wir bei allen Versuchen wahrnehmen,

dass die Bewegung nach und nach verzögert und endlich ganz

aufgehoben wird. Aus dieser Quelle scheint daher eine Ver-

neinung der beständigen Bewegung zu entspringen, während

diese vermöge unseres Grundsatzes stattfinden müsste. Bei

diesen Versuchen liegt aber die Ursache der Verzögerung so

wohl in der Reibung, als im Widerstände der Luft und andern

Hindernissen der Bewegung, welche man keinesweges ganz

aufzuheben im Stande ist. Wenn wir diese Umstände gehörig

erwägen, müssen wir aus eben diesen Versuchen schliessen,

dass, im Fall alle diese Hindernisse aufgehoben wären, die Be-

wegung wirklich beständig fortdauern würde. Da wir nun in

unserm Grundsatze alle Hindernisse ausdrücklich entfernt

haben, so stehen diese Versuche ihm so wenig entgegen, dass

sie vielmehr seine Wahrheit durch einen bemerkbaren Grund
bestätigen. Uebrigens muss man sich wohl hüten , diesen auf

die absolute Bewegung beschränkten Grundsatz nicht auch auf

respective Bewegungen auszudehnen.

Erklärung 10.

§. 88. Während ein Körper absolut entweder ruhet oder

sich gleichförmig auf einer geraden Linie bewegt, sagt man,

er beharre in seinem Zustande.

Zusatz 1.

§. 89. Man kann daher die beiden angeführten Grundsätze

so aussprechen, dass Körper, so weit sie durch andere nicht

verhindert werden, in demselben Zustande verharren.
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Zusatz 2.

§. 90. Wenn also ein Körper, welcher vorher sich in Ruhe

befand, anfängt sich zu bewegen, oder welcher schon vorher

sich bewegend eine Aenderung in seiner Geschwindigkeit oder

Richtung erleidet; so wird derselbe seinen Zustand ver-

ändert haben.
Anmerkung.

§. 91. Das Verbleiben in Ruhe oder in gleichförmiger ge-

radliniger Bewegung wird nicht unpassend ein Zustand ge-

nannt, weil der Körper dazu von freien Stücken bestimmt wird.

So lange nämlich ein Körper sich selbst überlassen und keiner

äussern Einwirkung unterworfen ist, sagt man mit Recht, dass

er in demselben Zustande bleibe, insofern eine Veränderung

des Zustandes eine äussere Einwirkung anzudeuten scheint.

Das Verharren in demselben Zustande ist daher im höchsten

Grade vom Verharren an demselben Orte verschieden und stimmt

nur dann erst damit überein, wenn der Körper sich in Ruhe be-

findet. Auf diese Idee des Zustandes haben uns die vorher

aufgestellten Grundsätze geführt und es hätte nicht umgekehrt

die Idee des Zustandes, welche an sich ganz willkürlich ist,

uns zu der Kenntniss jener Grundsätze führen können ; hier-

durch hat aber eben diese Idee eine feste Bedeutung erlangt.

Erklärung 11.

§. 92. Jene Eigenschaft der Körper , welche den Grund

des Verharrens in demselben Zustande enthält, wird Trägheit
und bisweilen auch Kraft der Trägheit genannt.

Zusatz I.

§. 93. Die Trägheit ist daher die wahre Ursache, aus

welcher das Verharren der Körper in demselben Zustande ent-

springt; da man nämlich die Ursache im Körper selbst suchen

muss, hat man sie ohne Zweifel für eine allen Körpern ge-

meinschaftliche Eigenschaft zu halten.

Zusatz 2.

§. 94. Wenn man daher fragt, warum ein absolut ruhen-

der Körper zu ruhen , oder ein sich bewegender gleichförmig

und geradlinig sich zu bewegen fortfährt; so kann man keine

andere Ursache, als seine Trägheit angeben, auch darf man die

Ursache dieser Erscheinung nicht irgendwo ausserhalb des

Körpers suchen.
Anmerkung.

§. 95. Der Name Trägheit wird ganz besonders zur
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Bezeichnung derjenigen Eigenschaft der Körper angewandt^

vermöge welcher ruhende in Ruhe verharren, weil sie in die-

sem Zustande sich gleichsam der Bewegung widersetzen. Da
aher Körper, welche sich in Bewegung befinden, sich eben so

jeder Aenderung in Bezug auf ihre Geschwindigkeit und Rich-

tung widersetzen, so wird dieser Nanie nicht unpassend zur

Bezeichnung der Erhaltung des Zustandes, entweder der Ruhe
oder der Bewegung angenommen. Man sagt bisweilen Kraft

der Trägheit, weil Kraft etwas ist, was der Aenderung des

Zustandes entgegenwirkt. Wenn aber die Kraft durch eine be-

liebige Ursache, welche den Zustand der Körper verändert, er-

klärt wird, so kann man sie hier keinesweges in dieser Bedeu-

tung annehmen. Ihre Weise weicht sicher im höchsten Grade

von derjenigen ah, nach welcher, wie wir künftig zeigen werden,

Kräfte wirken. Damit nun hieraus keine Verwirrung hervorgehe,

werden wir das Wort Kraft fortlassen und diese Eigenschaft

der Körper einfach Trägheit nennen.

Erläuterung.
§. 96. Die Trägheit wird demnach auf den absoluten Zu-

stand der Körper beschränkt und man darf sie nicht auf die

respective Ruhe oder Bewegung beziehen. Ein Körper kann

nämlich in Beziehung auf einen andern mit beliebig ungleich-

förmiger Bewegung, oder auf einer krummen Linie fortgehen,

während er doch absolut entweder ruhet oder sich gleichförmig

auf einer geraden Linie bewegt und daher in seinem Zustande

verharret. Trifft es sich ferner, dass wir einen Körper sehen,

welcher, wie wir gewiss sind, keiner äussern Einwirkung unter-

worfen ist und der mit beliebig ungleichförmiger respectiver Be-

wegung fortzurücken scheint; so können wir mit Bestimmtheit aus-

sprechen, dass derselbe absolut entweder ruhe oder gleichförmig auf

einer geraden Linie fortschreite. Da wir aber die Ruhe oder Bewe-

gung der Körper nur in Beziehung auf andere erkennen können,

so werden uns die Sinne keineswegs den absoluten Zustand

der Körper angeben; daher ist das Criterium des absoluten

Zustandes, welches w7 ir daraus entnehmen, dass die Körper

keiner äussern Einwirkung unterworfen werden, in dieser Wis-

senschaft von der grössten Wichtigkeit. Es ist jedoch möglich,

dass dieser Grundsatz auch bei der respectiven Bewegung
stattfinde, wenn nämlich der Körper, in Bezug auf welchen wir

die Bewegung abschätzen, selbst in seinem Zustande verbleibt,

d. h. entweder absolut ruhet öder absolut gleichförmig und ge-

radlinig sich fortbewegt.
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Lehrsatz 1.

§. 97. Wenn der Körper, in Bezug auf welchen wir die

Bewegung anderer Körper abschätzen, absolut entweder ruhet

oder sich gleichförmig auf einer geraden Linie bewegt; so gel-

ten die Grundsätze eben so für die respective Ruhe oder Be

wegung, als für die absolute.

Beweis.

(Figur 10.) Man betrachte zwei Körper, welche beide mit

absoluter Bewegung gleichförmig auf geraden Linien fortrücken,

der eine beschreibe in der Zeit t den Weg Aazzzat, der andere

in derselben Zeit den Weg Bb=bt, so dass die Geschwindig-

keit des ersten = a, die des zweiten '= b ist. Es ist hierbei

gleichgültig, ob diese geraden Linien Aa und Hb in derselben

Ebene liegen, oder nicht. Man beziehe nun die Bewegung

des Körpers B auf den Körper A* welcher gleichsam als in A
ruhend betrachtet wird und da im Anfang der Körper B sich

in B befand, so wird man ihn nach Verlauf der Zeit t als in

ß befindlich annehmen , wenn man nämlich Aß ^ und = ab ge-

zogen hat. Da nun bß ~Aa~at ist, so hat man
Bb-.bß^b-.a,

also Bb zu bß in constantem Verhältniss. Da ferner der Win-

kel Bbß stets derselbe ist, so wird das Dreieck Bbß seiner

Art nach gegeben und daher auch der Winkel bBß constant

und von der Zeit unabhängig sein , eben so wie das Verhält-

niss Bb : Bß. Setzt man das letztere Verhältniss = b : ß, so

wird Bß—ßt Hieraus schliesst man, die respective Bewegung

des Körpers B sei so beschaffen, dass er von B längs der

geraden Linie Bß fortschreitet und in der Zeit t den Weg
Bß = ßt beschreibt , also eine constante Geschwindigkeit hat.

Es wird daher der Körper B, welchen man als absolut gleich-

förmig und längs einer geraden Linie sich bewegend voraussetzt,

auch in Beziehung auf den Körper A sich gleichförmig und ge-

radlinig bewegen, wenn nur der letztere sich eben so bewegt.

Zusatz 1.

§. 98. Setzt man den Winkel Bbß = £, welcher immer

derselbe ist, wenn auch die geraden Linien Aa und Bb sich

nicht in derselben Ebene befinden; so wird

Bß = t Va2— 2abcos£+b*.

Wir haben daher die respective Geschwindigkeit
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=V>—2aäcos£+Prund tgbBß=z
asmg

Zusatz 2.

§. 99. Wenn der Körper A absolut ruhete, so würde die

respective Bewegung des Körpers B von seiner absoluten

nicht verschieden sein. Gäbe es daher in der Welt einen ein-

zigen absolut ruhenden Körper, so würde man, indem man die

übrigen Körper auf ihn bezöge, ihre absolute Bewegung erken-

nen können.

Zusatz 3.

§. 100. Wenn in der Welt ein gleichförmig auf einer ge-

raden Linie fortschreitender Körper existirte, auf welchen man
die übrigen Körper bezöge; so würde man von diesen, voraus-

gesetzt dass sie keiner äussern Einwirkung unterworfen wären,

behaupten können, dass auch sie in ihrem respectiven Zustande

verharren.

Zusatz 4.

§. 101. In Folge der Trägheit streben daher die Körper

nicht nur in demselben absoluten, sondern auch in demselben

respectiven Zustande zu verharren, wenn nur der Körper, in Be-

zug auf welchen man ihren Zustand abschätzt, absolut entwe-

der ruhet oder sich gleichförmig auf einer geraden Linie fort-

bewegt.

Erläuterung.

§. 102. Wenn im Weltall die Sonne oder vielmehr ihr

Mittelpunkt absolut ruhete und alle Körper in Bezug auf ihre

Lage mit dem letztern verglichen würden; so würde die Träg-

heit bewirken, dass alle Körper, welche in Beziehung auf jenen

Mittelpunkt ruhen, in Ruhe zu verharren, die aber, welche sich

bewegen, mit derselben gleichförmigen und geradlinigen Bewe-

gung fortzugehen strebten. In diesem Falle wäre nämlich ihre

absolute Bewegung von der respectiven nicht verschieden.

Wenn aber, wie es wahrscheinlich der Fall ist, nicht der Mit-

telpunkt der Sonne, sondern vielmehr der gemeinschaftliche

Schwerpunkt des ganzen Systems sich in Ruhe befindet, so

hat man in Bezug auf diesen diese Eigenschaft der Trägheit

zu verstehen. Zur Bestimmung der respectiven Bewegung ist

es aber nicht hinreichend nur einen einzigen Punkt als fest an-

zusehen, weil man hierdurch nur die Abstände, aber nicht die

Richtungen kennen lernen könnte, sondern man bedarf hierzu 3
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oder 4 fester Punkte, wie wir oben gezeigt haben. Im Welt

räume pflegt man daher die Fixsterne als eben so viele feste

Punkte anzusehen und wenn diese Hypothese wahr wäre, so

würden alle Körper in der Welt, welche in Bezug auf sie ent-

weder ruhen oder sich bewegen, der Trägheit wegen in demsel-

ben Zustande verharren. Dies würde ebenso stattfinden, wenn

alle Fixsterne sich mit gleichen Geschwindigkeiten, nach pa-

rallelen Richtungen gleichförmig und geradlinig im Himmelsraume

bewegten. Man nimmt aber an den Fixsternen gewisse kleine

Ungleichheiten wahr, auf welche man bei dieser Beurtheilung

Rücksicht nehmen muss uud was daher mit Recht für sehr

schwierig gehalten wird.

Anmerkung.
§. 103. Wenn wir daher derartige Körper oder vielmehr,

damit ihre Grösse keine Verzögerung herbeiführe, gleichsam

körperliche Punkte betrachten, welche keiner äussern Einwir-

kung unterworfen sind; so werden dieselben entweder beständig

ruhen oder sich beständig gleichförmig auf einer geraden Linie

bewegen und zwar nicht nur absolut, sondern auch respectiv;

wenn nur der Körper, auf welchen wir sie beziehen, selbst in

demselben absoluten Zustande verharret. Es ist daher ange-

messen, eine solche Bewegung, deren Grund allein in der Träg-

heit liegt, genauer zn untersuchen und in Rechnung zu ziehen«

Oben haben wir im Allgemeinen drei Fälle dehandelt, denen

die Rechnung zur Bestimmung der Bewegung angepasst wurde.

Der erste war derjenige, in welchem eine geradlinige Bewe-

gung auf eine, mit ihrer Richtung übereinstimmende, Axe be-

zogen wurde; der zweite, in welchem die Bewegung auf zwei

Axen bezogen wurde und da dieser bei jeder in derselben

Ebene vor sich gehenden Bewegung von Erfolg war, so wer-

den wir ihn auf die geradlinige gleichförmige Bewegung, wie

wir sie hier untersuchen, anwenden können. Der dritte sich

sehr weit erstreckende Fall, in welchem wir 3 Axen anwandten,

umfasst auch den hier zu behandelnden und es wird der Mühe
werth sein zu untersuchen, wie jene allgemeinen Formeln für

die gleichförmige geradlinige Bewegung eingerichtet sein wer-

den. Wir wollen daher, diesen drei Fällen entsprechend, die

gleichförmige geradlinige Bewegung in Rechnung ziehen und

werden hieraus schliessen können, wras bei jeder Bewegung

der Trägheit zugeschrieben werden muss. Sofern man nun

hierauf wahrnehmen wird, dass die Bewegung irgend eines
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Körpers sich anders verhalt, hat man die Ursache hiervon nicht

in seiner Trägheit, sondern anderwärts ausserhalb des Körpers

zu suchen.
Aufgabe 6.

§. 104. Eine geradlinige gleichmässige Bewegung wird auf

eine einzige Axe, welche mit ihrer Richtung übereinstimmt, be-

zogen; man soll sie durch Rechnung bestimmen oder den Ort

des Körpers zu jeder Zeit angeben.

Auflösung.

(Figur c
2.) Betrachten wir den sich bewegenden Körper

wie einen Punkt, so sei der Anfangspunkt der Bewegung in A
und jener sei nach Ablauf einer Zeit t nach S gelangt, indem

er den Weg AS~s zurückgelegt hat. Da also die Geschwin-

de
digkeit in S—^n ist und dieselbe stets unverändert bleibt,

ds
setzen wir sie =c. Wir haben also ~Tt~ c unc* c^urcn Inte-

gration s=zct,

welche Formel schon oben für die gleichmässige Bewegung ge-

geben worden ist. Um aber die Erscheinungen dieser Bewe-

gung allgemein, ohne Rücksicht auf die Grösse ihrer Geschwin-

ds
digkeit, zu entwickeln, ist es hinreichend zu wissen, dass ~r

constant sei, wesshalb sein Differential ~0 sein wird. Be-

trachtet man daher das Element der Zeit oder dt als constant,

so wird -j7-=0 und so, indem man die Homogeneität ergänzt,

dds __ n

Zusatz 1.

/\105. Wenn daher bei einer geradlinigen Bewegung -^

=0 ist, so ist sie auch zugleich gleichförmig und wenn sie

absolut oder einer absoluten gleichgeltend ist, so hat man in

Folge der Trägheit die Gleichung
dds __ ..

d^~ ö '

Zusatz 2.

§. 106. Wenn aber bei einer geradlinigen Bewegung nicht

^=0 ist, so ist diess ein Zeichen, dass der kleine Körper
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nicht allein der Trägheit folgt, sondern dass man den Werth

von -tm irgend einer äussern Ursache zuschreiben muss, inso-

fern wir nämlich die Bewegung als eine absolute betrachten.

Aufgahe 7.

§. 107. Ein Punkt bewegt sich gleichförmig auf einer ge-

raden Linie und man bezieht seine Bewegung auf zwei in der-

selben Ebene liegende Axen, man soll die Erscheinungen dieser

Bewegung durch Rechnung bestimmen.

Au flösung.

(Figur .3.) Es sei der vom Punkt beschriebene Weg die

gerade Linie EF, welche mit den Axen OA und OB in der-

selben Ebene liegt und jener befinde sich nach Verlauf der

Zeit t in S, von wo man den Axen parallel die Linien ÄFund
SX gezogen hat und man setze OX=x und XS=y. Da nun

ESF eine gerade Linie ist, so wird y-— constans. Ferner ge-

lange im Verlauf des Zeittheilchens dt der bewegliche Körper

nach s, so wird
5
wenn man Xx — Sp = da: ,

pszzz dy und den

Winkel AOB= u setzt,

Ss = V dx* -f dy 1
~l 2dx dy cos C

, ,. ~ , . ,. 1 .. . o \/ dxZ+ dy z + <-2dxdycos£
und die Geschwindigkeit in ö=z- —~-—

j-
^

du
Da aber -/ =constans ist, so wird, wenn man dy~~adx

setzt , die Geschwindigkeit~ -jr Vi + o2+ 2a cos £

,

weiche ebenfalls nach der Voraussetzung constant ist. Es wer-

den daher sowohl -77 als auch -// constant und es verschwinden
dl dt

ihre Differentiale. Wenn demnach die Bewegung geradlinig

und gleichförmig ist, so wird für cfä= constans
ddx rt . ddy „

7/?=° und 7#=a
Umgekehrt wenn diese zwei Gleichungen stattlinden, werden

dx . dy dy .1.1.« » • 1

yr und -—
, also auch -p constant; mithin die Bewegung gleich-

förmig und geradlinig.

Zusatz 1.

§. 108. Wenn daher ein Punkt keine äussere Einwirkung

erleidet und seine Bewegung vermöge der Trägheit allein fortsetzt.
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so wird bestimmt sowohl -jß=^0, als auch -j~ =.{} sein, in-

dem durch diese Bedingungen die geradlinige und gleichmässige

Bewegung angedeutet wird.

Zusatz 2.

§. 109. Wenn man daher eine gleichförmige geradlinige

Bewegung längs der Richtungen je zweier Axen OA und OB
zerlegt, so werden die Geschwindigkeiten beider Seitenbewe-
gungen constant und umgekehrt, wenn diese gleichförmig sind,

wird auch die wahre Bewegung nicht nur gleichförmig, sondern

auc geradlinig sein.

Zusatz 3.

§. 110. Wenn hingegen bei irgend einer Bewegung, welche

man auf die Axen OA und OB bezieht, entweder nicht —rp£

= oder nicht -^ = ist, oder keines von beiden stattfin-

det; so ist dies ein Zeichen, dass der Körper nicht der Träg-

heit allein unterworfen ist, sondern dass eine äussere Einwir-

kung auf ihn stattfindet.

An m erkung.

§.111. So lange ein nur der Trägheit gehorchender Kör-

per sich gleichförmig in gerader Linie bewegt, entweder absolut

oder in Beziehung auf einen Körper, welcher selbst in demsel-

ben absoluten Zustande verharret, mag man seine Bewegung
beliebig längs zweier Axen zerlegen, was allerdings auf unzäh-

lige Weise geschehen kann; beide Seitenbewegungen werden
alsdann stets gleichförmig, d. h. so beschaffen sein, wie ein

Körper sie vermöge der Trägheit verfolgen würde. Hierin be-

steht die ausgezeichnete Eigenschaft dieser Zerlegung, dass die

an die wahre Bewegung gebundenen Grundsätze auch bei die-

sen, wenn auch nur erdichteten Seitenbewegungen stattfinden,

woraus für die Rechnung vorzügliche Vortheile entspringen

werden. Man wird ferner diese Zerlegung als noch wichtiger

erkennen, wenn wir unten zeigen werden, dass die Kräfte auf

diese, aus der Zerlegung entsprungenen und nur ideellen Be-

wegungen eben so wirken, als ob sie wirkliche wären. Das-

selbe hat man aber im Allgemeinen auch bei der Zerlegung

längs je drei Axen festzuhalten, wie wir aus der folgenden Auf-

gabe ersehen werden.

4
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Aufgabe 8.

§. 112. Ein Punkt bewegt sieb gleichförmig auf einer ge-

raden Linie und man bezieht seine Bewegung auf je drei be-

liebige Axen, man soll die Erscheinungen dieser Bewegung in

Rechnung ziehen und bestimmen.

A u fl ü s u n g.

(Figur 4.) Es seien als die drei Axen die Linien OA, OB
und OC angenommen, ESF sei die beliebige gerade Linie,

welche der Punkt mit gleichförmiger Bewegung beschreibt und

derselbe befinde sich nach Verlauf der Zeit i in S, wofür die

den drei Axen parallelen Coordinaten OX=r-x, XY~y und

YS= x sind; diese mögen mit einander rechte oder schiefe

Winkel bilden. Da ESF eine gerade Linie ist, so wird ihre

Protection TY auf die Ebene AOB ebenfalls eine gerade Linie,

also ~- constant sein. Auf ahnliche Weise wird, weil die
dx

Protection auf die Ebene AOC eine gerade Linie ist, -y
t

eben-

dz
falls wie auch -j- constant sein. Setzt man nun den in der

dg
kleinen Zeit dt beschriebenen kleinen Weg Ss = ds, so

werden auch ~r~ > ~r und ~j- constante Grössen sein, welche
dx dy dz

Bedingungen daraus folgen, dass ESF eine gerade Linie ist.

Wegen der Gleichförmigkeit der Bewegung ist die Geschwin-

,. , . ds , iii dx dy
i
dz

digkeit -y. constant und es werden daher -yr , -jj und ~y con-

stante Grössen sein, und hierin ist sowohl die Gleichförmigkeit

der Bewegung, als auch die Geradlinigkeit des Weges enthal-

ten. Differentiirt man nun die letzten Quotienten , indem man
das Element dt constant setzt, so erhält man die drei Gleichun-

ddx ~ ddy _ _ ddz ~
gen __=<), -^ = und ^=0,
durch welche die Natur der gleichförmigen und geradlinigen

Bewegung bestimmt wird.

Zusatz L
§. 113. Ist daher ein Punkt keiner äussern Einwirkung

unterworfen und bezieht man seine absolute Bewegung auf drei

beliebige Axen, so finden sicher die drei Gleichungen statt:

ddx ^ ddy _ _ ddz ~

JW=°> rf^=° und dP^>
deren Grund in der Trägheit des kleinen Körpers zu suchen ist,
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Zusatz 2.

§. 114. Wenn daher eine Bewegung gleichförmig und ge-

radlinig ist, so werden, indem man dieselbe nach je drei belie-

bigen festen Axen zerlegt, die drei Seitenbewegungen auch
ff nf> (l/ll CvZ

gleichförmig sein, weil —r , -4-, und -77 constant sind.

Zusatz 3.

§. 115. Bei einer absoluten Bewegung werden demnach
die Seitenbewegungen, in welche wir erstere nach je drei festen

Richtungen zerlegen, wenn sie auch nur erdacht sind, doch das

Gesetz der Trägheit befolgen, so dass wir sie in diesem Kapitel

als wirkliche Bewegungen betrachten können.

Anmerkung.

§. 116. Dies sind die inner n Principien der Bewegung,

welche sich auf die, gewöhnlich Trägheit benannte, allgemeine

Eigenschaft stützen. Mittelst dieser Principien sind wir im

Stande, die Bewegung körperlicher Punkte zu bestimmen, wenn

diese keiner äussern Einwirkung unterworfen sind. Alles kommt
nämlich darauf hinaus, dass, wenn ein solcher kleiner Körper

absolut ruhet, er beständig in Ruhe verharren, wenn er aber

eine beliebige absolute Bewegung angenommen hat, er bestän-

dig mit derselben Geschwindigkeit geradlinig fortschreiten wird.

Hier haben wir zwrar die sich bewegenden Körper als unendlich

klein betrachtet, allein es lässt sich dasjenige, was wir hier

aufgestellt haben, auch Körpern von jeder Grösse anpassen.

Ehe wir 'jedoch hierzu übergehen , müssen wir nothwendig er-

wägen, was äussere Kräfte zu bewirken vermögen und diese

Erforschung wollen wir ebenfalls für Punkte oder sehr kleine

Körpertheilchen unternehmen.
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Kapitel HL

Von den äussern Ursachen der Bewegung oder den Kräften.

Erklärung 12.

§. 117. Dasjenige, was den absoluten Zustand der Körper

zu verändern vermag, wird eine Kraft genannt und man hat

diese für eine äussere Ursache zu halten , weil der Körper

wegen der innern Ursachen in seinem Zustande verharren würde.

Zusatz 1.

§. 118. Die Ursache also, durch welche ein absolut ruhen-

der Körper zur Bewegung angetrieben, oder in einem mit ab-

soluter Bewegung fortschreitenden Körper die Geschwindigkeit

oder Richtung geändert wird, nennen wir eine Kraft.

Zusatz 2.

§. 119. Die Kraft ist daher eine äussere Ursache, welche

den absoluten Zustand der Körper zu verändern vermag und

so lange eine solche äussere Ursache nicht hinzutritt, verharret

ein Körper in demselben absoluten Zustande entweder der Ruhe
oder der gleichförmigen geradlinigen Bewegung.

Erläuterung.

§. 120. Im Körper selbst befindet sich nichts, was seinen

Zustand zu verändern strebt und eben desshalb behaupten wir,

dass jener so lange in demselben Zustande verharre, als er

gleichsam seinem eigenen Instinkte folgt und keiner äussern

Einwirkung unterworfen wird. Sobald daher der absolute Zu-

stand irgend eines Körpers sich ändert, können wir die Ursache

hiervon sicher nicht in ihm selbst suchen, sonst würde nämlich

keine Aenderung des Zustandes eintreten, indem wir den Zu-

stand so erklärt haben, dass ein Körper so lange in demselben
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verharre, als er durch keine äussere Ursachen angetrieben wird.

Jene innere Ursache aber, in Folge welcher der Körper in dem-

selben Zustande verharret, ist seine Trägheit und da in dieser

der Grund alles desjenigen enthalten ist, was im Korper die

Ruhe oder Bewegung betrifft; so würde jene (die Trägheit)

nicht nur ganz aufgehoben, sondern auch gar nicht einmal auf-

gestellt werden können, wenn im Körper etwas enthalten wäre,

was seinen Zustand zu verändern strebte. Wenn wir daher

das Wort Kraft auf diejenigen Ursachen beschränken, welche

den absoluten Zustand der Körper zu verändern im Stande

sind; so kann man sicher keinem Körper die Kraft zutheilen,

seinen Zustand zu ändern. So oft das letztere eintritt, wird

die Ursache oder die Kraft nothwendig stets ausserhalb des

Körpers sich befinden.

Anmerkung 1.

§. 121. Hier entsteht daher die Frage : woraus entsprin-

gen die Kräfte, durch welche der Zustand der Kör-
per nach unserer Wahrnehmung sich beständig än-

dert? hat man dieselben, da sie sich nicht in den
Körpern befinden, unmateriellen Substanzen zuzu-
schreiben? Die Philosophen pflegen auf andere Weise zu

argumentiren. Da nämlich der Zustand der Körper sich bestän-

dig ändert, schliessen sie, dass die Ursache dieser Verände-

rung in den Körpern selbst enthalten sei und hieraus folgern

sie, dass die einzelnen Körper mit der Kraft begabt seien,

ihren Zustand beständig zu ändern und heben so das Princip

der Trägheit von Grund aus auf. In dieser Schlussfolge machen

sie aber einen bedeutenden Sprung; indem wir nämlich den

ersten Theil, dass die Ursache der Aenderung des Zustande»

in den Körpern liege, zugeben, leugnen wir durchaus den zwei-

ten Theil, dass nämlich die einzelnen Körper die Kraft haben,

ihren Zustand zu verändern. Wir entfernen nämüch die Ursache

der Zustandsänderung nur von dem Körper, dessen Zustand

sich ändert und behaupten, dass dieselbe in andern Körpern

gesucht werden muss; wir legen also den Körpern die Kraft

bei, den Zustand anderer Körper, nicht ihren eigenen zu verän-

dern. Diess kann durchaus nicht absurd erscheinen, vielmehr

folgt eben aus der Fähigkeit einzelner Körper in ihrem Zustande

zu verharren, dass in ihnen Kräfte enthalten sein müssen, den

Zustand anderer Körper zu verändern. In einem Haufen meh-

rerer Körper wird es nämlich, wenn sie nicht entweder alle



54 Kapitel HL Von den äussern Ursachen

ruhen oder mit gleichen Geschwindigkeiten nach derselben

Richtung fortgehen, nothwendig sich ereignen, dass die einzel-

nen nicht in ihrem Zustande verharren können, während der

Zustand der übrigen unverändert bleibt. Denken wir uns näm-

lich zwei Körper A und B , von welchen jener zu diesem ge-

langt ist, so ist es sicher unmöglich, dass der Körper A seine

Bewegung fortsetze, ohne dass zugleich der Körper B in sei-

nem Zustande der Ruhe gestört werde, noch dass der Körper

B in Ruhe verharre, ohne dass zugleich die Bewegung des

Körpers A aufhöre. Da also beide nicht zugleich ihren Zu-

stand beibehalten können, so muss sich entweder der Zustand

beider, oder des einen von beiden ändern und zwar eben d ess-

halb, weil beide das Bestreben haben, in ihrem Zustande zu

verharren. Folglich liefert die Fähigkeit der einzelnen Körper,

in ihrem Zustande zu verharren, Kräfte, durch welche der Zu-

stand anderer verändert werden kann.

Anmerkung 2.

§. 122. Wenn wir ferner fragen, warum jene beiden Kör-

per A und B nicht zugleich in ihrem Znstande verharren kön-

nen, so begreifen wir, dass hieran die Undurchdringlichkeit

Schuld ist. Könnten sich nämlich jene Körper wechselseitig

durchdringen, so dass der eine dem andern den frei'sten Durch-

gang gleichsam durch seine Substanz gestattete ; so würde

nichts den Körper A verhindern, seine Bewegung fortzusetzen

und den Körper B, in Ruhe zu verharren; es würden daher

beide auf diese Weise der Trägheit Folge leisten. Die Ursache

jener Kräfte, durch welche der Zustand der Körper verändert

wird, ist daher nicht nur in der Trägheit, sondern in der Ver-

bindung der letztern mit der Undurchdringlichkeit anzunehmen.

Da aber die Undurchdringlichkeit nur in Bezug auf Körper

ausgesprochen werden kann, ferner die Körper nothwendig mit

Trägheit begabt sind; so enthält die Undurchdringlichkeit von

selbst die Trägheit, dergestalt dass die erstere allein richtiger

Weise für die Quelle derjenigen Kräfte, welche den Zustand

der Körper verändern, gehalten wird. Diese Eigenschaft der

Körper, als den Ursprung aller Kräfte werden wir angemesse-

ner Weise genauer untersuchen.

Erklärung 13.

§. 123. Die U n d ur c h d r i n g 1 i c h k e i t ist diejenige Eigenschaft,

vermöge welcher zwei oder mehrere Körper sich nicht an demselben
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Orte befinden können, sie erstreckt sich selbst auf die kleinsten

Elemente der Körper, so dass auch nicht einmal zwei solche

Elemente an demselben Orte existiren können.

Zusatz 1.

§. 124 Vermöge dieser Eigenschaft muss wechselweise

]eder einzelne Körper ausserhalb des andern existiren, so dass

swei Körper nicht einmal mit ihren kleinsten Theiien in einan-

der eindringen können.

Z u s a t z 2.

§. 125. Da die Undurchdringlichkeit eine nothwendige Ei-

genschaft der Körper ist, so existirt keine Kraft, welche zwei

Körper an denselben Ort zu treiben im Stande wäre und es

ist die grösste Kraft der Hervorbringung einer solchen Wirkung

eben so wenig gewachsen, als die kleinste.

Zusatz 3.

§. 126. Wie daher auch immer der Zustand der Körper

durch Kräfte geändert werden mag, so können doch niemals

zwei Elemente oder körperliche Punkte an denselben Ort ge-

trieben werden.

Erläuterung 1.

§. 127. Fälschlich werden wider diese allgemeine Eigen-

schaft der Körper gewisse Versuche angeführt, nach welchen

Körper, wie man sagt, in einander einzudringen scheinen. Man
sagt nämlich, eine geworfene Kugel durchdringe den Thon,

allein hier wird das Wort durchdringen in einem andern

Sinne genommen. Kein Theil der Kugel gelangt nämlich an

einen derartigen Ort, an welchem in Wirklichkeit ein Theil

des Thons sich befindet; sondern weil jetzt die Kugel einen

vorher vom Thone eingenommenen Ort einnimmt, wendet man

das Wort Durchdringung an. Hier leugnen wir aber nur, dass

ein Körper irgend einen Ort einnehmen könne, an welchem

sich zugleich ein anderer befindet, nicht aber einen solchen, an

welchem -sich vorher ein anderer Körper befunden hat.

Eben so wenn man sagt, dass das Wasser einen Schwamm
durchdringe, erfüllt dasselbe nur die Zwischenräume oder Poren

des letztern und da man diese vorher von der Substanz des

Schwammes nicht unterschied, scheint dieser selbst durchdrun-

gen zu sein. Wenn wir aber die Sache genauer untersuchen,
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werden wir begreifen, dass nirgend das kleinste Theilchen

des Schwammes zugleich mit dem Wasser existirt. Eben so

verhält sieh die Sache bei Körpern, welche sich in einen klei-

nem Raum zusammendrücken lassen; es werden nämlich nie-

mals zvyei Theilchen an denselben Ort gebracht, sondern nur

die Zwischenräume der Theilchen verengt und daher die vor-

her sie erfüllende Materie herausgetrieben. Wenn man daher

diess gehörig erwägt, so bleibt kein Zweifel übrig, dass die

Körper undurchdringlich seien oder dass zwei Körper nicht zu-

gleich an demselben Orte existiren.

Erläuterung 2.

§. 128. Die Idee der Undurchdringlich keit stützt sich da-

her auf die Idee des Ortes, ohne welche sie durchaus nicht

bestehen kann. Wäre nämlich der Ort nicht etwas von den

Körpern Verschiedenes, so könnten wir auf keine Weise ver-

stehen, was die Undurchdringlichkeit sei. Die Philosophen

welche die Wirklichkeit des Ortes leugnen, sagen zwar, die

Körper existiren nothwendig ausser sich; was aber ausser-
oder innerhalb sei, wenn ein Ort ohne Körper nichts ist,

erklären sie keinesweges. Das, was wir oben über die abso-

lute Ruhe und Bewegung auseinander gesetzt haben, beweis*

vollkommen, dass der Ort nicht ein reiner Begriff des Verstan-

des ist und jetzt ersehen Wir aus der Undurchdringlichkeit ganz

deutlich, dass die Idee des Ortes mehr umfasst, als eine blosse

wechselseitige Beziehung der Körper, so dass nach der Aufhe-

bung aller Körper auch für den Ort kein Ort übrig bleiben

würde. Der Ort ist daher etwas, was von den Körpern nicht

abhängt und eben so wenig ein reiner Begriff des Verstandes,

was er aber ausserhalb des letztern für eine Reellität besitze,

möchte ich nicht zu bestimmen wagen, wenn wir nicht auch

in ihm einige Reellität anerkennen müssen. Wenn aber die

Philosophen alle Reelli täten in bestimmte Klassen th eilen und

wähnen, dass der Ort auf keine von ihnen bezogen werden könne;

so möchte ich lieber glauben, dass diese Klassen fälschlich von

ihnen aufgestellt worden sind, indem sie die darauf zu bezie-

henden Dinge nicht hinreichend erkannt hatten* Auf ähnliche

Weise ist das Verhältniss der Zeit beschaffen, in welchem

sie nichts reelles annehmen, während sie doch den Worten
vor- und nachher nichts desto weniger Reellität beilegen.

So wie daher die wahre Idee des Ortes und des Raumes mehr
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enthält, als die Reihefolge der neben einander existirenden Dinge,

so enthält auch die wahre Idee der Zeit mehr, als die Reihe-

folge der nach einander existirenden Dinge; obgleich ich zu-

gebe, dass die ersten Ideen dieser Dinge für uns daraus ent-

standen sind.

Anmerkung 1.

§. 129. Nachdem die Bedeutung der Undurchdringlichkeit

aufgestellt worden ist, trage ich kein Bedenken., darin das We-
sen der Körper zu setzen ; diess erscheint verwegen , da fast

alle Philosophen einstimmig verkünden, dass uns das Wesen
der Körper unbekannt sei. Dies gebe ich sicher leicht hinsicht-

lich specieller Körper zu und glaube nicht , dass uns das We-
sen des Goldes oder Silbers bekannt ist. In welche Sache man
nämlich auch das Wesen des Goldes setzen mag, so ist es

doch ungewiss, ob dieselbe dem Golde auch in jedem Zustande

zukomme und ob nicht ein anderer Körper, welcher nicht Gold

ist, mit derselben begabt sei; eben diese Ungewissheit hebt

aber jene Behauptung auf. Wenn aber vom Körper im Allge-

meinen die Rede ist, so fürchte ich einen solchen Einwurf nicht;

wer nämlich leugnen wollte, dass das W7esen der Körper in

ihrer Undurchdringlichkeit liege, würde auch leugnen oder we-

nigstens bezweifeln müssen, dass entweder alle Körper undurch-

dringlich oder umgekehrt dass alles , was undurchdringlich ist,

ein Körper sei. Kein Philosoph wird nämlich bezweifeln, dass

in eine Eigenschaft, welche allen Körpern und ihnen allein zu-

kommt, das Wesen derselben zu setzen sei. Zuerst ist es

aber ganz entschieden, dass alle Körper undurchdringlich sind.

Wären nämlich ausgedehnte und mit Trägheit begabte Dinge

gegeben, welche sich selbst überlassen entweder ruheten oder

sich gleichförmig in gerader Linie bewegten; so würde doch,

wenn sie der Undurchdringlichkeit entbehrten, niemand sie zu

den Körpern zählen. Daher hält man Schatten und Bilder,

welche durch optische Maschinen dargestellt werden, nicht für

Körper. Ferner muss alles, was undurchdringlich ist, auch noth-

wendig ausgedehnt und mit Trägheit begabt sein, ohne Aus-

dehnung kann man sich nämlich keine Undurchdringlichkeit

denken. Ferner müsste es durchaus beweglich sein, und wenn

man Beweglichkeit voraussetzt, so folgt daraus auch das Da-

sein der Trägheit. Es ist darum kein Grund vorhanden, wa-

rum nicht alles, was undurchdringlich ist, für einen Körper ge-

halten werden sollte.
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Anmerkung 2.

§. 130. Ein schwererer Einwurf gegen diese Meinung kann
daraus abgeleitet werden, dass wir die Undurchdringlichkeit an

sich nicht begreifen können, weil sie ihrer Bedeutung nach

nothwendig mehrere Körper umfasst. Hiernach gebe ich leicht

zu, dass die Erklärung, nach welcher ein Körper eine undurch-

dringliche Substanz genannt wird, mit den Regeln des Philoso-

phirens nicht übereinstimmt; nicht weil wir auf unrechte Weise

das Wesen der Körper in ihre Undurchdringlichkeit setzen,

sondern weil man diese Erklärung ohne den vorher aufgestell-

ten Begriff eines Körpers nicht verstehen kann. Wenn je-

mand fragte, was eine undurchdringliche Substanz sei und man

hierauf antwortete, sie sei etwas, was von Körpern, d. h. von

andern undurchdringlichen Substanzen nicht durchdrungen wer-

den könne; so wäre die Sache keineswegs abgemacht. Obgleich

wir aber diese Eigenschaft nur aus der wechselseitigen Ver-

gleichung der Körper erkennen, so findet doch kein Zweifel

statt, dass der Grund der Undurchdringlichkeit in einer gewissen

innern Eigenschaft eines jeden Körpers liege ; so dass alle

Körper eine gewisse bestimmte Eigenschaft besitzen, vermöge

welcher sie untereinander undurchdringlich sind. Diese Eigen-

schaftwird man vielleicht nicht unpassend Festigkeit nennen,

durch welche gleichsam eine Materiellität gebildet wird , die

man mit Recht für das Wesen der Körper halten kann. Ich

gestehe freilich ein, dass die Sache fast darauf hinauskommt,

als wenn man sagte, das Wesen der Körper bestehe in ihrer

Körperlichkeit. Jedoch führt die Undurchdringlichkeit uns

zum Ursprung der Kräfte und unterscheidet sich so von einem

leeren Tone, was näher auseinander gesetzt zu werden verdient.

Lehrsatz 2.

§. 131. Wenn zwei Körper so zusammentreffen, dass kei-

ner von beiden seinen Zustand beibehalten, noch der eine den

andern durchdringen kann; so wirken sie wechselseitig aufein-

ander und üben Kräfte aus, durch welche ihr Zustand verän-

dert wird.

Beweis.

Da die Körper in einem derartigen Zustande vorausgesetzt

werden, dass sie nur dann in demselben verharren können,

wenn sie einander durchdringen; so muss, weil eine Durchdrin-

gung auf keine Weise möglich ist, nothwendig eine Aenderung
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in ihrem Zustande eintreten. Da ferner der Zustand der Körper

sich ohne äussere Kräfte nicht ändern kann, im vorausgesetzten

Falle aher eine solche Aenderung wirklich hervorgebracht wird,

so müssen ohne Zweifel Kräfte da sein, denen man diese Wir-

kung zuzuschreiben hat. Man kann daher die Fragen aufsteilen

:

woraus entspringen diese Kräfte? entspringen sie aus der Un-

durchdringlichkeit der Körper oder aus etwas anderm? Behaup-

tet man das letztere, so kann man die Entstehung wenigstens

in Gedanken aufheben und es würde daher, unter Vorbehalt

der Undurchdringlichkeit, keine Aenderung des Zustandes ein-

treten, die Körper müssten mithin einander durchdringen und

weil diess absurd wäre, müssten jene Kräfte nothwendig durch

die Undurchdringlichkeit erzeugt werden. Sobald nämlich Kör-

per nicht in ihrem Zustande verharren können, ohne sich weeh-

selseitig zu durchdringen, erzeugt eben die Undurchdringlichkeit

Kräfte, durch welche ihr Zustand so verändert wird, dass die

Durchdringung vermieden werde. Während nun diese Kräfte

ihre Wirkung ausüben, sagt man, dass die Körper auf einander

wirken und der eine den Zustand des andern verändert

Zusatz 1.

§. 132. Körper wirken daher auf einander, wenn sie so

zusammentreffen, dass sie einzeln nicht in ihrem Zustande ver-

harren können, ohne sich wechselseitig zu durchdringen. Hier-

aus kann man einen bestimmten Begriff der Wirksamkeit der

Körper entnehmen, welcher bei den meisten Schriftstellern nicht

hinreichend klar zu sein pflegt.

Zusatz 2.

§. 133. Die Kräfte, welche in diesem Falle den Zustand

der Körper verändern, entspringen aus ihrer Undurchdringlich-

keit und bringen eine so grosse Wirkung hervor, dass die

Durchdringung verhindert wird. Sie werden ferner stets so

gross sein, dass sie zur Erreichung dieses Zweckes genügen,

Zusatz 3.

§. 134. Die Grösse dieser Kräfte wird nicht durch die Un-

durehdringlichkeit, welche nämlich nicht messbar ist, bestimmt,

sondern durch die Aenderung des Zustandes, wodurch bewirkt

werden soll, dass die Körper sich wechelseitig nicht durchdringen,

Zusatz 4.

§. 135. Diese Kräfte, welche aus der Undurchdringüchkeit
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entspringen, werden sich daher nur so weit zeigen, als der

Durchdringung zu begegnen ist und wie grosse Kräfte hierzu

auch erforderlich sein mögen, so wird die Undurchdringlichkeit

sie immer liefern, wenn nur die Durchdringung keinesweges

eintreten kann.

Erläuterung 1.

§. 136. Wird irgend ein Körper durch andere verhindert,

wenn er ruhet, in Ruhe zu verharren und wenn er sich bewegt,

gleichförmig in gerader Linie fortzuschreiten; so erzeugt so

wohl seine eigene, als auch die Undurchdringlichkeit jener

Körper die zur Aenderung des Zustandes erforderlichen Kräfte.

Wäre nämlich derselbe, oder diese durchdringlich, so würde

es keiner Kräfte bedürfen; die letztem entspringen daher nicht

aus der Undurchdringlichkeit eines einzigen, sondern zweier

oder mehrerer Körper vereint. Die Undurchdringlichkeit kann

man sich sicher nicht ohne einen unbesiegbaren Widerstand

denken und sie wird daher mit Recht für die Quelle jener

Kräfte gehalten, welche die Durchdringung verhindern. Die

bisher aufgestellten Lehren kommen darauf hinaus, dass die

Körper wegen der ihnen inwohnenden Trägheit so lange in

ihrem Zustande der Ruhe oder der gleichmässigen geradlinigen

Bewegung verharren, als keine Durchdringung zu befürchten

ist. Sobald sie aber ihren Zustand nicht mehr beibehalten kön-

nen, ohne dass eine Durchdringung eintreten würde, liefert die

Undurchdringlichkeit so grosse Kräfte, dass diese den Zustand

der Körper angemessen verändern, um jede Durchdringung ab-

zuwenden. Da nun die Welt von Körpern erfüllt ist, deren

Zustand so verschieden ist, dass, wenn irgend welche von ihnen

selbst den kleinsten Zeitraum hindurch in demselben Zustande

blieben, die Durchdringung überall erfolgen würde; so entspringt

hieraus die reichste Quelle von Kräften, welche den Zustand

der Körper beständig verändern werden. Obgleich wir daher

gleichsam eine unendliche Menge von Kräften in der- Welt zu-

geben, welche aus den Körpern entspringen, so sind wir doch

durchaus der Meinung derjenigen entgegen, welche den Körpern

das Bestreben beilegen, ihren Zustand beständig zu verändern.

Diese Kräfte haben nämlich nicht das Bestreben, direct den

Zustand der Körper zu verändern, sondern die Durchdringung

abzuwenden und wenn diese nicht zu besorgen wäre, würden gar

keine derartige Kräfte in der Welt existiren.
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Erläuterung 2.

§. 137. Nun entsteht hier die Frage, ob durchaus alle

Kräfte, deren Wirkung in der Welt wir bewundern, aus dieser

Quelle entspringen, d. h. ob der Zustand der Körper durch

keine andern Kräfte als diese, welche die Gefahr der Durch-

dringung liefert, verändert werden könne. Zuerst ist es nun

nicht Sache der Mechanik, zu bestimmen, ob Geister auf Kör-

per zu wirken und ihren Zustand zu verändern vermögen; in-

dessen finden wir in den Körpern nichts, was einer geistigen

Einwirkung zuwider wäre. Ferner erscheint die Wirksamkeit auf

Körper nicht als so schwierig, dass man dieselbe allein der All-

macht des göttlichen Willens zuschreiben müsste, da man sie

selbst den gemeinsten Körpern beilegen muss. Wir müssen
vielmehr gestehen, dass wir keinen Grund sehen, warum wil-

den Geistern die Macht auf Körper zu wirken bestreiten sollten,

wenn wir auch keineswegs die Weise angeben können, nach

welcher sie wirken. Ob aber Körper auf andere Weise, als die

von uns erklärte, wechselseitig auf einander zu wirken vermögen,

dies glauben wir verneinen zu müssen. Wirkten sie nämlich

auch dann, wenn keine Gefahr der (Durchdringung vorhanden wäre,

so würden sie in der Entfernung wirken und es wäre als-

dann nicht klar, wie hierdurch die Erhaltung des Zustandes ge-

stört werden könnte. Da ferner jene Wirksamkeit nicht aus

der Undurchdringlichkeit hervorginge, so müssten die Kräfte

auf gleiche Weise wirken, obgleich die Körper durchdring-

lich wären und wie alsdann eine Wirkung bestehen könne, ist

nicht klar. Hiernach ist es höchst wahrscheinlich, dass die

Körper wechselseitig auf einander keine andern Kräfte ausüben,

als die zur Abwendung der Durchdringung erforderlichen, und

da diese Kräfte nicht kleiner sein können, als dieser Zweck
sie erfordert, so wird man sie auch nicht grösser, als zu diesem

Zweck ausreichend, aufstellen können. Uebrigens können wir

hier keine bestimmten Behauptungen aufstellen, sondern müssen

damit zufrieden sein, dass wir eine reiche Quelle von Kräften,

welche in der Welt wirken, entdeckt haben; dass ferner hieraus

zugleich eine wechselseitige Wirksamkeit der Körper entspringt,

welche viele Philosophen entweder geleugnet oder in das stärkste

Dunkel gehüllt haben, sieht man vortrefflich genug ein. Wie
gross aber und in welchem Falle diese Kräfte aus der Undurch-

dringlichkeit der Körper hervorgehen und auf welche Weise der

Zustand der Körper durch sie verändert wird, können wir nicht
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eher bestimmen , als bis wir im Allgemeinen die Wirksamkeit

der Kräfte untersucht haben werden.

Anmerkung.

§. 138. Nachdem wir den Ursprung der Kräfte durchschau't

haben, können wir mit Recht annehmen, dass es in der Welt

Kräfte gebe, durch welche der Zustand der Körper verändert

wird. In wie fern aber derartige auf die Körper wirkende

Kräfte einander das Gleichgewicht halten, pflegt in der Statik

oder Dynamik behandelt zu werden, wo man durch ihre Mes-

sung lehrt, dass einzelne Kräfte nicht nur grösser oder kleiner

als andere sind, sondern dass dieselben auch ein bestimmtes Ver-

hältniss zu einander haben. Man muss nämlich die Kräfte auf

eine Art von Grössen beziehen , da sie durch das Verhältniss

der Grösse mit einander verglichen werden können ; aus der

Statik wissen wir aber, wann man zwei Kräfte als einander gleich

oder nach einem gegebenen Verhältniss ungleich anzunehmen

hat. Damit wir nun leichter ihre Wirkung in Bezug auf die

Veränderung des Zustandes der Körper erforschen, ist es nicht

nur angemessen, von unendlich kleinen Körperchen, aufweiche

sie wirken, auszugehen, so wie wir auch von hier aus die ganze

Behandlung der Bewegung gezogen haben; sondern wir werden

auch nur eine augenblickliche Wirksamkeit der Kräfte untersu-

chen. Wir werden daher erforschen, wieviel sie in den einzel-

nen Zeitelementen bewirken, weil es möglich ist, dass im Laufe

der Zeit die Grösse der Kräfte sich ändere. Wenn wir hier-

nach die Principien für unendlich kleine Körperchen und ein

unendlich kleines Zeitintervall aufgestellt haben, wird es nicht

schwierig sein , durch Integrationen zur Bewegung der Körper,

welche sich in endlicher Zeit verändert, überzugehen.

Erklärung 14.

§. 139. Die in einem gegebenen Zeitt heilchen auf

ein gegebenes Körperchen hervorgebrachte Wir-
kung einer Kraft nennt man denjenigen kleinen Weg, über

welchen ein ruhender Körper fortgeführt, oder ein sich bewe-

gender Körper jenseits des Weges, welchen er in Folge der

Trägheit durchlaufen würde, fortgetrieben wird.

Zusatz 1.

§. 140. Diese Bestimmung der Wirkung ist keine absolute,

sondern eine an einen bestimmten Körper und eine bestimmte
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Zeit gebundene und da man die beiden letztem als unendlich

klein ansieht, so wird auf diese Weise jede anders woher etwa

hinzukommende Veränderlichkeit aufgehoben.

Zusatz 2.

§. 141. Wenn daher unter der Voraussetzung eines klei-

nen Körpers und Zeittheilchens der kleine Weg derselbe ist,

so wird auch die Wirkung dieselbe sein, wesshalb man auch

die Kraft für dieselbe zu halten hat; und zwar wird dies der

Fall sein , mag der kleine Körper ruhen oder sich schon be„

wegen.
Zusatz 3.

§. 142. Wenn nämlich ein kleiner Körper sich bewegt, so

wird die Kraft nur in soweit abgeschätzt, als jener über einen

bestimmten kleinen Weg jenseits desjenigen, welchen er ver-

möge der bereits inwohnenden Bewegung durchlaufen würde,

fortgetrieben wird ; denn umgekehrt schätzt man nach der Grösse

dieses kleinen Weges die Kraft ab.

Erläuterung. I.

§. 143. In der Statik, aus welcher wir die Messung der

Kräfte schöpfen, betrachtet man die Körper, an denen sie an-

gebracht werden, als in Ruhe befindlich, es wird daher von

dort aus nichts über die Messung derjenigen Kräfte, welche

auf sich bewegende Körper wirken, bestimmt, so dass diese

Messung uns ganz in der Mechanik überlassen bleibt. Denken
wir uns daher (Figur 11.) einen in S ruhenden Punkt oder klei-

nen Körper, welcher durch eine gewisse Kraft~p in der Rich-

tung Sa angetrieben wird; alsdann wird die Wirkung darin be-

stehen, dass jener in einem gegebenen Zeittheilchen = dt über

irgend einen bestimmten kleinen Weg Sö— dco fortgeführt wird.

Wie dieser sowohl von der Kraft p, als auch von dem Zeit-

theilchen dt abhängig ist, werden wir später bestimmen. Hier

bemerke ich nur, dass, wenn der kleine Körper eine Bewegung
hätte, vermöge welcher er in dem Zeittheilchen dt den Weg
Ss = ds (Figur 12.) beschreiben würde, er als durch die gleiche

Kraft angetrieben angesehen werden müsste, wenn er in dem-
selben Zeittheilchen dt jenseits s über den gleichen kleinen

Weg sa = dco fortgeführt würde. Wir setzen hierbei voraus,

dass ihn die Kraft nach der Richtung Ss der Bewegung antreibt

Hatte aber die Kraft die entgegengesetzte Richtung und wird

der kleine Körper durch sie in demselben Zeittheilchen dt über
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den gleichen kleinen Weg sa = dco (Figur 13.) zurückgetrieben,

so hat man die Kraft gleich jener frühern, d. h. = p anzuneh-

men. Allgemein, wenn der kleine Körper eine Bewegung hat,

vermöge welcher sein im Zeittheilchen dt durchlaufener Weg
Ss = ds (Figur 14.) sein würde und wird er durch eine gewisse

Kraft in der Richtung SV angetrieben; so bewirkt diese, dass

er nach Verlauf der Zeit dt sich nicht in s, sondern in a be-

finden wird. Man wird sich daher denken können, dass er von

s nach a über den kleinen Weg sa , parallel der Richtung der

Kraft, fortgeführt worden sei, obgleich er in der Wirklichkeit,

wegen der beständigen Wirksamkeit der Kraft, von >S nach G

auf einem gleichmässigen Wege gelangt sein wird. Endlich

hat man dann erst diese Kraft SV jener p, welche denselben

ruhenden kleinen Körper antrieb, gleich zu halten, wenn dieser

Weg sa jenem Sa (Figur 11.) gleich ist.

Erläuterung 2.

§. 144. Für Kräfte, weiche auf sich schon bewegende

Körper einwirken, stellen wir daher die Regel sie zu messen

auf, dass wir sie für denjenigen Kräften gleich halten , welche

auf dieselben sich in Ruhe befindenden Körper in derselben

Zeit dieselbe Wirkung hervorbringen würden. Dieses Verfahren

bedarf keines Beweises , weil es sich auf die Erklärung stützt

und es uns noch frei stand, diese aufzustellen. Wenn daher

für eine beliebige Bewegung die kleinen Wege sa (Figur 12,

13 und 14.) gleich sind dem kleinen Wege Sa (Fig. 11.), über

welchen derselbe ruhende kleine Körper in demselben Zeittheil-

chen durch die Kraft p fortgeführt wird ; so nennen wir auch

jene Kräfte* dieser gleich, und zwar kann uns diese mit obiger

Regel übereinstimmende Freiheit um so weniger jemand neh-

men, als diese Benennung auch mit der allgemeinen Redeweise

übereinstimmt. Ferner behaupte ich. nicht, dass dieselben An-

triebe, welche wir in der Welt wahrnehmen, gleiche Wirkungen

auf denselben Körper hervorbringen, wenn dieser ruhet oder

sich bewegt; vielmehr gebe ich durchaus zu, dass derselbe

Körper ganz anders durch einen Fluss fortgetrieben wird, wenn

er sich bewegt oder ruhet. Aber eben dieses Beispiel bestä-

tigt auf vortreffliche Weise unsere Regel, nach welcher wir die

Kräfte messen; indem wir nämlich behaupten, dass derselbe

Körper anders durch einen Fluss angetrieben werde, je nach-

dem er ruhet oder sich bewegt, erkennen wir ungleiche Kräfte
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an und schätzen für einen sich bewegenden Körper die Kraft

genau eben so gross ab, als eine, welche auf den ruhenden

Körper dieselbe Wirkung hervorbringen würde. Hieraus wird

auch* wenn es sich um Körper handelt, welche sich in einem

Flusse bewegen, für jeden Grad der Geschwindigkeit die Kraft

genau bestimmt, welche der Fluss wirklich auf den Körper aus-

übt und sie wird stets eben so gross gesetzt, als diejenige,

welche auf denselben sich in Ruhe befindenden Körper dieselbe

Wirkung hervorbringen würde. Daher gehört^ die in den frühern

Theilen angestellte Eintheilung der Kräfte in absolute und re-

lative eigentlich nicht hierher, da man in jedem Falle und für

jeden Augenblick diejenige Kraft in die Rechnung einführen

muss, welche einen sich bewegenden Körper eben so, wie einen

ruhenden antreibt. Bei der Betrachtung der Kräfte selbst kommt
sehr viel darauf an, zu wissen, ob sie auf sich bewegende Kör-

per eben so wie auf ruhende wirken, oder nicht.

Anmerkung.
§. 145. Was also die Grösse der Kräfte betrifft, welche

kleine sieh bewegende Körper antreiben, so ergibt sich dieselbe

aus der Wirkung oder dem in der Erklärung beschriebenen

kleinen Wege eben so, als wenn die Körperchen ruheten.

Wenn nämlich der kleine in S ruhende Körper durch die Kraft

p in dem Zeittheilchen dt über den kleinen Weg Sa = dco

(Figur 11.) fortgestossen wird; so wird derselbe Körper, im Fall

er sich so bewegte, dass er in der kleinen Zeit dt den Weg
$s -s da (Figur 12, 13 und 14.) durchlaufen würde, als durch

die gleiche Kraft'/? angetrieben betrachtet werden, wenn er jen-

seits des Weges Ss ausserdem über den kleinen Weg sG~dcoa

in der Richtung der Kraft fortgeführt wird. Diese Bewegung
des Körpers wird daher durchaus nichts in der Wirkung der

Kraft verändern. Wenn aber der Weg s(S (Fig. 12, 13 und 14.)

grösser oder kleiner ist, als der kleine Weg >Sti (Figur IL).

so ersehen w7ir, dass der kleine Körper durch eine grössere

oder kleinere Kraft angetrieben wird. W7enn wir demnach die

Wirkungen beliebiger Kräfte auf ruhende Körperchen zu be-

stimmen im Stande sind, so werden wir auch die Wirkungen

aller Kräfte auf sich bewegende Körper bestimmen können,

wenn wir nur in jedem Falle die Kräfte, durch welche sich

bewegende Körperchen angetrieben werden, richtig bestimmen.

Hierbei ist dies stets festzuhalten , dass man einen sich bewe-

genden kleinen Körper als durch eine Kraft = p angetrieben

5
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annehmen muss, wenn die auf ihn hervorgebrachte Wirkung

derjenigen gleich ist, welche diese Kraft auf dasselbe ruhende

Körperchen in derselben Zeit hervorbringen würde. Sehen wir

daher, wie bei einem ruhenden Körperchen der kleine Weg Sa
= dco sich verhalten wird, wenn andere und andere Kräfte, de-

ren Messung in der Statik gelehrt wird, dasselbe antreiben.

Lehrsatz 2.

§. 146. Die kleinen WT
ege, über welche derselbe ruhende

kleine Körper in demselben Zeittheilchen dl durch verschiedene

Kräfte fortgeführt wird , sind den letztern proportional.

B e w e i s.

Gesetzt der kleine Körper werde durch die Kraft ~p im

Zeittheilchen dt über den kleinen Weg dco fortgeführt, so wird

er, wenn zugleich eine andere Kraft= p ihn in derselben Rich-

tung antreibt, durch diese zweite Kraft ebenfalls über einen

kleinen Weg = dco fortgeführt werden; weil diese Wirkung

durch die erster«, welche nur eine kleine Bewegung hervor-

bringt, keine Störung erleiden wird. Der durch eine Kraft 2p
fortgetriebene kleine Körper wird daher in dem Zeittheilehen=

dt über den kleinen Weg == 2dco fortgeführt werden. Wenn
auf ähnliche Weise beliebig viele, p gleiche Kräfte, deren An-

zahl = n sei, zugleich nach derselben Richtung auf denselben

ruhenden kleinen Körper während des Zeittheilchen dt wirken;

so werden sie ihn über den kleinen Weg= racZeo forttreiben und

dieser ist daher die Wirkung der Kraft = np.

Zusatz 1.

§. 147. Wenn daher von zwei gleichen ruhenden kleinen

Körpern der eine durch eine Kraft =/?, der andere durch eine

Kraft = P angetrieben wird und dieselben während des Zeit,

theilchens dt respective die kleinen Wege dco und dSl zurück-

legen, so haben wir dco : d£l =p : P.

Zusatz 2.

§. ]48. Es sind daher diese in demselben Zeittheilchen

hervorgebrachten Wirkungen den Kräften proportional, wobei

wir dasselbe Maass der Kräfte angenommen haben, welches in

der Statik gelehrt wird.

Anmerkung J.

§. 149. Die Grundlage dieses Beweises besteht darin, dass



der Bewegung oder den Kräften. 67

ich die Kräfte nur als während einer unendlich kleinen Zeit

wirkend annehme, so dass im kleinen Körper auch nur eine un-

endlich kleine Bewegung, welche man für Null halten kann,

erzeugt wird. Da es sich nämlich ereignen kann, dass derselbe

Anstoss, welcher bei einem ruhenden kleinen Körper die Kraft

= p zeigt, bei dem sich bewegenden eine andere Kraft

zeige, so findet diese Ausnahme in unserm Lehrsatze nicht

statt. Denn wenn wir uns auch mehrere p gleiche Kräfte

gleichsam nach einander auf den kleinen Körper wirkend den-

ken, so werden sie einzeln in ihm dieselbe Wirkung hervorbrin-

gen, als ob er ruhete und es wird die unendlich kleine Bewe-
gung nicht das Geringste in ihrer Wirksamkeit verändern.

Diese Aufeinanderfolge, welche wir nur in Gedanken zugelassen

haben, muss aber ganz beseitigt werden, so dass wir die ganze

Kraft nur während des kleinen Zeittheilchens dt als wirksam

annehmen.

Anmerkung 2.

§. 150. Stellt man die Frage, warum die bestimmte Kraft

p auf den gegebenen kleinen Körper während des Zeittheil-

chens dt die bestimmte Wirkung dm hervosbringt; so liegt der

Grund hiervon darin, dass in dem Körper eine gewisse be-

stimmte Fähigkeit, in Ruhe zu verharren, d. h. seine Trägheit

sich befindet. Eine solche Fähigkeit, in Ruhe zu verharren,

können wir uns aber nicht ohne ein gewisses Widerstreben

denken, welches der Erzeugung der Bewegung entgegenwirkt

und je grösser oder kleiner dasselbe ist, desto schwerer oder

leichter wird der Wirksamkeit der Kraft Folge geleistet werden.

Da nun diese Fähigkeit mit der Trägheit übereinstimmt, so

sieht man ein, dass man die letztere zu den Grössen zu zählen

habe, so dass die Trägheit verschiedener kleiner Körper nach

Verhältniss ihrer Grösse verschieden sein kann. Da wir diese

Verschiedenheit bis jetzt noch nicht betrachtet hatten, so haben
wir nur die Wirkungen der Kräfte auf denselben oder gleiche

kleine Körper, welche nämlich gleiche Trägheit besitzen, er-

forscht. Nun werden wir zu verschiedenen Körpern übergehen,

zur Messung der Trägheit geführt werden und dann einsehen,

wie in dem einen Körper eine grössere, in dem andern eine'

kleinere Trägheit stattfinden könne.

Lehrsatz 3.

§. 151. Wenn gleiche Kräfte ungleiche ruhende kleine
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Körper antreiben, so sind die in demselben Zeittheilchen her-

vorgebrachten Wirkungen der Trägheit der Körper umgekehrt

proportional.
Beweis.

(Figur 15.) Denken wir uns einen ruhenden kleinen Kör-

per A, welcher durch eine Kraft = p im Zeittheilchen dt über

den kleitfen Weg Au = da fortgeführt wird, alsdann wird ein

anderer, jenem gleicher kleiner Körper B, durch die gleiche

Kraft p und nach derselben Richtung angetrieben , in dem-

selben Zeittheilchen dt über einen gleichen kleinen Weg Bß
= dco fortgeführt werden. Diese zwei kleinen Körper mögen

nun in Einen zusammenwachsen , welcher letztere also durch

eine Kraft = "2p im Zeittheilchen dt über den kleinen Weg flco

fortgetrieben werden wird; so wird eine doppelte Kraft 2p im

doppelten kleinen Körper 2A dieselbe Wirkung hervorbringen,

als die einfache Kraft p in dem einfachen Körper A. Wenn
daher n kleine und A gleiche Körper zusammenwachsen, so

dass daraus Ein kleiner Körper = nA hervorgeht und dieser,

durch eine Kraft = np angetrieben wird; so ersieht man aus

dem Vorhergehenden, dass dieser im Zeittheilchen dt über

den kleineu Weg dco fortgeführt werden wird. Da aber die

Kraft np den Körper nA im Zeittheilchen dt über den kleinen

Weg dco forttreibt, so wird, nach dem vorhergehenden Lehr-

satze, derselbe Körper nA durch eine Kraft p im Zeittheilchen

dt über den kleinen Weg -— fortgetrieben werden. Auf ähn-

liche Weise wird der, durch die Kraft p angetriebene, kleine

Körper mA im Zeittheilchen dt über den kleinen Weg — fort-

geführt werden. Hieraus ergibt sich, dass die kleinen Wege,

durch welche wir die Wirkungen der Kräfte messen, d. h.

— und — sich umgekehrt verhalten, wie die kleinen Körper

nA und mA oder wie ihre Trägheiten.

Erläuterung.

§. 152. Da der kleine Körper A eine bestimmte Trägheit

hat, durch welche die Wirkung der ihn antreibenden Kraft be-

stimmt wird, so werden zwei derartige einander gleiche kleine

Körper, welche in Einen zusammenwachsen, einen kleinen

Körper darstellen, welcher die doppelte, drei einen Körper,
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welcher die dreifache Trägheit besitzt u. s. w. f. Umgekehrt

wird man denjenigen kleinen Körper als mit der doppelten

Trägheit begabt anzusehen, haben, zu dessen Forttreibung über

einen gegebenen kleinen Weg und in einer gegebenen kleinen

Zeit die doppelte Kraft erforderlich ist. Hieraus erhellt, wie

man die Trägheit zu einer Art von Grössen zählen und wie

sie in dem einen Körper grösser, in dem andern kleiner sein

kann. Alle kleinen Körper nämlich, welche durch gleiche Kräfte

in demselben Zeittheilchen über gleiche Wege fortgeführt wer-

den, schätzt man in Beziehung auf ihre Trägheit als einander

gleich und es können aus der Verbindung derartiger kleiner

Körper beliebig viele Körper entspringen, deren Trägheiten ein

beliebiges Verhältniss zu einander haben. Die Grösse der

Trägheit ist daher bei der Bestimmung der aus Kräften her-

vorgehenden Wirkung von der grössten Wichtigkeit und muss

desshalb in der Mechanik eifrigst erwogen werden. Da dieselbe

nun in dieser Wissenschaft unter besondern Benennungen auf-

geführt zu werden pflegt, ist es angemessen, sie durch eine be-

sondere Erklärung zu erläutern.

Erklärung 15.

§. 153. Die Masse eines Körpers oder die Menge sei-

ner Materie nennt man die Grösse der Trägheit, welche sich

in dem Körper befindet und vermöge welcher er das Bestreben

hat, sowohl in seinein Zustande zu verharren, als auch jeder

Veränderung zu widerstehen.

Zusatz 1.

§. 154. Die Masse oder die Menge der Materie der Kör-

per muss daher nicht nach ihrem Umfange, sondern nach der

Grösse ihrer Trägheit, vermöge welcher sie in ihrem Zustande

zu verharren streben und jeder Aenderung entgegenkämpfen,

abgesehätzt werden.

Zusatz 2.

§. 155. Nach der Trägheit wird daher die Menge der Ma-

terie beurtheilt und man schätzt nicht denjenigen Körper als

mehr Materie enthaltend, welcher einen grössern Raum ein-

nimmt, sondern zu dessen Fortbewegung auf gegebene Weise

eine grössere Kraft erforderlich ist

Zusatz 3.

§. 156. Der vorhergehende Lehrsatz kommt demnach dar-
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auf hinaus, dass, wenn zwei ruhende Körper, deren Massen A
und ß sind, durch gleiche Kräfte angetrieben werden, die

kleinen Wege, über welche sie in demselben Zeittheilchen

fortgeführt werden, sich umgekehrt wie die Massen verhalten.

Anmerkung.

§. 157. Die Betrachtung der Bewegung hat uns zur Kennt-

niss mehrerer ausgezeichneten Eigenschaften der Körper ge-

führt, von welchen die erste ihre Trägheit ist, vermöge welcher

sie in demselben absoluten Zustande der Ruhe oder der gleich-

förmigen geradlinigen Bewegung zu beharren streben. Zuerst

haben wir nur die Trägheit im allgemeinen kennen gelernt,

jetzt aber sehen wir auch vollständig ein, dass sie eine

Grösse und der Ausmessung fähig ist und hierdurch wird das-

jenige deutlich bezeichnet, was man im gemeinen Leben zu

unbestimmt durch die Benennung der Masse oder der Menge
der Materie auszudrücken pflegt; hiervon haben wir also nun,

wie es scheint, einen bestimmten Begriff erlangt. In den Kör-

pern befindet sich daher ausser ihrer Ausdehnung etwas, was

gleichsam ihr Wesen ausmacht, nämlich ihre Trägheit oder

Materie, welche noth wendig mit der Festigkeit oder der Un-

durchdririglichkeit verbunden zu sein scheint, man sieht nämlich

auf keine Weise ein, was ausser der Materie undurchdringlich

sein könne. Ferner kann man sich keine Materie ohne Aus-

dehnung vorstellen, indessen bleibt es noch zweifelhaft, ob die-

selbe so nothwendig mit dem Umfange verbunden sei, dass Kör-

per von derselben Last auch eine gleiche Masse oder Menge der

Materie enthalten. Kein Grund spricht nämlich für eine derartige

Gleichheit und wenn wir die Erfahrung zu Rathe ziehen, so

finden wir, dass bei Körpern von gleichem Umfange in dem
einen mehr, in dem andern weniger Materie enthalten ist.

Obgleich man nämlich einzuwerfen pflegt, dass entweder nicht

das ganze Volumen von Materie erfüllt sei, oder dass die in

den Poren enthaltene Materie nicht zum Körper gehöre; so

wird hierdurch doch keineswegs bewiesen, dass alle gleich

grossen Theilchen der Körper auch gleiche Trägheit besitzen.

Plese besonders schwierige Frage gehört aber nicht hierher,

wenn es auch wahrscheinlich ist, dass wenigstens Materien

von einer zweifachen Art in der Welt existiren und zwar ist

in der einen bei gleichem Volumen die Masse viel grösser als

in der andern.
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Lehrsatz 4.

§. 158. Wenn kleine Körper , welche in Bezug auf ihre

Masse ungleich sind, sieh in Ruhe befinden und einzeln durch

beliebige Kräfte angetrieben werden, so stehen die kleinen

Wege, über welche sie in demselben Zeittheilchen fortgetrieben

werden, in einem Verhältniss, welches aus dem directen der

Kräfte und dem indirecten der Massen zusammengesetzt ist.

Beweis.

Es werde der ruhende kleine Körper, dessen Masse = A
ist, durch die Kraft p angetrieben und im Zeittheichen dt über

den kleinen Weg deo fortgeführt. Würde nun derselbe Körper

A durch eine andere Kraft q angetrieben, so hätten wir den

von ihm in demselben Zeittheilchen zurückgelegten kleinen Weg,

nach Lehrsatz 2, = • Wird aber ein anderer ruhender
P

kleiner Körper, dessen Masse = B ist, durch die Kraft q an-

getrieben, so legt derselbe, nach Lehrsatz 3, in demselben

Zeittheilchen den Weg =- —%— zurück. Werden daher die

ruhenden kleinen Körper A und B respective durch die Kräfte

p und q angetrieben, so verhalten sich die von ihnen in dem-

selben Zeittheilchen zurückgelegten kleinen Wege, wie

m
Aqdco . p . qdv.-ß-, d. h. wie j.g.

Zusatz 1.

§. 159. Wenn daher der kleine Weg deo, über welchen ein

kleiner Körper, dessen Masse gleich A ist, durch eine Kraft p
im Zeittheilchen dt fortgetrieben wird, bekannt ist; so erhält

man den kleinen Weg, über welchen ein anderer kleiner Körper,

dessen Masse = B , durch eine Kraft q in demselben Zeittheil-

chen fortgeführt wird, = —75—

•

Zusatz 2.

§. 160. Absolut zu reden, so ist der kleine Weg, über

welchen ein kleiner Körper im Zeittheilchen dt fortgeführt wird,

der Kraft dividirt durch die Masse des Körpers proportional;

diess gilt auch von einem sich bewegenden kleinen Körper,

wenn nur dasjenige gehörig beobachtet wird, woran wir oben

erinnert haben.
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Anmerkung.

§. 161. Wie die Wirkung von Kräften, welche beliebige

kleine Körper antreiben , sowohl von der Grösse der Kräfte,

als auch von der Masse der Körper abhängig ist, wenn näm
lieh die Zeittheilchen einander gleich sind, haben wir so be-

stimmt, dass kein Zweifel an der notwendigen Wahrheit der

hier aufgestellten Regel übrig bleiben kann. Wir haben hier

zwar nur eine Vergleichung angestellt, welche zwischen jenen

kleinen Wegen/ den Kräften und den Massen stattfindet, man
hat aber zu bemerken, dass zwischen derartigen heterogenen

Grössen keine absolute Bestimmung angestellt werden kann.

Wir können ferner nicht anders zu absoluten Maassen gelangen,

als indem wir eine gewisse in der Welt wahrgenommene Wir-

kung als bekannt annehmen und auf sie, gleichsam wie auf die

Einheit, alle übrigen Wirkungen zurückführen; wie dies am be-

quemsten geschehen könne, werden wir in der Folge ausführ-

lich zeigen. Uebrigens erhellt hieraus noch nicht, wie die

Wirkung der Kräfte sich verhalten wird, wenn die Zeittheilchen

ungleich sind, auch darf man hiernach nicht von einem verflos-

senen Zeittheilchen dt zum folgenden fortschreiten, weil der

kleine Körper wegen der in dem erstem empfangenen Bewe-

gung schon in Folge der Trägheit während des folgenden Zeit-

theilchens einen gewissen kleinen Weg zurücklegen würde,

welchem man den, durch die Kraft hervorgebrachten, hinzufügen

müsste. Damit wir hierdurch unsere früheren Bestimmungen nicht

verwirren, haben wir alle Zeittheilchen einander gleich angenom-

men und es kann auch auf die Zeit keine Rücksicht genommen
werden, wenn man nicht die dem Körper schon beigebrachte

Geschwindigkeit in Betracht zieht, deren Erforschung wir in

der folgenden Aufgabe unternehmen werden. Hierdurch wird

umgekehrt dasjenige, was wir bis jetzt ohne Rücksicht auf die

Geschwindigkeit vorgetragen haben, deutlicher gemacht werden,

Aufgabe 9,

§. 162. Ein kleiner Körper bewegt sich mit einer beliebi-

gen Geschwindigkeit und wird zugleich durch eine Kraft in der

Richtung seiner Bewegung angetrieben; man soll die augen-

blickliche, in seiner Bewegung und Geschwindigkeit hervorge-

brachte, Aenderung bestimmen.

Auflösung.

(Figur 16.) Es sei A die Masse des kleinen Körpers, wei-
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eher sich in der Richtung AB mit der Geschwindigkeit v be

wegt, mit welcher er in Folge der Trägheit stets gleichförmig

in gerader Linie fortgehen würde, wenn nicht eine äussere

Kraft ihn antriebe. Hat er nämlich in der Zeit t den Weg
AS — *• beschrieben und geht er hierauf im Zeittheilchen dt

durch den kleinen Weg >Ss = ds fort, so wird seine Geschwin-

de
digkeit in S, -rr— v und da diese constant ist; so hat man,

wenn keine Kraft vorhanden ist,

dds
n

Nun setzen wir aber voraus, dass der kleine Körper, wenn
er aus S heraustritt, durch eine Kraft/? in der Richtung SB
der Bewegung angetrieben werde; offenbar wird alsdann seine

Bewegung nicht mehr gleichförmig, sondern beschleunigt wer-

den und es wird daher -rß nicht mehr = sein, sondern ir-

gend einen positiven Werth haben, weil die antreibende

Kraft die Geschwindigkeit vermehrt und in der Richtung

nichts verändert. Da nun die Formel -jrg jenen kleinen

Weg enthält, über welchen der kleine Körper jenseits

des, vermöge der ihm beigebrachten Bewegung beschriebe-

nen, Weges fortgeführt wird; so wird dieselbe direct der

antreibenden Kraft p und indirect der Masse A, oder es

dds d
wird -jß proportional sein ^p Eine absolute Gleichheit köu-

nen wir nur dann zwischen ihnen aufstellen, wenn alle Grössen

auf bestimmte Einheiten zurückgeführt werden; wir können

daher jetzt nur die unbestimmte Gleichung

dds Ip

~di?~~Z
aufstellen, wo l eine Zahl bezeichnet, welche durch unten auf-

zustellende Einheiten bestimmt werden wird. Die Wirkung

der antreibenden Kraft p besteht demnach darin, dass dds =
Kpdt2,

-£-,— wird, wo wir das Element dt als constant angenommen
ds

haben. Da nun die Geschwindigkeit v =; -=-, also dds = dvdt

ist, so erhalten wir dv =
, ?A

wodurch das Increment der Geschwindigkeit bekannt wird,
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welches die Kraft p während des Zeittheilchens dt im kleinen

Körper A hervorbringt; wenn nämlich die Richtung der Kraft

mit der der Bewegung übereinstimmt und diese durch jene be-

schleunigt wird.

Zusatz 1.

§• 163. Die Wirkung der antreibenden Kraft p auf einen

kleinen Körper, dessen Masse = A ist und welcher sich nach

derselben Richtung mit der Geschwindigkeit v bewegt, mit der

er in dem Zeittheilchen dt einen kleinen Weg ds zurücklegen

würde, besteht demnach darin, dass --tjk = ~~r oder dv = ~r~
ist, wo man dt als constant annimmt.

Zusatz 2.

§• 164. Ist umgekehrt die Beschleunigung der Bewegung

bekannt, welche entweder -rß oder ~tj ist, so kann man die

Kraft angeben, durch welche jene erzeugt wird. Es ist näm~

.. . ., XT o. ' A dils A dv
lieh diese Kraft p = y ._ = T .

_
und zwar muss man diese als nach der Richtung der Bewe-

gung wirkend annehmen.

Zusatz 3.

§. 165. Ist aber die Richtung der antreibenden Kraft der

Richtung der Bewegung entgegengesetzt, so wird diese durch

jene eben so stark verzögert werden ; wir erhalten nämlich

dds lp , dv Ip
-Tzr= t oder -j-.= ~r .

dt2, A dt A
Man kann nämlich die Kraft, in Beziehung auf den vorliegenden

Fall, als negativ ansehen.

Erläuterung.

§. 166. Wir haben hier dds = -*-?— gefunden und mau

muss daher annehmen, dass der kleine Körper im Zeittheilchen

dt den kleinen Weg ds + dds durchlaufe, während er vermöge

der ihm inwohnenden Bewegung nur den kleinen Weg ds zu-

rücklegen würde. Es scheint daher dds derjenige kleine Weg
zu sein, welchen er jenseits des, vermöge der ihm inwohnen-

den Bewegung zurükgelegten, Weges in Folge der antreibenden

Kraft durchläuft; so dass -~jp der kleine Weg deo sein würde,
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über welchen ein ruhender kleiner Körper A, nach unserer An-
nahme, durch die Kraft p im Zeittheilchen dt fortgetrieben

wird. Man muss aber bemerken, dass hier dds den Ueber-

schuss des im Zeittheilchen dt durchlaufenen kleinen Weges
über den, im vorhergehenden Zeittheilchen dt durchlaufenen,

Weg ausdrückt, wenn dieselbe Kraft p sich in Wirksamkeit be-

findet. Wenn daher der im gegenwärtigen Zeittheilchen dt

durchlaufene kleine Weg= £?s-t- da ist, wo ds den vermöge
der inwohnenden Bewegung beschriebenen und dco den durch

die Kraft p hinzugefügten kleinen Weg bezeichnet; so wird er

im vorhergehenden Zeittheilchen dt, vorausgesetzt dass dieselbe

Kraft ihn antrieb, nur den kleinen Weg ds— dco zurückgelegt

haben, nämlich einen kleinern, als wenn er gar keine Einwir-

kung erlitten hatte. Da nun dds den Unterschied der beiden

kleinen Wege ds + dco und ds— dco ausdrückt, so haben wir

dds— 2doo, also dco = \dds = ^ * - 5

es ist daher der kleine Weg dco, über welchen der ruhende

kleine Körper durch die Kraft;? im Zeittheilchen dt fortgetrieben

wird, halb so gross als unser dds. In der Auflösung habe ich

das letztere zwar nicht gleich, sondern nur proportional angenom-

men, indessen ist hieraus abzunehmen, dass es jener nicht an Kraft

fehlen werde. Es wird jedoch der Mühe werth sein, das hier

Gesagte noch auf andere Weise darzuthun.

Aufgabe 10.

§. 167. Es ist die Beschleunigung gegeben, welche einem

sich bewegenden kleinen Körper A durch eine gegebene, nach

der Richtung der Bewegung wirkende, Kraft p im Zeittheilchen

dt beigebracht wird ; man soll den kleinen Weg dco bestimmen,

welchen derselbe, aber ruhende und durch dieselbe Kraft an-

getriebene, Körper A in derselben Zeit dt zurücklegen würde.

Auflösung.

Da die Beschleunigung gegeben ist, so haben wir nach
Ipdt*

dem Ob\gen*dds = —-j— > wo das Element dt als constant an-

genommen worden ist. Denken wir uns nun , dass die antrei-

bende Kraft p dieselbe bleibe, mag der kleine Körper sich ge-

schwinder oder langsamer bewegen, so dass wir die Grösse p
als eine constante ansehen können ; oder bestimmen wir viel-

mehr hierdurch die Bewegung während einer Zeit t, die jedoch
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selbst noch unendlich klein sei, so dass kein Zweifel übrig

bleibt, dass die Kraft/? unterdessen einen constanten Werth bei-

. . i r^ . dds Ipdt .
,

behalte. Da wir nun -^ = —7— haben, so wird durch Inte-

gration ~T7 = C + -4- oder ds= Cdft + ~ä~

und wenn wir aufs neue integriren,

Dies ist der in der Zeit t zurückgelegte Weg, und zwar

bezeichnet Ct den Weg, welchen der kleine Körper A vermöge

der ihm inwohnenden Bewegung durchlaufen haben würde,

wenn keine Kraft ihn angetrieben hätte; der Theil -£-t ist

aber die, durch die Wirksamkeit der Kraft ausserdem hinzuge-

fügte, Vermehrung desselben. Setzen wir nun die ganze Zeit

t unendlich klein und schreiben dt statt t , so wird ~^rr~ den

kleinen Weg dco ausdrücken, über welchen der kleine Körper

A jenseits des, vermöge der ihm inwohnenden Bewegung durch-

laufenen , Weges durch die Kraft p im Zeittheilchen dt fortge-

trieben werden würde. Demselben ist aber derjenige kleine

Weg dco gleich, über welchen der ruhende kleine Körper A
in demselben Zeittheilchen dt durch die gleiche Kraft p fort-

getrieben werden würde; wir haben daher

dco = ~
zy a °der dco =s idds,

wie wir schon angegeben haben.

Zusatz 1.

§. 168. Der kleine Weg, über welchen ein ruhender Kör=

per A im unendlich kleinen Zeittheilchen dt durch eine Kraft

p getrieben wird , ist ein Differential zweiten Grades oder un-

endlich viel mal kleiner als der Weg, welchen er mit irgend

einer endlichen Geschwindigkeit in demselben Zeittheilchen be-

schreiben würde.

Zusatz 2.

§. 169. Dieser kleine Weg dco = -^ , ist ferner gleich

der Hälfte des zweiten Differentials dds, welches während des-

selben Zeittheilchens dt, durch dieselbe Kraft p und bei dem-
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selben beliebig sich bewegenden kleinen Körper A hervorge-

bracht wird.

Zusatz 3.

§. 170. Wir erfahren hieraus, dass der kleine Weg dco,

welchen wir oben als der antreibenden Kraft p direct und der

Masse A indirect proportional dargestellt haben, ausserdem im

doppelten Verhaltniss des Zeittheilchens dt steht

Anmerkun g«

§. 171. Mittelst des Bisherigen sind wir im Stande, die

Wirkungen der Kräfte auf beliebig sich bewegende kleine Kör-

per zu bestimmen, wenn nur die Richtung der antreibenden

Kraft mit der Richtung der Bewegung übereinstimmt oder ihr

entgegengesetzt ist. Es bleibt noch übrig zu untersuchen, wie

dieselben sich verhalten werden, wenn die Richtung der Kraft

gegen die Richtung der Bewegung geneigt ist, welche Unter-

suchung sich sehr leicht anstellen lässt, indem man die Bewe-

gung des Körpers, den oben vorgetragenen Vorschriften ent-

sprechend , nach zwei oder drei festen Richtungen zerlegt. Ist

diese Zerlegung auch nur eine ideale, so wird sie, wie sie mit

der Wahrheit übereinstimmt, auch mit dem glücklichsten Er-

folge der Wirksamkeit der Kräfte angepasst und es wird auf

diese Weise die ganze Arbeit mittelst derselben Formel ausge-

führt. Obgleich nämlich durch schief wirkende Kräfte nicht nur

die Geschwindigkeit des kleinen Körpers, sondern auch seine

Richtung verändert wird , so ist diese letzte Aenderung doch

zugleich in der Aenderung der Seitenbewegungen enthalten, so

dass man durchaus keiner besondern Formeln für die Ablenkung

der Richtung bedarf. Wie man in diesen Fällen die Rechnung

anzustellen habe, wollen wir nun zeigen.

Aufgabe 11.

§. 172. (Fig. 17.) Ein kleiner Körper bewegt sich mit einer ge-

gebenen Geschwindigkeit in der Richtung Ss und wird durch eine

gewisse Kraft in der Richtung Sp angetrieben; man soll die, im

gegebenen Zeittheilchen dt auf die Bewegung des Körpers her-

vorgebrachte, Wirkung der Kraft bestimmen.

Auflösung.

Es sei A die Masse des kleinen Körpers, welcher vermöge

der ihm inwohnenden Bewegung im Zeittheilchen dt den klei-

nen Weg Ss = ds zurücklegen würde, seine Geschwindigkeit
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in S würde daher = -j: sein. Er «erde aber inzwischen nach

der Richtung Sp durch eine Kraft p angetrieben, alsdann be-

steht die Wirkung der letztem darin, dass der Körper sich

nach Verlaut des Zeittheilchens dt nicht in s, sondern in 6 be-

finden wird, dass er also ausserdem über den kleinen, der

Xpdt2,

Richtung der Kraft Sp parallelen, Weg sG = dco = -^J"
fort"

geführt ist. Um diese Wirkung bequemer zu bestimmen, zer-

lege man die Bewegung längs je zwei beliebiger Richtungen

Sp und Sq, von welchen die erstere mit der Richtung der

Kraft übereinstimmt. Wäre daher diese nicht vorhanden, so

würde der kleine Körper in der Richtung Sp den kleinen Weg
Sp = dx und in der Richtung Sq den kleinen Weg Sq = dy

beschreiben, wo das Parallelogramm Spsq vollendet ist. Da er

aber, wenn die Kraft p hinzutritt, nach Verlauf des Zeittheil-

chens dt sich in tf befindet, wo c% # sp gezogen ist; so wird

die Bewegung dieselbe sein, als ob er in der Richtung Sp den

den Weg Sit = dx + da

und in der Richtung Sq wie vorher den Weg Sq— dy beschrie-

ben hätte. Die Kraft p wirkt also nur auf die Seitenbewegung

in der Richtung Sp, nach welcher die Kraft p selbst gerichtet

ist und da die andere Seitenbewegung längs $«y unverändert bleibt;

so wird die Bewegung längs -Sp so beschleunigt, dass wir haben

ddx = 2d(x) = —4— •

Wenn man daher die Bewegung längs je zwei oder je drei

Richtungen zerlegt, von denen die eine mit der Richtung der

Kraft Sp übereinstimmt, so wird diese allein eben so durch die

Kraft afficirt, als wenn der kleine Körper sich in Wirklichkeit

nach dieser Richtung bewegte und es werden die übrigen Sei-

tenbewegungen durchaus keine Einwirkung von dieser Kraft

erleiden.
Zusatz J.

§. 173. So wie daher, nachdem diese Zerlegung der Be-

wegung angestellt ist, wenn keine antreibende Kraft da wäre,

ddx „ , ddy

sein würde; wird, wenn die längs Sp antreibende Kraft hinzutritt,

ddx Xp . , ddy A—
7-tt = -x sein, aber -7^- = bleiben.
dt2 A .

dt2
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Zusatz. 2.

§. 174. Auf ähnliche Weise wird, wenn man die Bewegung

längs Ss in je drei Seitenbewegungen zerlegt und die auf diese

Weise im Zeittheilehen dt beschriebenen Elemente da;, dy und

dz sind, von denen das erste dx in der Richtung der antrei-

benden Kraftp angenommen ist, die Bewegung in den drei Formeln

ddx lp ddy A ,
ddz A

enthalten sein.

Zusatz 3.

§.175. Wird der kleine Körper A zugleich durch die drei

Kräfte p, q und r längs jener drei Richtungen, in welchen die

Elemente dx, dy und dz angenommen werden, angetrieben; so

so sehliesst man aus dem Vorhergehenden, dass die Bewe-

gung des Körpers durch die drei Formeln

ddx lp ddy Iq , ddz Ir

~dP~~~A> ~dP
»— X un

dt*
—3*

bestimmt werden wird.

Anmerkung 1.

§. 176. Ist die Bewegung des kleinen Körpers nach der obigen

Weise längs je drei beliebiger festen Richtungen zerlegt und

wird derselbe durch beliebige Kräfte angetrieben, so kann man
die Störung der Bewegung leicht durch derartige Formeln be-

stimmen. Man zerlege nämlich alle antreibenden Kräfte längs

derselben drei Richtungen, woraus die Kräfte p, q und r her-

vorgehen werden. Die erste p wirke längs der Richtung OA,
in welcher man das Element dxs (Figur 4.) die zweite q längs

OB, in welcher man dy und die dritter längs OC, in welcher

man das Element dz annimmt und es mögen die einzelnen

Kräfte dahin streben, die Bewegungen länys dieser Richtungen

zu beschleunigen. Auf diese Weise wird die Bewegung so ge-

stört werden, dass, wenn man das Element dt der Zeit constant

setzt, wir haben werden:

f
ddx __ lp

. T1
ddy __ lg

. ||f
ddz Ir

Hierbei hat man zu bemerken, dass, wenn eine dieser

Kräfte nach der entgegengesetzten Seite hin wirkt, dieselbe

negativ genommen werden muss, damit die ihr entsprechende

Seitenbewegung verzögert werde. Ferner kann in je drei For-

meln dieser Art die Störung aller Bewegungen, auf welche
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Weise auch der kleine Körper durch Kräfte angetrieben werden

mag, eingeschlossen weiden und da sie einander ähnlich sind,

kann man auf diese Weise annehmen, dass die ganze Mechanik

sich auf ein einziges Prineip stütze.

Anmerkung w
2.

§. 177. Dieses einzige Prineip umfasst aber auch selbst

die Grundsätze, welche wir im vorhergehenden Kapitel für die

freie Bewegung oder den Fall, in welchem die antreibenden

Kräfte verschwinden, aufgestellt haben; alsdann geben unsere

Formeln nämlich die gleichförmige geradlinige Bewegung an
#

Die Grundlage der ganzen Mechanik wird daher in diesen

einen Satz eingeschlossen: Wird ein kleiner Körper^
dessen Masse =i ist, durch eine Kraft p ange trie-

ben und legt derselbe nach Zerlegung der Bewe-
gung in der Richtung dieser Kraft, während des
Zeittheilchens dt, den kleinen Weg ds mit der Ge-

schwindigkeit t = v zurück, so wird

dds Ip , -, Ipdt

dfi=A oterdv=:-2~.

Es ist also die, in der Richtung der an treib en -

den Kraft empfangene, Zunahme der Geschwindig-
keit direct dem Product der antreibenden Kraft in

das Zeitth ei leben und indirect der Masse des klei-

nen Körpers proportional.

Nun pflegt die Frage angeregt zu werden, ob dieses einzige

Prineip, worauf man die ganze Mechanik also die ganze Wis-

senschaft der Bewegung aufbaut, nothwendig oder nur genähert

wahr sei. Die Entscheidung derselben durch die bis jetzt auf-

gestellten Beweise erscheint nicht schwierig. Wo nämlich auch

immer die Körper sich befinden mögen, so können sicher keine

andern Gesetze bei ihrer Bewegung stattfinden und alle For-

meln, ausser der —j~> welchen man die Zunahme der Ge-

schwindigkeit proportional setzen wollte, würden offenbare Wi-

dersprüche enthalten. Man darf demnach auf keine Weise

daran zweifeln, dass dieses Prineip zu den nothwendigen Wahr-

heiten gezählt werden müsse. Ferner können wir nicht nur auf der

Erde, wo man seine Wahrheit durch Versuche zu bestätigen im

Stande ist, sondern auch von den Planeten und allen Himmelskör-

pern kühn aussprechen, dass alle Bewegungen, welche auch im-
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merhin dort stattfinden mögen, durch dieses einzige Princip ge-

lenkt und geordnet werden. Diese Frage über die Notwendig-

keit oder Annäherung pflegt man aber nicht in Betreff dieses

Princips, sondern einiger andern Regeln, welche unter dem
Namen der Gesetze der Bewegung aufgeführt werden, anzure-

gen. So weit aber diese Gesetze auf richtige Weise aus un-

serm Princip hervorgehen, muss man sie für gleich nothwendig

halten ; diejenigen Gesetze aber, welche man auf gewisse Arten

von Körpern, wie die elastischen, nicht elastischen und flüssi-

gen beschränkt, werden, wenn man solche Körper als existirend

zugibt, auf gleiche Weise nothwendig wahr sein, wenn man sie

nur auf richtige Weise aus unserm Princip abgeleitet hat.

Anmerkung 3.

§. 178. In den frühern Theiien der Mechanik hatte ich

zwar die Principien dieser Wissenschaft schon so aufgestellt,

dass ihre Wahrheit ausser allen Zweifel gesetzt war; hier er-

schien es aber angemessen, dieselben aus einer genauem Er-

wägung der Natur der Körper abzuleiten und auf ein einziges

Princip zurückzuführen, aus welchem man hierauf alles, was die

Bewegung betrifft, leichter ableiten kann. Obgleich ich ferner

alles, was die Bewegung unendlich kleiner Körper oder gleich-

sam blosser Punkte betrifft, dort bereits ausführlich untersucht

habe, wird es doch angenehm sein, kurz auseinander zu setzen,

wie dasselbe aus einem einzigen Princip hervorgehen wird und
zwar werde ich diese Behandlung so anstellen, dass der

Weg zur Erforschung der Bewegung endlicher Körper mehr
geebnet werde. Da ich nun hier das Verhältniss oder die

Proportionalität zwischen verschiedenen Grössen, welche in den

Begriff der Bewegung eintreten und an sich ungleichartig sind,

bestimmt habe und dieselben nur dann auf absolute Maasse
zurückgeführt werden können, wenn man eine gewisse Bewe-
gung als bekannt annimmt; so ist es hier durchaus nothwendig,

ehe wir weiter gehen, zunächst irgend eine bekannte Bewegung,

wie etwa den Fall schwerer Körper, sorgfältiger zu entwickeln

und hierdurch absolute Maasse aufzustellen, deren wir uns spä-

ter bequem bedienen können. Obgleich die Annahme einer

solchen Bewegung von unserer Willkühr abhängt und diese Be-

wegung auf die Erfahrung zurückgeführt wird, so wird doch

hierdurch der Notwendigkeit unseres Princips nichts entzogen;

da die Willkühr sich nur auf absolute Maasse erstreckt und diese

von bestimmten durchaus beliebigen Einheiten abhängig sind.

. 6



82 Kapitel IV. Von den aus dem Falle schwerer

Kapitel IV.

Von den aus dem Falle schwerer Körper entnommenen

absoluten Maassen.

Erklärung 16.

§. 179. Die Schwere ist diejenige Kraft, durch welche

alle Körper in der Nähe der Oberfläche der Erde abwärts ge-

trieben werden; die Kraft, welche einen beliebigen Körper in

Folge der Schwere nach unten zu antreibt, wird sein Gewicht
genannt*

Zusatz 1.

§. 180. Die Schwere ist eine äussere Ursache, welche die

irdischen Körper abwärts treibt, man darf sie daher den Kör-

pern nicht als eine gewisse Eigenschaft beilegen.

Zusatz 2.

§. 181. Ein in der Nähe der Erdoberfläche losgelassener

Körper wird daher > wenn er sich auch in Ruhe befindet, zur

Bewegung nach unten angetrieben und so lange sinken , bis er

auf Gegenstände trifft > welche das weitere Sinken verhindern.

Zusatz 3,

§. 182. So lange das Sinken verhindert ist, mag nun der

Körper auf einem unbeweglichen Gegenstande liegen oder auf-

gehängt sein, zeigt sich sein Gewicht durch einen Druck.

Erläuterung.

§. 183. Die tägliche Erfahrung zeigt überflüssig, dass alle

Körper, welche unsern Sinnen aufstossen, schwer sind ; erschei-

nen aber einige vielmehr leicht, indem sie nach oben zu steigen

suchen, so ist die Ursache hiervon der Luft zuzuschreiben;
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denn wenn diese fortgenommen ist, sinken die leichtesten Kör-
per eben so geschwind als die schwersten herab. Hier aber

abstrahiren wir von allen Hindernissen, welche sich dem »Sin-

ken der Körper zu widersetzen pflegen* Ruft man ferner die

Versuche zu Hülfe, so lernen wir, dass nach Entfernung aller

Hindernisse der Bewegung erstens alle Körper gleich schnell

herabsinken und zweitens* mögen sie ruhen oder sich bewegen»

durch eine gleiche Kraft abwärts getrieben werden. Diese

zwei Versuche nehme ich daher als bekannt an, wenn sie auch
eine weitere Kenntniss der Bewegung erfordern, da wir uns

hier nur vorgenommen haben, feste Maasse aufzustellen; es

kommt aber zu diesem Ende gar nicht darauf an, woher sie

uns bekannt geworden sind.

Anmerkung.

§. 184. Dass die Schwere eine Kraft sei, welche von aus-

sen her auf die Körper wirkt und sie abwärts treibt, erkennen

auch diejenigen an, welche als ihre Ursache die Anziehung an-

nehmen. Sie behaupten nämlich, dass die Körper nicht durch

einen gewissen eigenen Instinkt gegen die Erde getrieben, son-

dern durch eine anziehende Kraft der Erde angezogen werden.

Sie fassen die Sache so auf, als ob die Erde nach jeder Rieh,

tung Kräfte aussende, Welche die sie umgebenden Körper er-

greifen und gegen die Erde treiben; sie glauben aber nicht, dass

diese Aussendung von Kräften durch Hülfe eines zwischenlie-

genden Mittels erfolge, sondern dass sie auf gleiche Weise

stattfinden müsste, wenn auch alle Materie zwischen der Erde

und den Körpern aufgehoben wäre. Es würde daher die

Schwere eine unmaterielle Kraft sein, welche auf die Körper

wirkte, aber so mit der Erde verbunden wäre, dass sie mit der

Aufhebung der letztern zugleich verschwinden würde ; die Sache

würde sich daher so verhalten, als ob ein gewisser Geist die

Körper abwärts triebe. Wie nämlich sonst eine Kraft sich durch

weite Entfernungen von der Erde, ohne Unterstützung irgend

einer zwischenliegenden Materie, fortpflanzen könne, kann man
auf keine Weise einsehen. Man denke sich etwa zwei Körper

A und B in grosser Entfernung von einander, zwischen denen

durchaus keine Materie existire und es befinde sich in der

Umgebung des Körpers A durchaus nichts, was sich auf B
bezieht; es wird alsdann im erstem nichts verändert werden»

wenn man den zweiten aufhebt. Hiernach scheint eine derar-

6*
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tige Aussendung von Kräften der Vernunft zu widersprechen.

Es ist vielmehr mit der Wahrheit übereinstimmend, dass die

Schwerkraft aus der Wirksamkeit einer lockern und unsern Sin-

nen entgehenden Materie entspringe. Wenn wir auch die

Weise, nach welcher eine solche Kraft hervorgebracht wird5

nicht deutlich darthun können, so würde es doch keinesweges

angemessen sein, zu derartigen verborgenen Eigenschaften seine

Zuflucht zu nehmen. Dass aber in Flüssigkeiten derartige

Kräfte entstehen können, wird in der Hydrodynamik gelehrt.

Wenn aber die Begünstiger der Anziehung sagen, Gott habe

der Erde die anziehende Kraft beigelegt, so behaupten sie

hiermit nichts anderes, als dass Gott unmittelbar die Körper

gegen die Erde antreibe. Wir wollen nun im allgemeinen die

niedersteigende Bewegung eines, durch die Schwere abwärts

getriebenen, kleinen Körpers untersuchen.

Aufgabe 12.

§. 185. . Ein kleiner Körper wird durch eine constante Kraft

beständig abwärts getrieben und fängt seine Bewegung von

der Ruhe an; man soll die zu einer gegebenen Zeit zurückge-

legte Höhe, wie auch die von ihm erlangte Geschwindigkeit

bestimmen.

AuflÖsun g.

(Figur 18.) Es sei A die Masse des kleinen Körpers,

welcher sich zuerst im Punkt A in Ruhe befunden hat und von

da durch die constante Kraft p beständig abwärts getrieben

wird, durch deren Wirkung er, nach Entfernung aller Hinder-

nisse, längs der vertikalen geraden Linie AG herabsteigen

wird. Nach Verlauf der Zeit t sei er nun nach *S gelangt, in-

dem er die Höhe AS = s zurückgelegt hat; nimmt man das

Element der Zeit dt als constant an, so wird seine Bewegung
bestimmt durch die Gleichung

_ _ kpdt2 . dds Xpdt
dds = -£-t— oder —77- = -J—r—

,

A dt A
r . . . ,

ds Ipt _,

deren Integral ist rfT— ~~T + Const.

Es drückt aber -77 die Geschwindigkeit im Punkte S aus

und da diese in A, wo£ = 0, nach der Voraussetzung ver-

schwindet; so ist die durch die Integration eingeführte Con-

stante = 0, so dass wir haben
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ds Ipt

dt ~~A'
Multiplicirt man diese Gleichung mit dt, so wird ds =

Iptdt . _,

. und wenn man aul s neue mtegrirt,

Ipt*
s ~ 2A '

weil für die Zeit £ = 0, die Höhe AS = s verschwinden inuss.

Nach Verlauf der Zeit t ist demnach der kleine Körper A durch

eine Höhe AS = s = -£-r

herabgestiegen und hat in $ die Geschwindigkeit

ds Ipt

dt. — ~A
erlangt.

Zusatz 1.

§. 186. Die beim Fall zurückgelegte Höhe ist daher dem
Quadrate der Zeit, die erlangte Geschwindigkeit aber der Zeit

selbst proportional; in beiden findet das directe Verhältniss der

antreibenden Kraft p und das indirecte der Masse A statt.

Zusatz 2.

ds
§. 187. Die in S erlangte Geschwindigkeit -tt ist so gross,

dass, wenn der Körper sich mit derselben gleichförmig be-

wegte , er in der Zeit t den Weg
tds __ Ipt?

dt — A '

d. h. das doppelte des Weges s~-£-t- zurücklegen würde«

Z u s a t z 3.

§. 188. Da nach der Erfahrung alle Körper, wenn die

Hindernisse entfernt sind, gleich schnell herabsteigen, so muss

nothwendig -4- oder — eine constante Grösse sein. Es hat

daher die Kraft p 9 welche einen jeden Körper abwärts treibt,

oder sein Gewicht ein constantes Verhältniss zu seiner Masse A.

Erläuterung.

§. 189. Wenn von dem Falle schwerer Körper die Rede

ist, bezeichnet der Buchstab p das Gewicht des Körpers, wo-

von wir eine bestimmte Idee haben; da selbst die Gewicht-
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mäasse sehr bekannt sind; der Buchstab A bezeichnet aber

die Masse desselben Körpers, deren an sich dunklerer Begriff

eben dadurch hinreichend klar aufgefasst wird, dass sie dem
Gewichte proportional ist, Ferner haben wir auch eine deutliche

Vorstellung von der Zeit t, da wir ihre Grösse durch ganz be-

stimmte Maasse, wie Secunden, Minuten oder Stunden auszu-

drücken im Stande sind. Die Höhe 5 wird ferner, da sie eine

gerade Linie ist, durch geometrische Maasse bestimmt. Der

Buchstab l aber, durch welchen die Proportionalität ausgedrückt

wird, nimmt an und für sich keinen bestimmten Werth an, son-

dern es muss dieser stets ein anderer werden, so wie man die

übrigen Grössen auf die einen oder die andern Maasse oder

Einheiten bezieht. Sobald wir nun die übrigen Grössen p, A,

f und s durch bestimmte Maasse ausdrücken, nimmt auch l

einen bestimmten Werth an, welcher so beschaffen sein muss,

dass er in einem einzigen Falle die Wahrheit darstelle; alsdann

wird er stets denselben Werth beibehalten, so lange wir uns

nämlich derselben Maasse bedienen. Diesen Werth muss man
aber aus der Erfahrung nehmen, da auch die angenommenen

Maasse sich hierauf stützen. Durch die Erfahrung lernen wir

ferner, wie gross die Höhe ist, aus welcher ein schwerer Kör-

per in einer gegebenen Zeit herabsinkt, wesshalb wir X einen

solchen Werth beilegen müssen, dass unsere für die Höhe ge-

Vpt%
fundene Formel s = -£-r > wenn sie diesem Falle angepasst wird,

eben die durch die Erfahrung gegebene Höhe darstelle.

Anmerkung.

§. 190. Es kommt demnach alles darauf hinaus, dass wir

für alle in unsere Formeln eintretenden Grössen bestimmte

Maasse aufstellen, deren wir uns in der Folge beständig bedie-

nen, wenn wir nämlich die Erscheinungen aller Bewegungen

durch bekannte Maasse ausdrücken wollen. Es sind aber fünf

Arten von Grössen, in denen die Bestimmung einer jeden Be-

wegung enthalten ist:

1) der durchlaufene Weg, welcher eine Linie, also eine geo-

metrische Grösse und dessen Maass daher keinem Zwei-

fel unterworfen ist;

% die Zeit, deren Maass sehr bekannt ist, und die Haupt-

sache besteht darin , eine wie grosse Zeit wir als Ein-

heit annehmen wollen;
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3) die Geschwindigkeit, deren Erkenntniss nicht deutlicher

sein kann, als wenn wir denjenigen Weg anzugeben im

Stande sind, welcher mit derselben Geschwindigkeit in

einer gegebenen Zeit gleichförmig durchlaufen werden

würde;

4) die antreibende Kraft wird man auf bekannte Maasse zu-

rückführen müssen;

5) die Masse bewegter Körper tritt in die Rechnung ein und

wie man ihre Grösse abzuschätzen habe, muss auch fest-

gesetzt werden.

Von diesen fünf Arten von Grössen bietet die erste keine

Schwierigkeit dar, wie man die vier übrigen am passendsten

durch bekannte Maasse in die Rechnung einzuführen und ihnen

angemessen den Werth von l zu bestimmen habe, wollen wir

in den folgenden Hypothesen fesstellen.

Hypothese 1.

§. 191. Die antreibenden Kräfte wollen wir durch
Gewichte, welche ihnen gleich sind, beständig
ausdrücken.

Erläuterung.

§. 192. Diese Weise, die Kräfte durch Gewichte auszu-

drücken, hat keine Schwierigkeit, da nämlich das Gewicht

eines Körpers die Kraft ist, welche ihn abwärts antreibt, so

sind antreibende Kräfte und Gewichte unter sich homogene

Grössen. Welche beliebige Kraft aber auch irgend einen Kör-

per antreiben mag, so wird man sich doch immer einen Kör
per denken können, welcher an der Oberfläche der Erde durch

eine gleiche Kraft abwärts angetrieben werden würde; das Ge-

wicht des letztern wird alsdann das richtige Maass jener Kraft

darstellen. Ist die Rede von einer so grossen Kraft, dass kein

Körper an der Oberfläche der Erde existiren kann, welcher

gleiches Gewicht hätte; so ist es hinreichend zu wissen, wie

vielmal jene Kraft grösser ist, als das Gewicht eines massig

grossen, an der Oberfläche der Erde befindlichen Körpers, in-

dem hierdurch die Grösse jener Kraft eben so sicher bestimmt

werden kann. Da wir nun aber erfahren haben, dass dieselben

Körper in allen Gegenden der Erde nicht durch gleiche Kräfte

abwärts getrieben werden, so muss man eine bestimmte Ge-

gend zu dieser Messung auswählen und dieser müssen dann

die übrigen sogleich zu erklärenden Maasse angepasst werden.

Es kommt hier gar nicht darauf an, welche Gegend wir aus-
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wählen, wenn wir nur die Versuche, worauf die folgenden Maasse
sich stützen, in derselben annehmen.

Hypothese 2.

§. ]93. Die Masse eines jeden Körpers drücken
wir aus durch das Gewicht, welches er haben würde,
wenn er sich in der Nähe der Erde befände.

Erläuterung.

Der Grund dieser Messung beruht darauf, dass die Ge-

wichte der Körper ihren Massen proportional sind, wesshalb

man anzunehmen hat, dass das Gewicht eines jeden Körpers

das richtige Maass seiner Masse darbieten werde. Wenn es

sich aber um die Massen von Körpern handelt, welche sich

ausserhalb der Erde befinden, so wird man sie wenigstens im

Geiste nach der Erde und zwar nach derjenigen Gegend der-

selben, welcher wir die Maasse der Kräfte entnommen haben,

übertragen müssen. Hiernach wird die Masse eines jeden Kör-

pers gemessen durch das Gewicht, weiches er haben würde,

wenn er nach jener Gegend versetzt wäre. Handelte es sich

um Körper, welche wegen ihrer Grösse von der erwähnten Ge-

gend nicht genommen werden könnten , so müsste man sie

theilweise betrachten; es wird daher alsdann hinreichend sein,

das Verhältniss zu kennen, welches die Masse des vorliegenden

Körpers zur Masse irgend eines gegebenen und in dieser Ge-

gend befindlichen Körpers einhält. Auf diese Weise sind die

Kräfte und Massen auf gleichartige Grössen zurückgeführt, da

wir beide durch Gewichte ausdrücken werden. Weil ferner in

nnsern Formeln stets die Kräfte durch die Massen dividirt vor-

kommen, so ist es gleichgültig, welcher Einheit wir uns bei der

Messung der Gewichte, ob Pfunde oder Unzen, bedienen.

Stets wird nämlich der Quotient, welcher aus der Division

irgend einer Kraft durch die Masse hervorgeht, durch eine ab-

solute Zahl ausgedrückt werden. Im Fall der Schwere, wo so

wohl die antreibende Kraft p, als auch die Masse des Körpers

PA durch sein Gewicht ausgedrückt wird, haben wir -~ = 1; da-

her steigt ein schwerer Körper während der Zeit t durch die

Höhe ^ s=\lP
herab und erlangt die Geschwindigkeit

dt — Kt '
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mit welcher gleichförmig fortgehend er in der Zeit t den Weg
U2= 2s durchlaufen würde.

Hypothese 3.

§. 194. Bei der Messung der Zeiten wollen wir

stets die Secunde als Einheit annehmen.

Erläuterung.

§. 195. Dass die Secunde der 60.60 . 24ste Theil des na«

türlichen Tages ist, ist hinreichend bekannt, da man den Tag

in 24 Stunden, die Stunde in 60 Minuten und die Minute in 60

Secunden einzutheilen pflegt. Als Tag nehme ich hier den

mittleren Sonnentag an, in welchem die Sonne, nach mittlerer

Zeit gerechnet, einen Umlauf um die Erde macht. Wenn diese

Zeit etwa nicht für alle Jahrhunderte von derselben Dauer zu

sein scheint, so ist es hinreichend, dieselbe für einen gewissen

gegebenen Zeitpunkt und zwar denjenigen, um welchen man
die Bestimmung der Massen durch die Gewichte der Körper

zu erhalten strebt, zu kennen. Wenn wir daher irgend eine

Zeit durch den Buchstaben t bezeichnen, so ist dieselbe eine

absolute Zahl, welche angibt, wie viel Secunden in jener Zeit

enthalten sind. Dieses Zeitmaass ist aber das bequemste, da

man bei allen Versuchen die Zeiten in Secunden anzugeben

pflegt; auch werden wir auf diese Weise zu häufige Brüche

vermeiden, welche eintreten würden, wenn wir einen grössern

Zeitraum als Einheit annähmen.

Hypothese 4.

§. 196. Die Geschwindigkeit werden wir am be-
quemsten durch den Weg messen, welchen der mit
derselben sich bewegende Körper in den einzelnen
Secunden durchlau fen wird.

Erläuterung.

Wir erkennen die Geschwindigkeit nicht deutlicher, als

wenn wir den Weg anzugeben vermögen, welchen ein mit der-

selben gleichförmig sich bewegender Körper in einer Secunde

zurücklegen wird. Wenn ich etwa sage, eine aus einem Ge-

schütz abgeschossene Kugel habe eine so grosse Geschwindig-

keit, dass sie mit derselben in einer Secunde einen Weg von

1000 Fuss durchlaufen würde; so hat jeder eine gleiche Idee

von dieser Geschwindigkeit. Auf diese Weise werden daher

die Geschwindigkeiten und die durchlaufenen Wege durch
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gleichartige Grössen, nämlich Linien ausgedrückt, und da so

wohl die Zeiten, als auch die Quotienten der Kräfte durch die

Massen durch absolute Zahlen dargestellt werden ; so bleiben

in unsern Formeln nur Grössen von zweierlei Art übrig, näm-

lich geometrische Linien und absolute Zahlen.

Hypothese 5.

§. 197. Es bezeichne in der Folge der Buchstab g
beständig die Höhe, durch welche ein schwerer Kör-
per in Einer Secunde frei herabsteigt.

Erläuterung.

§. 198. Durch Beobachtungen und Versuche, welche zu

diesem Ende mit der grössten Sorgfalt angestellt worden sind,

hat man erfahren, dass ein von der Ruhe an frei herabsteigen-

der Körper in der ersten Secunde eine Höhe von 15% Rhein-

ländischen Füssen zurücklegt, so dass, wenn wir dieses Fuss-

maass anwenden, ^r= 155
/a sein wird. Da man aber die Schwere

nicht überall auf der Erde als dieselbe findet, so ist diese

Grösse keine hinreichend feste. Ich habe desshalb schon oben

daran erinnert, dass man eine bestimmte Gegend auf der Erde

auszuwählen habe, auf welche die durch Gewichte auszu-

drückenden Kräfte und Massen bezogen werden; hat man diese

Gegend aber festgestellt, so bestimme man daselbst durch ge-

naue Versuche die Höhe g, aus welcher ein schwerer Körper

in Einer Secunde frei herabsteigt. Man könnte die Epoche hin-

zufügen, welcher man zugleich das Maass der Secunden ent-

nimmt, wenn man etwa glaubt, dass mit dem Verlaufe der Jahr-

hunderte die Dauer der mittlem Tage sich, ändere. Es ist

aber gleichgültig, welche Gegend man zu diesem Zweck aus-

wählt und wenn man alle bisher erwähnten Maasse auf dieselbe

zurückführt, werden die letzten Schlüsse übereinstimmen müssen.

Hieraus erhellt, dass diese nach unserer Willkühr aufgestellten

Maasse die Principien der Mechanik selbst nichts angehen und

dass nichts Willkührliches dadurch eingeführt wird, indem wir

durch dieselben nur zu Schlüssen gelangen, welche in bekann

ten Maassen ausgedrückt sind.

Lehrsatz 5.

§. 199. Wenn wir alle Grössen nach den eben aufgestell-

ten Hypothesen auf Maasse zurückführen, muss man in den

frühern Formeln statt l den Werth 2#, d.h. die doppelte Höhe
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annehmen, aus welcher ein schwerer Korper in Einer Secunde

herabsteigt.

Beweis.

(Figur 18.) Für den Fall schwerer Körper wird nämlich*

wenn wir nach unsern Hypothesen die Kraft p und die Masse

PA ausdrücken, -j == 1 und die Höhe, aus welcher ein Kör-

per in der Zeit t herabsteigt, oder

AS = 5 = £ M*.

Hieraus muss ferner, wenn die Zeit t in Secunden ausgedrückt

und t=. 1 gesetzt wird, für s sich jene Höhe g ergeben, durch

welche ein schwerer Körper nach der Annahme in Einer Se-

cunde herabsteigt; offenbar haben wir daher gz=.\l und es

muss Ä, == 2# gesezt werden. Es wird nun ferner die am Ende
der ersten Secunde erlangte Geschwindigkeit, oder

£ = «=* = %>

Diese Geschwindigkeit ist also so gross, dass der Körper,

wenn er sich mit derselben gleichförmig bewegte, in den ein-

zelnen Secunden einen Weg = 2g durchlaufen würde, ganz wie

die von uns angenommene Weise, die Geschwindigkeit zu mes-

sen, es erfordert.

Zusatz t.

§. 200. Es bezeichnet daher X nicht eine Zahl, sondern

eine Linie, welche mit dem durchlaufenen Wege s gleichartig

P
ist, während die übrigen Grössen t und ~r durch absolute Zah-

len ausgedrückt werden.

Zusatz 2.

§. 201. Wird demnach ein ruhender kleiner Körper, des-

sen Masse = A ist, durch eine Kraft/? angetrieben, so legt

er im Zeittheilchen dt den kleinen Weg
gpdt*

A
zurück, wenn man nämlich beständig die vorgeschriebenen

Maasse anwendet.
Zusatz 3.

§. 202. Wenn aber der kleine Körper A sich bereits be-

wegt und durch eine Kraft p angetrieben wird, so wird nach

Zerlegung der Bewegung die Seitenbewegung, mit welcher er

nach der Richtung der antreibenden Kraft fortgeht und im Zeit
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theilchen dt den kleinen Weg dx zurücklegt, so geändert,

dass wir haben

2qpdP . ddx 2qpdt

Hier ist —tt die Zunahme der Geschwindigkeit in dieser

Richtung.
Zusatz 4.

§. 203. Wenn man ferner hieraus auf die Geschwindig-

keit der Seitenbewegung in dieser Richtung d. h. -77 schliesst,

so wird diese nach unserm angenommenen Maasse so ausge-

drückt werden, dass sie den Weg angibt, welchen der mit die-

ser Geschwindigkeit gleichförmig sich bewegende Körper in

Einer Secunde durchlaufen würde.

Anmerkung.

§. 204. Durch die Anwendung solcher Maasse und Ein-

heiten, wie wir sie beschrieben haben, werden wir, wenn man

2g statt X schreibt, mittelst unserer Formeln sehr leicht alle

Bewegungen auf absolute Maasse zurückführen. Diese Weise

scheint viel bequemer zu sein als diejenige, welche wir vor

diesem angewandt haben, wo wir die Geschwindigkeiten mittelst

der Quadratwurzel aus den Höhen, nach deren Zurücklegung

der schwere Körper eben diese Geschwindigkeiten erlangen

würde, ausgedrückt hatten und zu welchem Ende statt der Ge-

schwindigkeiten die ihnen zukommenden Höhen in die Rech-

nung eingeführt waren. Aus der, der Geschwindigkeit zukom-

menden , Höhe erkennt man aber nicht so leicht die Geschwindig-

keit selbst, sondern man bedarf noch einer gewissen Rechnung,

um sie auf die gewöhnlichen Maasse zurückzuführen. Ferner

erfordert auch das Verhältniss der Zeit eine besondere Rech-

nung, wonach in diese eine gewisse neue Einheit eingeführt

werden muss, damit die Zeit in Secunden ausgedrückt werde.

Diese Weitläufigkeit sowohl in Betreff der Geschwindigkeiten,

als auch der Zeiten werden wir aber durchaus vermeiden, wenn

wir uns der vorgeschriebenen Maasse bedienen; der ganze Un-

terschied besteht ferner darin, dass früher in den allgemeinen

Formeln X den absoluten Bruch | bezeichnete, hier aber für 1

die Linie 2g geschrieben wird. Wenn daher jemand, zur Be-

stimmung irgend einer Bewegung, nach der frühern Weise die
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Rechnung angestellt hat, so wird diese sehr leicht auf unsere

jetzige Weise zurückgeführt und man wird daraus sehr rasch

alle absoluten Maasse erhalten. Hieraus ersieht man ferner

auch leichter die Homogeneität in den Gleichungen, welche die

Bewegung umfassen, da nur die durchlaufenen Wege und der

Buchstab g lineare Grössen und gleichsam von Einer Dimen-

sion sind, und von derselben Art sind die Geschwindigkeiten,

wenn sie etwa in die Rechnung eingeführt werden. Die Zeiten

t hingegen und die Brüche % werden durch absolute Zahlen

ausgedrückt und sind daher als von der Dimension = an-

zusehen.

In der nach der früher angenommenen Weise angestellten

Rechnung wurden so wohl die Geschwindigkeiten, als auch die

Zeiten durch Quadratwurzeln aus linearen Grössen ausgedrückt,

sie konnten also nur als von der Dimension \ angenommen

werden. Indem wir daher diese frühere Weise, zu absoluten

Maassen zu gelangen, verwerfen, nehmen wir diese neue weit

einfachere und leichtere Weise an und werden sie in der Folge

stets beibehalten.
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Kapitel V.

Von der absoluten Bewegung kleiner, durch beliebige Kräfte

angetriebener Körper,

Aufgabe 13.

§. 205. Ein kleiner Körper wird durch Kräfte so angetrie-

ben, dass er seine Bewegung in derselben Ebene ausführt;

man soll sowohl den durchlaufenen Weg, als zu jeder Zeit

seinen Ort und seine Geschwindigkeit bestimmen.

A u f 1 Ö s u n g.

(Figur 19.) Damit die Bewegung in derselben Ebene er-

folge, müssen sowohl die Richtungen der Kräfte, welche den

Körper beständig antreiben, als auch die Richtung der zuerst

beigebrachten Bewegung nothwendig in derselben Ebene liegen

und es werde diese durch das Papier selbst dargestellt. In

derselben nehme man nach Belieben zwei Axen OA und OB,
zur Bequemlichkeit der Rechnung auf einander normal an, es

sei ESF der vom Körper beschriebene Weg, auf welchem er

nach Verlauf der in Secunden ausgedrückten Zeit t zum Punkte

S gelangt sei. Von diesem fälle man auf OA das Perpendikel

SX und es seien alsdann die Coordinaten OX~x und XS =
y 9 so dass, wenn man den durchlaufenen Weg ES~s setzt,

man habe ds = V dx* + dy1
.

Es sei nun die Masse des kleinen Körpers = A 9 dieselbe

würde nämlich sein Gewicht angeben, wenn er sich in der zu

den absoluten Messungen ausgewählten Gegend befände; mag
er nun durch beliebige Kräfte in S angetrieben werden , so

kann man dieselben durch statische Zerlegung auf zwei zurück-

führen, welche längs der den Axen parallelen Richtungen SP
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und SQ wirken. Es sei die Kraft SP=P und die Kraft SQ= Q,

beide in den ihnen gleichen Gewichten gegeben. Unter diesen Vor-

aussetzungen nehmen wir das Zeitelement dt constant an und

denken uns auf gleiche Weise die Bewegung nach den Rich-

tungen SP und SQ zerlegt, alsdann Wird die Bestimmung der

Bewegung in den zwei Formeln

2gPdt* , f
_ 2gQdfi

ddx == -^—j— und ddy = —-j
—

-

enthalten sein. Hier bezeichnet, was stets festzuhalten ist, g
die Höhe, aus welcher ein schwerer Körper in der erwähnten

Gegend der Erde in Einer Secunde herabsteigt. Hieraus ergibt

sich die Geschwindigkeit der Seitenbewegung längs SP

und längs SQ —-JL~-S- jQdt.

Setzt man nun die wahre Geschwindigkeit in Sz=zv 9 so

ds
erhält man, weil v = -tt und ds2 = dx2

* + dy1 ist, hieraus die

Gleichung

dx ddx + dy ddy = ds dds = ~"~j""• {Pdx + Qdy) .

Da nun ferner ds= vdt und dds~dvdt ist, so ergibt sich

vdv =^ (Pdx + Q%) und v2 = ^f[Pdx + Q%]

.

Man setze ferner dy=pdx, so dass ds ~ dx Vi + p 2

wird, alsdann erhält man

7^ . 7 7 %0^2 2gPpdi2
, , ?ddy — pddx + dpdx === -—-j~ == * + dp d#

2^2
/^ FIX 2#^2 ^7> „7,

Da aber ds = ?jd/; = d# Vi + »2 so wird -y- = —r dx v

und so dp = "j-2 (ö«#

—

"dy)>

Der Krümmungshalbmesser der Curve ESF, in so fern

diese gegen OJ concav ist, ist aber

_ dx (1 + p
2
) Vi + p

2
__ ds (1 + //») _~

dp ~ " dp
"~ r?

also dp= ^—
und wir erhalten so die Gleichung:
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*L — 2g(Qdx— Pdy) Pdy-Qdx _ Av*_

r Av2, ds
~~

2«r/r

Zusatz 1.

§. 206. Wenn man daher statt der Zeit t die Geschwin-

digkeit v einführt, so wird die Bewegung ausgedrückt durch

die zwei Gleichungen:

Avdv == 2g (Pdx + Qdy) und Av*ds = 2gr (Pdy— Qdx).

Dieselben sind bequemer zur Anwendung, wenn etwa die Kräfte

P und Q von der Geschwindigkeit des Körpers abhängig sind.

Zusatz 2.

§. 207. Es muss hier bemerkt werden, dass die Formel

Pdx + Qdy A . , ... , Pdy-Qdx
j

- die tangentiale und —^—j die normale Uralt

ausdrückt uud wenn man jene = T, diese =N setzt; so er-

halten wir die Gleichungen

Av dv = 2gTds und Av* = 2gNr

,

welche mit den im frühern Theile aufgestellten übereinstimmen.

Zusatz 3.

§. 208. Hat man aber diese Maasse eingeführt, so besteht

die Wirkung der tangentialen Kraft T darin, dass wir

r
Avdv
2gds

und die Wirkung der normalen Kraft N darin, dass wir

^7 _ Av*

2#r

^ , 7 ,
' d$(l+p*) .

haben. Da aber dy = pdx und r — -. ist, so er-

__ Av2 dp
halten wir N = ~ 2ffds (1+f)'
wenn wir nämlich annehmen, dass die normale Kraft nach der

Axe OA hin gerichtet sei.

B eispiel.

§. 209. Es werde ein kleiner Körper beständig, längs der

Richtung BO , durch eine constante und seinem Gewicht A
gleiche Kraft angetrieben, so dass wir den Fall eines oberhalb

der Erde geworfenen Körpers haben. Es wird also P = 0,

Q = .—
. A und wir erhalten mithin die Gleichungen

ddx = und ddy = - 2gdt2 .
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Gesetzt der kleine Körper sei anfangs in O so fortgeworfen

worden, dass seine Geschwindigkeit=c gewesen und die Rich-

tung mit der horizontal gedachten Linie OA einen Winkel = £

gebildet habe; alsdann wird also anfangs seine Geschwindig-

keit längs OA = ccos£ und längs OB = c sin £ gewesen sein.

Unter diesen Voraussetzungen wird die erste der vorhergehen-

den Gleichungen ergeben
dx
^ = Ccos£

und die zweite 4r = csin£— 2flt>

dx di/
weil für t~ die Formeln -77 und -jj die Anfangsgeschwindig-

keiten ergeben müssen. Wenn man nun diese zwei Gleichun-

gen weiter integrirt, so wird

x = ctcos f und y =2 cts\n£—gt2

oder ~~~4</2/— 4#
2 f2— 4c//£sin£

und so

c*sinp-4W = <2^csiiiÖa = (crfnf— ^gL)*.

Hieraus geht hervor, dass die beschriebene Curve eine

Parabel ist, deren Gleichung

/c2 sin£cos£ V» c2 cos£2 /c2 sin£2 \
(

—

19
—

*; =~t- v-%

—

*)'
c2 cos £

2

deren Parameter = --> deren vertikale Axe vom Punkt

O um den Abstand ^- entfernt ist und deren Schei-

e*
2 sin C

2

telpunkt von OA in der Höhe —^~- liegt. Weil ferner

~ r= Vc2—4c^sin£ + 4#2 *
2 = v 3

so wird die Geschwindigkeit im Punkt £, nämlich

v = Vc2— 4*/?/.

Setzt man endlich # — 0, so findet man die Weite des

„ 7 r e2 sin£cos£
Wurfes = • <

9
Anmerkung*

§. 210. Ich verweile hier nicht bei der Entwickelng an-

derer hierher gehöriger Fragen, da ich diesen ganzen Gegen-

stand schon ausführlich untersucht habe. Man bemerke aber,

dass es sich hier um die absolute und freie Bewegung handelt.

7
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Wenn ich nämlich auch die Bewegung schwerer Körper hieraus

abgeleitet habe und diese, in so fern man sie auf die Erde

bezieht, allerdings eine respective und von der absoluten Be-

wegung sehr abweichende ist, so werden wir doch in der

Folge zeigen , dass man sie als eine absolute ansehen kann.

Da nämlich alle irdischen Körper durch ähnliche Kräfte, wie

die Erde selbst angetrieben werden, so wird hierdurch bewirkt,

dass sie sich in Beziehung auf die Erde eben so bewegen,

als ob diese ruhete und jene nicht da wären; diess werden wir

im folgenden Kapitel deutlich zeigen. Ausserdem hat man die

freie Bewegung so zu verstehen , dass von aussen her nichts

den kleinen Körper verhindere, der Wirksamkeit der Kräfte

Folge zu leisten und man muss diese Bewegung wohl unter-

scheiden von einer gezwungenen, bei welcher ein gleichsam in

einen Kanal eingeschlossener Körper nur längs dieses Kanals

sich bewegen kann; derartige Bewegungen habe ich im zweiten

Theile betrachtet. Hier will ich nur eine einzige Aufgabe in

Betreff eines in derselben Ebene gebildeten Kanales hinzufügen,

wobei ich von aller Reibung abstrahire, damit man leichter

einsehe, auf welche Weise derartige Aufgaben mittelst dieser

neuen Methode aufgelöst und zugleich der Druck des kleinen

Körpers gegen die Seiten der Röhre bestimmt werden kann.

Aufgabe 14.

§. 211. Ein kleiner Körper ist in einen, in derselben Ebene

gebildeten, Kanal eingeschlossen und wird zugleich durch be-

liebige Kräfte angetrieben; man soll seine Bewegung im Kanäle

und den Druck, welchen er gegen diesen ausübt, bestimmen.

Auflösung.

(Figur 19.) Die Figur des Kanals ESF wird also als ge-

geben betrachtet und man beziehe dieselbe, wie vorhin, auf

je zwrei aufeinander normale Axen OA und OB. Wenn näm-

lich nach Verlauf der Zeit t der kleine Körper nach S gekom-

men ist, so sei OX—&, XS = y und ES~s, ferner seien

die auf dieselben Richtungen bezogenen antreibenden Kräfte

SP—P, SQ~Q und die Masse des Körpers = A. In so

fern nun der Kanal die Richtung, welche der kleine Körper

für sich verfolgen würde, verändert, übt er zu diesem Behuf
Kräfte aus, welche zwar unbekannt, aber auf dieselben Rich-

tungen reducirt, nämlich längs SP=X und längs SQ—Y
seien ; von diesen Kräften ist aber bekannt , dass sie die Be-
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wegung des Körpers weder beschleunigen noch verzögern wer-

den. Da nun die Kraft längs SP=P + X und längs SQ =
Q+Y ist, so erhalten wir, wenn wir die Geschwindigkeit in

S~v und den Krümmungshalbmesser == r setzen, nach §. 206.

die folgenden Gleichungen

:

Avdv = 2g [(P -f X) dx+ (Q + F) dy]

und Av*ds=:2gr[(P + X)dy -~(Q + Y)dx]._

Da aber die Kräfte X und F nichts zum Increment dv der

Geschwindigkeit beitragen, so wird

Xdx + Ydy=
und wir erhalten aus der zweiten Gleichung zur Bestimmung
dieser Kräfte

Xdy— Ydx _ Av* Pdy— Qdx
ds 2#r ds

Es wird demnach erstens die Bewegung längs des Kanals

bestimmt durch die Gleichung

Av dv=^2g [Pdx+ Qdy] ,

woraus man die Geschwindigkeit v des kleinen Körpers in

jedem beliebigen Punkte kennen lernt. Zweitens übt der Ka-

nal selbst derartige Kräfte X und F, längs der Richtungen SP
\mä SQ aus, dass wir haben:

Xdx + Ydy n ,
Xdy— Ydx Av* Pdy— Qdx

.-—. 1—-^ ~ und —%±—j = "ö
t

•

ds ds 2gr ds

Wenn man nämlich diese Kräfte auf die Richtung des Ka-

nals &>• und der Normalen SN reducirt, so entspringt in der

ersten Richtung die .Kraft= und in der zweiten eine Kraft

_A& _ Pdy—Qdx
2gr ds

Mit einer eben so grossen Kraft drückt umgekehrt der

kleine Körper gegen den Kanal, nach der entgegengesetzten

Richtung Sn und dieses ist der gesuchte Druck.

Zusatz 1.

§. 212. Wird daher der kleine Körper, während er sich

längs des Kanals bewegt, durch keine äussern Kräfte P und

Q angetrieben, so wird seine Bewegung gleichförmig, weil

Avdv = Q.

Er wird alsdann aber überall normal gegen den Kanal mit

Av1

einer Kraft = -^— drücken, längs der Richtung Sn , welche

die entgegengesetzte Lage des Krümmungshalbmessers hat.

7"



100 Kapitel F, Von der absoluten Bewegung kleiner,

Zusatz 2.

Av*
§. 213. Die Kraft ^

—

, welche gegen den Kanal drückt,

wird die Centrifugalkraft genannt und sie entspringt daraus,

dass der kleine Körper dem Antrieb der Trägheit zuwider auf

einer krummen Linie fortzuschreiten gezwungen wird. Dieselbe

steht im zusammengesetzten directen Verhältniss der Masse A,

des Quadrats der Geschwindigkeit v und dem umgekehrten

Verhältniss des Krümmungshalbmessers r.

Zusatz 3.

§. 214. Wird der kleine Körper ausserdem durch eine tan-

gentiale Kraft T längs Ss und eine normale JS längs SN an-

getrieben, so haben wir

Avdv = 2gTds
und es erleidet der Kanal in der Richtung Sn einen Druck

Av2,

durch die Kraft ^ N .

Igr

Beispiel.

§. 215. (Fig. 20.) Ein kleiner Körper, welcher durch die Schwere

angetrieben wird, ist gezwungen, längs des Kreisbogens OS,
dessen Mittelpunkt ß und Radius OB= b ist, aufzusteigen.

Es sei OB vertikal, OA horizontal, die Geschwindigkeit in O
= €; alsdann wird P=0, Q =

—

'A, r~b und zur Bestim-

mung der Bewegung des Körpers Av dv =.— 2Agdy oder vdv

=— tydy. Wir erhalten daher

v2, = c2— 4gy
und es wird die Geschwindigkeit in einem Punkte D verschwin-

c2

den, wo y=z j— ist. Die Kraft, welche längs SB gegen den

Kanal drückt, wird
A(c2 —~4gy) Adx

2gb ds

Es wird aber, weil x2 -\-{b~ y)
2 =b2 ist, x~ Sf^by—y2

,

(b— y) dif . _ bdy , , ,dx = A/- ' = und ds = "7=—-

—

=-;' demnach der Druck
\ 2by—y2 \2by-y*

längs SB
—^^.jlME A(b— y) __ ZAy Ac2

~"
2gb~*~ b b — -~ A+

b <2gb'

Da derselbe negativ ist, so wird der Druck gegen den Ka~
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Weil ferner v = V~c2— 4gy, so wird das Element der Zeit

oder #=* =— ^L
» V(c»-4W)(26y-S«)

"

, •

, 6,a—

»

2
, l'rfü . ,

und da ?/= , , dy=—-£- ist,

26<fo
ai= _

—-

—

,

Ist die Anfangsgeschwindigkeit c gewissermaassen unend-

lich klein im Vergleich mit 6, so wird, weil v nicht grösser

ats c werden kann,
dv 4 f b

und wenn man integrirt

dt=~-rF^==- .

fy

, V"6
2 = - r—

.

arc. cos l

Ist demnach n die halbe Peripherie des Kreises, dessen

Radius ~ 1, so wird die Zeit der ganzen aufsteigenden Bewe-

gung bis Z>, wo die Geschwindigkeit v = ist,

diese nennt man die halbe Seh wingun gs zeit. Damit nun

die Zeit einer ganzen Schwingung oder-—=: Eine Secunde sei,

müssen wir den Radius

BÖ = b = %
annnehmen; diess ist die Länge eines einfachen Pendels, wel-

ches in jeder Seeunde eine Schwingung macht. Ist nun g =
15' ,625 Rheinländisch , so wird die Länge dieses Pendels

= 3',166287 Rheinländisch.

A n m e r k u n g.

§. 216. Es bedarf nicht der Erinnerung, dass wir hier nur

desshalb einen Kanal angenommen haben, damit die Bewegung

längs einer gegebenen Linie erfolgen müsse; diess kann

aber auf mehrfache Weise, wie durch Pendel, bewirkt

werden und es erschien uns angemessen, einen derartigen Fall

in der vorhergehenden Aufgabe zu entwickeln. Uebrigens habe

ich die hierher gehörigen Aufgaben im zweiten Theile der
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Mechanik ausführlich behandelt , da aber dort zu wünschen

übrig bleiben konnte, dass die Methode, nach welcher man
jetzt die Bewegung der Himmelskörper zu berechnen pflegt und

welche ich erst nachher vorzunehmen angefangen habe, aus-

einandergesetzt Würde; so wird es der Mühe werth sein, die-

selbe hier genauer darzustellen. Sie gehört übrigens zur Auf-

gabe 13 (§. 205.) und ist nur darin verschieden, dass die Be-

wegung nicht durcjj Coordinaten, sondern durch die Abstände

von einem festen Punkte und die um denselben beschriebenen

Winkel bestimmt wird. Soweit diese Bewegung in einer Ebene

erfolgt, werde ich die Vorschriften geben, nach denen man
dieselbe dieser Methode entsprechend zu erforschen hat, nach-

her werde ich dasselbe für eine, nicht in derselben Ebene er-

folgende, Bewegung zeigen.

Aufgabe 15.

§. 217. (Figur 21.) Ein kleiner Körper bewegt sich frei

in einer Ebene und wird in derselben stets durch zwei Kräfte

angetrieben, von denen die eine nach einem gewissen festen

Punkte O gerichtet ist, die andere eine auf jene normale

Richtung hat; man soll für jede Zeit den Abstand des Kör-

pers S vom Punkte O und den Winkel AOS bestimmen.

Auflösung.

Nach Verlauf der Zeit t sei der kleine Körper, dessen

Masse~A ist, von A nach £ gelangt und man setze den Ab-

stand OS=zu und den Winkel AOS = cp. In S werde er

aber angetrieben: erstens durch eine längs SO gerichtete Kraft

= V9 zweitens durch eine längs SV, normal auf OS gerichtete

Kraft = S. Um diesen Fall leichter auf die Aufgabe 13. zu-

rückzuführen, fällen wir von S auf die feste Linie OA das

Perpendikel SX und führen die Coordinaten OX~x und SX
z-zy ein; es wird alsdann

x = u cos cp und y = u sin cp

.

Hierauf reduciren wir die Kräfte V und S auf dieselben

Richtungen SP und SQ und erhalten so

die Kraft SP=:— Vcos cp— Ss'mcp

und - - SQ==— Vshicp + S cos cp;

beide haben wir oben respective P und Q genannt. Wir er-

halten demnach diese zwei Gleichungen:

ddx =— ^j— [ F cos cp -f- S sin <p]
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und ddy = ^-j~- [Fsinqp — $cosqp]>

durch deren Combination wir erhalten

7/ . 2/; VdP
ddx cos 9 -f ddy sin 9= -j

—

'

. 77 ZgSdt*
und cM# sin 9— ddy cos qp= —-,

Aus #= 2icosqp und y= us\i\(p erhalten wir aber

x cos cp-\-y sin cp~u und 3; singe — 2/cosgp =
und wenn wir diese Gleichungen differentiiren,

dx cos cp -f- dy sin qp=& und d^singp— dy cos cp -]- udcp~0
oder ekr sin qp— c% cos qp=— zjd^qp

.

Differentiiren wir aufs neue, so erhalten wir:

ddx cos qp + ^2/ sin qp + wcZqp2= ddu
und .cfc&r sin qp<

—

ddy cos (p -\- du dep~ — dudy>— uddep.

Substituten wir diese Werthe in die obigen Gleichungen,

so erhalten wir zur Bestimmung der Bewegung

:

1, 77 * « 2gVdt* '

I) ddu—udy2 + -^~2— =

II) uddcp + 2du dep ~^—= .

Zusatz 1.

§. 218. Wenn man die zweite Gleichung mit u multiplicirt

und hierauf integrirt, so ergibt sich

u2dq>= j I Sudt,

wobei man zu bemerken hat, dass \tfldcp das Element der

Fläche AOS ausdrückt; es wird daher diese Fläche selbst

=I/VS' Sudt .

Verschwindet demnach die Seitenkraft S, so wird die

Fläche AOS der Zeit £ proportional, wie auch immer die andere,

gegen den Punkt O antreibende, Kraft V beschaffen sein mag.

Zusatz 2.

§. 219. Multiplicirt man die erste Gleichung mit du, die

zweite mit udcp und addirt beide Producte, so erhält man

777 7 , o . o J .7 IgVdPdu
,
<2gSudt*d<p

du ddu+ u du dep1 + u* d(p ddcp =— -j \-
- 3

und wenn man integrirt

du* + m* dy* = ^~-f[Su dep— Vdu\ .
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Hier drückt \Tdu2+ u2 dy>2 das Element des Bogens AS
, du2+ u

;, so dass t?

Punkt aS bezeichnet

du2+ u2 dcp2
aus, so dass tj^ das Quadrat der Geschwindigkeit im

Zusatz 3»

§. 220. Multiplicirt man die zweite Gleichung mit 2m3 dq>,

so findet man, weil dt constant ist, das Integral

u*dcp2^^2

-ßu*dcp

und wir erhalten hieraus mittelst der letzten Gleichung (§. 219.)

u*du* =^p {u2/Stidcp - fSu* dcp - vP/Vdu),

= ^jr VfudufSu dq> - u2JVdu\ .

Hierbei hat man zu bemerken, dass das Element der Zeit

dt sich ausserhalb der Integralzeichen befindet.

Zusatz 4.

§. 221. Hat man *$= 0, welches der Fall der Centripetal-

kräfte ist, so wird
f2 dt

u2 dcp = f2dt und udq> = —— •

Substituirt man diesen Werth in Zusatz 2., so erhalt man

udu
also dt— .— ~j====^.

\c2u2 - f* - igu2/Vdu : A

und dcp
—
uVc2u2-f±— Agu2fVdM:A

Anmerkung.
§. 222. Man pflegt diese Formeln sehr häufig in der Theorie

der Astronomie anzuwenden und mittelst derselben die Länge,

die Anomalie und den Abstand eines, gegen einen bestimmten

Punkt getriebenen, Planeten zu bestimmen. Es ist hier nicht

der Ort, diess weiter zu verfolgen , da es zur Astronomie ge-

hört; es mag hier genügen, die Methode der Behandlung sol-

cher Aufgaben im allgemeinen dargelegt zu haben. Wir gehen

nun zur Betrachtung von Bewegungen über, welche nicht in

derselben Ebene erfolgen.

Aufgabe 16.

§. 223. Ein kleiner Körper bewegt sich frei und wird durch
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beliebige Kräfte angetrieben; man soll seine Bewegung, mit-

telst drei aufeinander normaler Coordinaten, bestimmen»

Auflösung.

(Figur 22.) Es sind die drei wechselseitig auf einander

normalen Axen OA, OB und OC aufgestellt und es bewege

sich ein kleiner Körper, dessen Masse = A ist, auf der Linie

ESF. Nach Verlauf der Zeit t sei er nach S gelangt und man
fälle aus diesem Punkte auf die Ebene AOß das Perpendikel

SY, aus Y auf OA die Normale YÄ, so dass man die drei

auf einander normalen und den Axen parallelen Coordinaten

OA=za 9 XY=zy und YS = z erhält. Der bereits durchlau-

fene Weg ES sei = s, also ds — STdx*\ dy1+ dz2, und die

ds
Geschwindigkeit in S = r. = v% Mag nun der kleine Körper

in £ durch beliebige Kräfte angetrieben werden, so kann man
sie doch auf dieselben drei Richtungen zurückführen. Er werde

demnach durch die drei Kräfte SP=:P, $Q=zQ und SR=zR
angetrieben, deren Wirkungen nach dem Obigen durch die

drei folgenden Gleichungen

VgPdP ,, ZgQdP . 17
Q2gRd&

ddx = ——4— 5 ddy= ~~~l— unc* ('^z ~ ~^Ä—
bestimmt werden, wo man das Element dt als constant ange-

nommen hat. Je nachdem also die Kräfte P> Q und R von

den Coordinaten x, y und z oder auch von der Geschwindig-

ds
keit t. = v abhängig sind, hat man aus der Analysis die Hülfs-

mittel der Autlösung zu entnehmen. Inzwischen wird es ange

messen sein, zu bemerken, dass wegen
ds2,

ds* = dx*+ dy2 + dz* und v* = -~

_ dsdds dxddx -f- dy ddy -f- dzddz
also vdv= -^r- = ^j-2 ,

wir haben werden :

vdv=z-jt (Pdx + Qdy + Rdz) ,

durch welche Gleichung die Beschleunigung des kleinen Kör-

pers bestimmt wird. Um die Curve zu finden , setze man dy

~pdx und dz-—qdx, so dass wir haben

ds = dx VT+^+r/* und v = ~ VT+?>2 F^
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Da nun ddy — pddx + dp dx und ddz=: qddx+ dqdx , so

findet man, indem man statt ddx seinen Werth J
, — substituirt:

dpdx = -^j--(Q-Pp) und dqdx = -~r~ (ß ~Pq)-

Schreibt man nun für dt21 seinen Werth —-——iiL„Z_£J
,

v*
so erhalten wir

(2gdx(l+p2'+qei

)

und cZ9 = -± ^^^ (R~ Pq)

j ^7 D? Av2 dp
oder QAr-/% = ^(\+p^+.g^

und 4^«p& =_^L.
(/'?/ dz

Substituirt man nun statt p und q die Werthe yMmdy-?

so gehen diese zwei Gleichungen über in die folgenden:

/4ü2 (<Lt cZdw — fZ?/ ddx)
Qdx- Pdy= %^a •

,
_. _ __ _ ^4ü2 («&r cZ^z — (Zz tZt^c

und Rdx— Pdz — —7« —

»

2# ds2

und wenn man die eine durch die andere dividirt, endlich

P(dzddy—dy ddz) -f Q(dx ddz—dz ddx)+R(dy ddx—dxddy)z=&,

Zusatz 1.

§. 2*24. Die Geschwindigkeit in jedem Punkte der Curve

wird bestimmt durch die Differentialgleichung

Av dv = 2g(Pdx+ Qdy+ Rdz)

,

Pdx -f- Qdy + Rdz .. . . ., , T7 ..A .

wo _-l— die aus den antreibenden Kratten entsprun-

gene Tangentialkraft bezeichnet.

Zusatz 2.

§. 225. Zur Bestimmung der Curve sind je zwei Gleichun-

gen von den dreien

:

% d$* (Qdx - Pdy) = Av* (dx ddy— dy ddx) = Av2dx* d .^ ,

<2gds*(Pdz— Rdx) = Av*(dzddx-dxddz)^ Ao*dz*d.^

,

di
lg ds* (Rdy— Qdz) = Av* (dy ddz- dz ddy) = A^dif d .^

ausreichend ; indem je zwei von ihnen zugleich die dritte ent-
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halten. Alsdann fällt' aber die Betrachtung des constanten
Differentials fort«

Zusatz 3.

§. 226. Die letzte von der Geschwindigkeit freie Glei-

chung ist, obgleich sie Differentiale zweiten Grades enthält,

doch an das als constant angenommene Differential dt nicht ge-

bunden , indem sie folgendermaasseu dargestellt werden kann

:

Pdz*d . ^f + Qdx*d .^ + Rdy*d • ^=0.

Anmerkun g.

§. 227. Die drei Kräfte P, Q und R, welche nach der

Voraussetzung den kleinen Körper in S antreiben, werden auf

Eine zurückgeführt, welche

ist. Setzen wir diese = V, so bildet ihre Richtung mit den

drei Linien SP> SQ und SR Winkel, deren Cosinus respective

= •**, fr und=--?7- ist. Bildet ferner die Richtung dieser

Kraft V mit der Richtung der Bewegung $s einen Winkel ='a>,

so wird die beschleunigende oder längs Ss antreibende Kraft=
x7 i i j- iu i

Pdx + Qdy + Rdz
Fcosco und da dieselbe auch == j^— ist; erhal-

Pdx + Qdy f Rdz
ten wir cos co= —y-r •>

woraus wir schliessen, dass die normale Kraft = Vswco ist. Die

Lage der letztern wird am bequemsten mittelst der sphärischen

Trigonometrie dargestellt. Man denke sich S (Figur 23.) als

den Mittelpunkt einer Kugel, von wo nach der Oberfläche die

geraden Linien SP, SQ und SR gezogen werden, so dass PQ,

PR und QR Quadranten sind. Die Richtung der Bewegung

gehe durch 5 und die mittlere Richtung der Kräfte durch V;

alsdann erhalten wir

dx „ dii ^ dz
cosPs^-j-, cosQ* = ^, cosifc= s ,

cosPV~ y> cosöF— -y> cosRV=:-y

A r A
Pdx + Qdy + Rdz

und ausserdem fs~co oder cosca=:— y-r

Ist nun der Winkel «bekannt, so nehme man sVN^VO*
an und es wird alsdann die aus dem Mittelpunkt S durch 2V"

gezogene gerade Linie die Richtung der normalen Kraft sein*
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Die Lage des Punktes N wird so durch seine Abstände von

den Punkten P, Q und R bestimmt, dass wir haben

___ P dtf.cbsra Q dy.cos to

COSPN— r
— '

1
—— y COSQN— -77-T-- y '

—

_ R dz. cos co

und cosA /V = -77—

;

7—.— •

Fsinco a«.sin co

Da es also hiernach unendlich viele gerade Linien gibt,

welche auf die Richtung der Bewegung Ss normal sind, so

-wird diejenige unter ihnen bestimmt, längs welcher die normale

Kraft wirkt und welche die Richtung der Bewegung so krümmt,

dass der Krümmungshalbmesser auf die gerade Linie SN fällt,

Av* i- n
Derselbe wird alsdann— -

—

^—. (fr. 207.).
2g F sin co

Vö J

Aufgabe 17.

§.228. Ein kleiner Körper, dessen Masse •=. A ist, be-

wegt sich in einer Röhre oder einem Kanäle und wird durch

keine Kräfte angetrieben ; man soll seine Bewegung und den

Druck bestimmen, weichen er überall gegen die Röhre ausübt.

Auflösung,

(Figur 22.) Es sei ESF die Figur der Röhre, in welcher

der Körper sich bewegt und nach Verlauf der Zeit t äuiü Punkt

S gelangt ist, nachdem er den Weg ES~s zurückgelegt hat.

Der Ort S werde wie vorher auf drei feste, unter sich normale

Axen OA, OB, OC bezogen und man setze die, ihnen paral-

lel gezogenen Ordinalen OX=x, XY=y und YS— z. Da nun

der kleine Körper gezwungen ist, überall die Richtung der Röhre
zu verfolgen , muss diese nothwendig Ki äfte auf ihn ausüben,

welche jedoch so beschaffen sind, dass die Geschwindigkeit

keine Aenderung dadurch erleide. Es wird daher die Geschwin-

de
digkeit constant und man setze sie =-c, wodurch also ~r~c

und s= ct wird. Man beziehe die Kräfte, welche die Röhre
ausübt, auf dieselben drei Axen und es sei SP~ X, SQ~ Y
und SR— Z; alsdann haben wir, weil die Geschwindigkeit
unveränderlich ist, Xdx + Ydy Y Zdz—0.

ds
Da ferner dt — — , so wird statt dt das Element ch con-

stant sein und wir erhalten so die Hauptformeln:

AcWdx—lgXih* , A&dihj—^gYdP und AcMdz= 2gZds\
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wobei ds2 == dx2 + dy2 -J- dz
2 ist. Die ganze Kraft, welche die

Röhre auf den kleinen Körper ausübt, wird demnach

Ac2 Sfddx2 + ddy2 + dih2 _
=-- V*»+ F*+Z* = g^p^ = P,

und ihre Richtung ist gegen die Linien SP, SQ und SR um

Winkel geneigt, deren Cosinus respective

X ddx
^ V~ \rddx2 + ddy2 + ddz2

'

'~-

T~" \fddx2 + dd*ß + ddz2
'

__ Z eT^z

~ 7 ~ Vdefo2 + ddij2 + ddz2

ist. Dieser Kraft ist aber der Druck,fwelehen umgekehrt der

kleine Körper auf die Röhre ausübt, gleich und entgegengesetzt.

Zusatz 1.

§. 229. Setzt man den Krümmungshalbmesser der Curve

im Punkte S= r, so hat man, weil die normale Kraft == V und

die Geschwindigkeit == c ist,

__ Je2 d^2

r - 2g V
~~~

\T~ddx2 + ddy2 + ddz2

wo ds als constant angenommen ist.

Zusatz 2.

§. 230. Die Lage des Krümmungshalbmessers stimmt aber

mit der Richtung der Kraft V überein und bildet daher mit

den geraden Linien SP, SQ und SR Winkel, deren Cosinus

respective
ddx ddy

~~~

\fddx2 +~ddy2 + ddz^'
"~

V~ ddx2 + ddy2 + ddz?

,
ddz

und
Vddx2 + ddy2 + ddz2

ist.

Anmerkung.

§. 231. Wir könnten hier auch die Bewegung untersuchen,

wenn der kleine Körper nicht auf einer gegebenen Linie, son-

dern nur auf einer gegebenen Oberfläche fortzuschreiten gezwun-

gen ist, weil aber dieser Gegenstand im zweiten Theile der

Mechanik bereits ausführlich behandelt worden ist, werde ich

ihn, um nicht zu weitläufig zu sein, hier nicht berühren; be-

sonders auch weil offenbar die ganze Sache darauf hinaus kommt
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dass die Richtung der Kraft , welche die Oberfläche auf den

kleinen Körper ausübt, auf dieser normal stehen muss. Man
bestimme daher mitteist der vorausgesetzten Gleichung der

Oberfläche die Lage der Normalen oder ihre Neigung gegen

die drei Richtungen SP 9 SQ und SR, welche mit der vorhin

bestimmten Lage der Kraft V wird übereinstimmen müssen.

Hieraus erhält man eine neue Gleichung zwischen den Coordi-

naten x, y, z und verbindet man diese mit der ersten, so wird

man den auf der Oberfläche durchlaufenen Weg bestimmen;

dass dieser die kürzeste Linie zwischen seinen Endpunkten sei,

ist von selbst klar.

Ich kehre nun zur freien Bewegung zurück und werde zei-

gen, wie man die nicht in derselben Ebene erfolgenden Bewe-

gungen angemessen durch Winkel zu bestimmen habe, welche

sich auf einen bestimmten festen Punkt beziehen, nämlich auf

die Weise, welche ich oben in Aufgabe 5. (§. 70.) aus einander

gesetzt habe. Da diese Weise in der theoretischen Astrono-

mie von grosstem Nutzen und diese Entwicklung der Bewe-

gung in den vorhergehenden Theilen nicht dargestellt worden

ist, bestimmen wir für sie die folgende Aufgabe.

Aufgabe 18.

§. 232. (Figur 24.) Ein kleiner Körper wird theils nach

einem festen Punkte O hin, theils durch andere beliebige Kräfte

angetrieben; man soll seine Bewegung in Bezug auf diesen

Punkt bestimmen.

A u f 1 ö s u n g.

Man denke sich eine Ebene, nämlich die des Papiers,

welche durch den festen Punkt O geht und auf welche wir die

Bewegung beziehen, nehme in ihr die feste Axe OA an und

es sei nach Verlauf der Zeit t der kleine Körper nach & ge-

langt. Von diesem fällen wir zuerst auf die Ebene das Per-

pendikel SFund von Fauf die gerade Linie OA das Perpendikel

YX, so dass wir die drei rechtwinkligen Coordinaten OX~ x,

XY~y und FS= 2 haben. Da nun der kleine Körper in *S

zuerst durch eine Kraft längs SO angetrieben wird, so zerlege

man dieselbe nach den Richtungen YO und SY; die übrigen

Kräfte aber beziehe man so wohl auf dieselben Richtungen als

auch auf die* in der Ebene des Papiers auf OY normale,

Linie YV. Wir haben daher im ganzen drei Kräfte, die erste

längs YO gerichtete = V* die zweite längs YV= S und die
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dritte längs SR gerichtetem R. Da diese Kräfte bekannt sind,

redueire man sie auf die Richtungen der Coordinaten \\m\ wenn

man daher den Winkel AOY~cp setzt; so erhält man fol-

gende Kräfte:

längs XO die Kraft Vcos cp -f->Ssin <p—— P
YX - - Fsin<p — £coscp~— Q

- SR - - R.

Die Wirkungen derselben werden durch die drei folgenden

Formeln ausgedrückt:

A ddx =— 2#d^2 (Fcos<p-L>Ssin9),

Addy =— 2g dt*(Vsm cp— S cos cp)

und Addz — ZgRdP,
wobei die Masse des kleinen Körpers = A gesetzt ist.

Setzt man ferner den Abstand OY~u, so werden, weil

x = uco&cp und y~ush\cp ist, die zwei ersten Gleichungen

wie oben (§. 2)7) zurückgeführt auf die folgenden:

I. ddti—ud^+ :̂ ~~-^=0

IL u ddcp +%du dcp — - .— = 0.

Setzt man nun den Winkel SOY ~ty , welcher die Breite

des kleinen Körpers genannt wird, während der Winkel AOY
= cp seine Länge heisst; so wird SY-= %-= utgty. Um aber

diesen Winkel o|> bequemer zu bestimmen, sei OT die Linie der

Knoten, der Winkel AOT=co und die Neigung der durch O
und die Richtung der Bewegung in S gelegten Ebene gegen

die angenommene Ebene — o, alsdann wird TOY — cp — co.

Zieht man nun YN und SN auf OT normal, so wird ON=u
X cos (cp— co) und YJS— m sin (cp ~co); also

YS — m sin (cp— co) tg o = z und tg i// =- sin (cp— co) tg o.

Wie oben (§. 70) folgt hieraus

dco = dg __
tg(<p —• co) sin o cos £ "

°^^' J

_ fZwsinocoso . .

da also ao = —-—7
r— ist , so wird* tg (<p - a>)

dz = dw sin (cp— w)tgQ + u (f/cp— d co) cos (9~ co) tg o

dcotgo
+ w sin (qp— co) 7—7 v

oder cfe — [d«sin(<3p — co) -{- udcp cos (cp— co)]tgo,

Differentiirt man diese Gleichung aufs neue, so erhält man
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ddz= [ddu sin (cp— co ) + du (2dcp — dco) cos (cp— co)

+ uddcp cos (cjp— co)— udcp (dcp — dco) sin (cp— co) ] tg q

+ [du sin (cp— m) + udcp cos (cp - co)] ~^-M^

oder cZcZz= [cZcfo« sin (cp— co) -f- 2du dcp cos (cp— co)

+ uddcp cos (cp— a>)— udcp* sin (9— co) f -LJ^IE-] tg 9

,

Mittelst I. und II. erhält man also

77 r- ZgVdt* . , , t
2gSdP

/ x
wdWco ~1

ddz^— -^-j~-sm(cp-co)+^— CQKy-<»)4--
in(^_ 03)

jtgg,

da aber auch «02=-^—

;

so wird

udcpdm 2gdi*
r

Sin(cjD Cö) A *~
\y / \t / 1 ovj

oder

III. dco= ~ ^"^ [ Fsin(cp—w)—Scos(cp- co)+RcotgQ]

und

IV. düog(tgg)= ^ *

J°jy

"

"^ [Fsin(cp~a))-Scos(cp-G))+ßcotg^.

Wir haben daher vier Gleichungen gefunden, in denen die

Auflösung der Aufgabe enthalten ist.

Zusatz 1.

§. 233. Da wir also für eine gegebene Zeit t die vier

Grössen u, cp, co und q angeben müssen, so haben wir zuerst

die Differentialgleichungen zweiten Grades I. und IL, ferner die

zwei einfachen Differentiale III. und

71 /, n
dco dcoAs g

d. log (tg Q)=ttfjzz^ oder d
- *e 9 = tg-(^räj)

erhalten.
Zusatz 2.

§. 234. Hat man diese Werthe gefunden, so ergibt sich

sowohl der Winkel SOY^ip, die Breite, als auch der wahre
Abstand SO mittelst der Formeln

teif;= sin(cp— co)tgo und OS — .

Man pflegt u den c'urtirten Abstand zu nennen.

Zusatz 3.

§. 235. Wenn sin(cp— co)= ist, d. h. wenn der kleine

Körper durch die angenommene Ebene geht, so wird, wie wir
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schon gesehen haben, dco=zQ. Jetzt aber ist es klar, ciass so

wohl die Knotenlinie, als auch die Neigung keine Aenderung
erleiden, wenn wir haben

Vsm(cp— ce>)
—

- Scos(q)— co) + ßcotg£=0.

Zusatz 4.

§. 236. Es ist aber Fsin(<p— co) — Scos(cp—~ co) = — Qeos
co + Psin co und wenn wir daher die ursprünglichen Kräfte P,

Q und R einführen, so erhalten wir

Vs\n((p— co) — Scos(cp~ co) + /?cotg^= Psino)—Öcosco+ jßcotgo,

Diess ist gewissermaassen eine Kraft, welche so wohl den

Ort der Knotenlinie, als auch die Neigung verändert.

Anmerkung.

§. 237. Es verdient hier besonders bemerkt zu werden,

dass die augenblickliche Aenderung in der Lage der Knoten-

linie und in der Neigung nach dieser ziemlich geschickten Me-
thode ausgedrückt werden kann, woraus sich für die theore-

tische Astronomie ausgezeichnete Vortheile ergeben. Aus die-

ser Quelle hat Tobias Mayer mit unglaublichem Fleisse die

vorzüglichen Mondtafeln abgeleitet, welche die Astronomie zum
höchsten Gipfel gefördert zu haben scheinen. Da aber die Be-

wegung des Mondes, welche man nach dieser Methode bestimmt,

keinesweges eine absolute, sondern eine auf den Mittelpunkt

der Erde sich beziehende ist, so mussman bei dieser Untersuchung

zugleich auf die Bewegung der Erde Rücksicht nehmen. Damit
wir nun diese Methode benutzen können, müssen wir die Leh-

ren vortragen, mittelst deren man die respectiven Bewegungen
in Rechnung ziehen kann; sobald nämlich die Bewegung des-

jenigen Körpers, in Bezug auf welchen man die Bewegungen
der andern Körper abschätzt, bekannt ist. Da dieser Gegen-

stand in den frühern Th eilen der Mechanik nicht deutlich genug

dargestellt worden ist, werde ich ihn hier mit grösserer Sorg-

falt behandeln; nachdem dies geschehen ist, werden wir zu

den Bewegungen endlicher Körper, welche ich dort noch nicht

berührt hatte, mit grösserm Erfolge fortschreiten können.
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Kapitel VI.

Von der respectiven Bewegung kleiner, durch beliebige Kräfte

angetriebener Körper.

Lehrsatz 6.

§. 238. ("Figur 25.) Wenn ein kleiner Körper A durch be-

liebige Kräfte angetrieben wird, so wird seine Bewegung in

Bezug auf den Punkt O, welcher sich gleichförmig und gerad-

linig bewegt, durch dieselben Kräfte bestimmt werden.

Beweis.

Im Zeittheilchen dt werde der kleine Körper A, in Folge

der ihm beigebrachten Bewegung, über den Weg Aa fortgeführt,

durch die antreibenden Kräfte aber längs des kleinen Weges
ab abgelenkt, so dass dieser die, während des Zeittheilchens

dt im kleinen Körper A hervorgebrachte, Wirkung der Kräfte

darstellt. Inzwischen schreite aber der Punkt O über den Weg
öo fort-, so dass nach Verlauf des Zeittheilchens dt dieser

Punkt sich in o befinde, während er sich vorher in O befand,

der kleine Körper aber jetzt in b und vorher in A. INun ziehe

man ans O die Linie Oa — und dft. oa, eben so aß = und # ab

und es wird der Körper in Bezug auf den Punkt O in demsel-

ben Zeittheilchen dt von A nach b gelangt zu sein scheinen;

diese Bewegung wird sich alsdann so verhalten, als ob er in

Folge der beigebrachten Bewegung den Weg Act beschrieben

hätte und zugleich aus a über den kleinen Weg aß abgelenkt

worden wäre. Wenn nämlich der Körper, durch keine Kräfte
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angetrieben, sich längs Aa gleichförmig und geradlinig bewegte,

so würde auch, wie wir oben gezeigt haben, die respective

Bewegung längs Aa gleichförmig und geradlinig sein. Jetzt

aber bringen die antreibenden Kräfte in der absoluten Bewe-
gung den kleinen Weg ab, in der respectiven den kleinen Weg
aß hervor und da ab= und zfcj: aß s so wird die respective Be-

wegung durch dieselben Kräfte, als die absolute gestört Be-

wegt sich daher der Punkt gleichförmig und geradlinig, so

wird in Bezug auf ihn die Bewegung des kleinen Körpers A,

durch welche Kräfte dieser auch angetrieben werden mag, sich

eben so verhalten, als ob der Punkt O sich in Ruhe befände

und der Körper durch dieselben Kräfte angetrieben würde.

Zusatz 1.

§. 239. Kennen wir demnach die Kräfte, welche den klei*

nen Körper A antreiben, so können wir mittelst derselben, nach

den oben gegebenen Vorschriften, nicht nur seine absolute,

sondern auch seine respective Bewegung in Bezug auf den

Punkt O bestimmen, welcher letztere sich gleichförmig in ge-

rader Linie bewegt.

Zusatz 2.

§. 240. Es werden auch selbst dieselben Differentialfor-

meln zweiter Ordnung sowohl die absolute als auch die respec-

tive Bewegung bestimmen, der Unterschied beschränkt sich

nur auf die Integration , welche in beiden Fällen dem anfäng-

lichen Zustande gehörig angepasst werden muss.

Zusatz 3.

§. 241. Mag nun der Punkt O, in Bezug auf welchen man

die Bewegung abschätzt, ruhen oder sich gleichförmig und ge-

radlinig bewegen , so wird die Untersuchung sich auf gleiche

Weise verhalten. Wie nämlich in diesem Falle die Wirkung

der Trägheit sich nicht ändert, wird auch die Wirkung der

Kräfte dieselbe bleiben.

Erläuterung 1.

§. 242. Während der Punkt und der kleine Körper im

Geiste von o und b nach Ö und ß übertragen werden, müssen

wir bewirken, dass ß in Bezug auf ö dieselbe Lage beibehalte,

8*
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als b in Bezug auf o ; da wir nun O und o als Punkte ansehen,

so scheint hierdurch die Sache keinesweges bestimmt, zu sein,

insofern als nach unserer obigen Andeutung die Abstände ob

und Oß allein ihre respective Lage beibehalten. Ist aber der

absolute Weg schon festgestellt, so kann man die festen Rich-

tungen dergestalt annehmen, dass Oß nicht nur gleich ob, sondern

auch nach derselben Seite gerichtet sein muss; diess geschieht,

wenn man Oß = und ^ ob annimmt. Die Sache kommt auf

dasselbe hinaus, wenn wir nach den ersten Vorschriften statt

des Punktes Ö einen ausgedehnten Körper annehmen, in wel-

chem man sich drei oder vier feste Punkte denken kann. Als-

dann muss man aber annehmen, dass dieser Körper O, in Be-

zug auf welchen wir die Bewegung des andern abschätzen,

sich so längs Oo bewege, dass seine einzelnen Punkte mit

gleichen Geschwindigkeiten längs einander paralleler Richtungen

fortgeführt werden. Welche Lage nämlich der kleine Körper b

in Bezug auf die vier im Körper o angenommenen Punkte ein-

halten mag, so wird alsdann der nach ß übertragene kleine

Körper in Bezug auf dieselben vier Punkte dieselbe Lage bei-

behalten, während der Körper sich noch in O befindet. Durch diese

Bemerkungen wird es klar, dass die absolute Bewegung des

kleinen Körpers, vermöge welcher er von A nach b übertragen

wird, während der Punkt O nach o fortschreitet, mit der re-

spectiven Bewegung übereinstimmt, vermöge welcher er von A
nach ß übertragen wird, Ist dies auch nur in Betreff des Zeit-

elements dl gezeigt worden, so können wir doch, weil es sich

auf ähnliche Weise in Betreff aller Zei [demente zeigen lässt,

mit Recht allgemein behaupten, dass die ganze hier bestimmte

respective Bewegung der absoluten entspreche.

Anraerkun g.

§. 243. Das, was wir hier über die respective Bewegung

des kleinen Körpers A in Bezug auf den Punkt O gelehrt

haben und ferner lehren werden, pflegt sonst und besonders in

der Astronomie unter der Benennung der scheinbaren Be-
wegung aufgestellt zu werden. Im Punkt O nämlich, in Be-

zug auf welchen man die Bewegung des kleinen Körpers A
abschätzt, befindet sich der Beobachter und es wird die Frage

so vorgelegt, auf welche Weise diesem Beobachter die Bewe-

gung des Körpers erscheinen wird. Wie nämlich auch der

Punkt Ö, der Standpunkt des Beobachters sich bewegen mag,

so nimmt man an, dass der letztere seine Bewegung nicht
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merke und beständig an demselben Orte zu verharren glaube.

Da er nun zuerst den Körper in A 3 nach Verlauf des Zeit-

theilchens dt aber in ß erblickt, so wird er glauben, der Kör-

per sei inzwischen von A nach ß übertragen, da er doch in

der Wirklichkeit von A nach b gelangt ist. Diese Uebertra-

gung von A nach ß heisst die scheinbare Bewegung. In

dem Falle unseres Lehrsatzes nehmen wir an , dass der Beob-

achter sich gleichförmig in gerader Linie bewege und haben

bewiesen, dass die scheinbare Bewegung des kleinen Körpers

A nach den Lehren der Mechanik bestimmt werden wird, wenn
man sich vorstellt, dass er durch dieselben Kräfte angetrieben

werde, welche in der That auf ihn wirken. Dieselben Differen-

tialformeln zweiter Ordnung drücken nämlich sowohl die schein-

bare, als die wahre Bewegung aus; für die erstere müssen sie

aber so integrirt werden, dass sie im Anfange oder zu irgend

einer gegebenen Zeit mit der scheinbaren Bewegung überein-

stimmen. Der ganze Unterschied zeigt sich daher erst bei der

Integration.

Erläuterung 2.

§. 244. Die Kräfte, welche die respective Bewegung stören,

müssen daher denjenigen gleich sein, welche auf die absolute

Bewegung einwirkten, weil wir linden, dass ihre Wirkungen

oder die kleinen Wege ab und aß einander gleich sind. Diese

Gleichheit der Kräfte nimmt man leicht in der Rechnung wahr,

wenn sie zu der Art der absoluten Kräfte gehören, welche auf

gleiche Weise auf einen sich bewegenden, wie auf einen ru-

henden kleinen Körper wirken. Wird aber der Körper A durch

Kräfte angetrieben, welche von seiner Geschwindigkeit abhän-

gen, wozu der Widerstand der Flüssigkeiten gehört; so hat

man die Grösse dieser Kräfte aus der wahren Geschwindigkeit,

welche der kleine Körper bei der absoluten Bewegung hat, ab-

zuleiten und dieselbe bei der respectiven Bewegung anzuwen-

den. Bewegt sich der kleine Körper A etwa in einer Flüssig-

keit, so wird der Widerstand oder die Kraft, welche er durch

sie erleidet, von seiner absoluten Geschwindigkeit, womit er den

kleinen Weg Ja durchläuft, abhängig sein und dieselbe Kraft muss

man in die Rechnung für die respective Bewegung einführen. Man
würde einen grossen Irrthum begehen, wenn man den Widerstand

durch die Geschwindigkeit der respectiven Bewegung, womit der

kleine Weg Acc zurückgelegt wird, bestimmen wollte. Um die-

sen Irrthum zu vermeiden, müssen wir die Flüssigkeit, in so
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fern sie absolut ruhet, ansehen, als ob sie mit einer derjenigen

des Punktes O gleichen und entgegengesetzten Bewegung fort-

geführt würde. Alsdann wird nämlich die mit dieser Bewegung
begabte Flüssigkeit eben so auf den, mit respectiver Bewegung
längs Au fortschreitenden, kleinen Körper wirken, als die ru-

hende Flüssigkeit auf den mit absoluter Bewegung über Aa
fortgeführten Körper. Stets aber, so oft von einer respectiven

Bewegung die Rede ist, muss man sich vorstellen, dass nicht;

nur der kleine Körper A, sondern gleichsam der ganze Raum
mit allen Körpern, welche auf jenen einzuwirken im Stande

sind, mit einer, der des Punktes O gleichen und engegenge-

setzten, Bewegung fortschreite, indem durch diese erdachte

Bewegung der Punkt O zur Ruhe gebracht wird.

Lehrsatz 7.

§. 245. Wenn zwei Körper A und B sich beliebig be-

wegen, indem sie durch beliebige Kräfte angetrieben und ihnen

ausserdem in demselben Augenblick gleiche Bewegung nach

derselben Richtung beigebracht worden ist; so werden sie unter

sich dieselbe Bewegung beibehalten.

Beweis.

(Figur 26.) Es drücke die gerade Linie Aa die Bewe-
gung des Körpers A aus oder es sei dieselbe der von ihm

im Zeittheilchen dt beschriebene Weg, auf ähnliche Weise
habe der Körper B eine Geschwindigkeit, mit welcher er in

demselben Zeittheilchen dt den Weg Bb beschreiben würde.

Durch die antreibenden Kräfte werde jener von a nach m, die-

ser aber von b nach n abgelenkt, so dass nach Verlauf der

Zeit dt die gerade Linie mn die relative Lage beider Körper

darstellt, welche vorher durch die gerade Linie AB dargestellt

wurde. Im Anfang des Zeittheilchens dt werde aber ferner

beiden Körpern plötzlich eine gleiche Bewegung nach derselben

Richtung eingeflösst, vermöge welcher allein der Körper A nach

p und B nach q im Zeittheilchen dt geführt werden würde,

so dass Ap = und ^ Bq wird. Tritt aber die bereits inwoh-

nende Bewegung hinzu, so werden, wenn man die Parallelo-

gramme Aaap und Bbßq vollendet, die Diagonalen Aa und Bß
die Wege darstellen, welche die Körper in Folge beider Be-

wegungen während des Zeittheilchens dt zurücklegen würden,
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Da nun au— und # bß, so wird auch ab = und # a/3, so dass
die relative Lage aß nach beigebrachter neuer Bewegung mit
der relativen Lage ab übereinstimmt. Man nehme ferner aft =
und ^ «wi, und ßv = und ^ 6rc an, da nun |u, und v die Oerter

der Körper sind, wenn die antreibenden Kräfte hinzutreten;

so wird auch pv = und # »m. Wenn daher die antreibenden

Kräfte dieselben bleiben, wird eine beigebrachte Bewegung
nichts in der relativen Lage und Bewegung beider Körper ändern,

Zusatz 1.

§. 246. Dies gilt auch für mehrere Körper, wieviel näm-

lich derselben auch da sein mögen, so wird, wenn ihnen einzeln

zugleich gleiche und parallele Bewegungen eingeflösst werden,

ihre relative Bewegung unter sich nicht geändert werden, welche

einzelnen Kräfte sie auch immer antreiben mögen,

Z u s a t z 2.

§; 247. Diese aufs neue eingeflösste Bewegung kommt auf

dasselbe hinaus, als wenn der ganze Raum mit den Körpern

durch jene neue Bewegung gleichförmig in gerader Linie fort-

geführt würde. Die hier angewandte zusammengesetzte Bewe-

gung stimmt mit einer Fortführung des Raumes überein.

Anmerkung 1

.

§. 248. Es ist hier nicht sowohl von einer wirklichen Ein-

flossung der Bewegung die Rede, welche allerdings nicht ohne

einen bemerkbaren Stoss geschehen könnte, als von einer Be-

wegung, welche wir uns nur im Geiste den Körpern beigebracht

denken. Die in diesem Kapitel vorgetragenen Lehren sind

nämlich nicht auf wirkliche, in der Bewegung erfolgende Ver-

änderungen zu beziehen, da unsere Aufgabe hier ist, beliebige

absolute Bewegungen auf respective zu reduciren, so dass die

Formeln nur die respective Bewegung angeben, während die

absolute durchaus keine Aenderung erleidet. Ferner kann man
hiernach diesen Lehrsatz, dem vorhergehenden entsprechende

auch folgendermaassen beweisen. Man denke sich ausser den

Körpern A und B den Punkt ö, welcher nach der Richtung

Oo parallel derjenigen, nach welcher den Körpern eine neue

Bewegung beigebracht wird, sich gleichförmig mit derselben Ge-

schwindigkeit bewegt, so dass er im Zeittheilchen dt den Weg
Oo = Ap = Bq, den letztern parallel aber in entgegengesetz-

ter Richtung dusch laufen würde. Da wir nun vorher bewiesen
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,

haben, dass die respective Bewegung der Körper A und B in

Bezug auf den Punkt O durch dieselben Kräfte, wie die abso-

lute bestimmt wird, so wird man offenbar diese respective Be-

wegung erhalten, wenn man dem ganzen Räume nebst den

Körpern eine gleiche und derjenigen, womit der Punkt O sich

bewegt, entgegengesetzte Bewegung beilegt. Auf diese Weise

wird der Punkt O zur Ruhe gebracht, den Körpern A und B
aber jene Bewegung längs Ap und Bq beigelegt und weil sie

in Bezug auf den Punkt O dieselbe Bewegung beibehalten, be-

halten sie auch dieselbe relative Bewegung unter sich.

Anm er kun g 2.

§. 249. Die Frage in Betreff der Bestimmung einer belie-

bigen respectiven oder scheinbaren Bewegung durch Rechnung

kommt darauf zurück, dass man zuerst bestimmt, was für eine

Bewegung man ausserdem dem, Körper wenigstens in Gedan-

ken beizulegen habe, ferner durch was für Kräfte ausser denen,

weiche wirklich auf ihn wirken, man ihn angetrieben denken

muss , damit, wenn man diese Bewegung als eine absolute be-

handelt und durch die oben dargestellten Formeln ausdrückt,

eben die verlangte respective Bewegung «ich ergebe. Es ist

nämlich einleuchtend, dass wir stets so wohl in der inwohnen-

den Bewegung, als auch in den antreibenden Kräften eine der-

artige Veränderung uns denken können , dass die auf diese

Weise veränderte Bewegung mit der gesuchten respectiven über-

einstimme. Diese ganze Arbeit wird daher durch eine doppelte

Aenderung, die eine in der inwohnenden Bewegung, die andere in

den antreibenden Kräften ausgeführt, beide aber nur im Geiste an-

gestellt; es kann aber hierbei keine Schwierigkeit daraus entstehen,

wie wir den Körpern A und B jene Bewegungen längs Ap und Bq
ausser den Bewegungen, durch welche sie bereits fortgeführt werden,

einflössen sollen, Es ist nämlich hinreichend, wenn wir erklären,

diese Einflössung sei so zu verstehen, dass der mit der Ge-

schwindigkeit Aa sich bewegende Körper, wenn ihm ausserdem

die Geschwindigkeit Ap beigelegt wird, als mit der durch die

Diagonale Aa ausgedrückten Geschwindigkeit fortgehend ange-

sehen werden muss. Diese Einflössung oder vielmehr Zugabe

der Bewegung ist gleicher Form mit den oben gegebenen Re-

geln in Betreff der Zerlegung einer Bewegung in zwei oder

drei Seitenbewegungen, indem diese auch nur in Gedanken an-

gestellt wird. Man pflegt eine solche Einflössung von Bewe-
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gung auch so darzustellen, dass man sich denkt, es werde der

ganze Raum nebst den in ihm enthaltenen Körpern durch eine

gewisse Bewegung fortgeführt. Im frühern Lehrsatz haben wir

gesehen, dass, wenn der Punkt, in Bezug auf welchen man
die Bewegung abzuschätzen hat, gleichförmig und geradlinig

fortschreitet, zur Bestimmung der respectiven Bewegung nichts

in den antreibenden Kräften geändert werden muss. Man hat

vielmehr die inwohnende Bewegung nur so abzuändern, dass

man ausserdem eine Bewegung einflösst, welche der jenes

Punktes gleich und entgegengesetzt ist.

Lehrsatz 8.

§. 250. (Fig.27). Wenn die kleinen Körper A, /?,und Csich unter

dem Antrieb beliebiger Kräfte irgendwie bewegen und diesel-

ben ausserdem längs paralleler Richtungen durch Kräfte ange-

getrieben werden, welche ihi'fen Massen proportional sind; so

erleidet ihre relative Lage keine Störung.

Beweis.

Es mögen sich jetzt die Körper in A, B , und C befinden

und sowohl in Folge der ihnen inwohnenden Bewegung, als

auch der antreibenden Kräfte während des Zeittheilchens dt

nach a, b und c gelangen, alsdann bestimmen diese Punkte

ihre relative Lage. Denken wir uns nun, dass dieselben ausser

durch diese Kräfte einzeln durch Kräfte, welche ihren Massen

proportional sind und längs der parallelen Richtungen acc 9 bß

und cy angetrieben werden; so werden sie sich nicht mehr in

a, b und c, sondern in cc, ß und y befinden, dergestalt

dass die kleinen Wege acc, bß und cy einander parallel und

gleich sein werden. Es ist alsdann einleuchtend , dass die re-

lative Lage der Punkte a, ß und y unter sich dieselbe sein wird,

als die der Punkte «, b und c 9 in welchen sie sich befinden

würden, wenn diese neuen Kräfte nicht hinzugetreten wären.

Zu'satz 1.

§. 251. Wenn daher die kleinen Körper A, B und C in

jedem Augenblick ausser durch die Kräfte, welche in der Wirk-

lichkeit sie forttreiben, durch ihren Massen proportionale Kräfte

längs einander paralleler Richtungen angetrieben werden; so

werden sie in jedem Augenblick dieselbe relative Lage unter

sich behalten, als ob diese neuen Kräfte nicht da wären.
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Zusatz 2.

§• 252. Die relative Bewegung der Sonne und Planeten

unter sich erleidet daher keine Aenderung, wenn man sich

denkt, dass diese einzelnen Körper ausser durch die Kräfte,

welche sie wirklich forttreiben, durch neue ihren Massen pro-

portionale Kräfte längs unter sich paralleler Richtungen ange-

stossen werden.

Zusatz 3.

§. 253. Nimmt man diese hinzugefügten Kräfte so an,

dass die, welche auf den Körper A wirkt, derjenigen gleich

und entgegengesetzt ist, durch welche er wirklich angetrieben

wird , so wird seine Bewegung nicht geändert werden. Den-

ken wir uns, dass diess in den einzelnen Augenblicken ge-

schehe, so wird der kleine Körper A in seinem Zustande ver-

harren und gleichförmig sich in gerader Linie bewegen.

Erläuterung.

§. 254. Es kann hieraus ein Zweifel entspringen, ob auch

die Punkte a und ß dieselbe Lage unter sich behalten, wie a

und b und ob sich nicht eine andere relative Lage ergeben

werde. Um diesen Zweifel zu heben, lassen wir zuerst die

Kräfte zur Seite, welche wirklich diese kleinen Körper antrei-

ben und indem wir auch die Kräfte entfernen, welche hinzuge-

fügt worden sind, mögen jene im folgenden Zeittheilchen nach

a! und b' gelangen, so dass

aa' = Aa und bb' — Bb

wird. Wenn man aber diese Kräfte im vorhergehenden Zeit-

theilchen dt zulässt, werden die Kräfte nach a' und ß' gelan-

gen, so dass

aa? = Aa und ß§' = Bß, also b
f
ß' = und # oV

und die relative Lage der Punkte a! und ß* dieselbe ist, als

die der Punkte a' und b\ Mit Recht würde man hier zwar

einwerfen, dass die kleinen Wege aa' und ßß' fälschlich denen

Aa und Bß gleich angenommen werden, da in Folge der Wirk-

samkeit der Kräfte die Geschwindigkeiten verändert worden

sind. Weil aber die beiderseitige Aenderung einander ahnlich

ist, werden nichts desto weniger die kleinen Wege a'a' und

b'ß' unter sich gleich und parallel bleiben, was hinreichend ist,
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wenn sie auch nicht genau doppelt so gross als aa und bß

sind. Was aber auch immer für Kräfte während dieses zweiten

Zeittheilchens dt auf beide kleine Körper wirken mögen , so

wird der erste A eben so stark aus a' als aus a' , und der

zweite B eben so stark aus ß' als aus 6' abgelenkt werden

;

es wird demnach, mögen neue den Massen proportionale Kräfte

hinzugetreten sein oder nicht, doch dieselbe relative Lage bei-

behalten werden. Setzen wir nämlich voraus, dass durch ei-

gentümliche Kräfte der kleine Körper A von a' nach m über-

tragen werde, so würde derselbe auch von u' nach p versetzt

werden, so dass ö'm == und ^ af\n wäre; auf ähnliche Weise
würde, wenn der kleine Körper JS durch eigenthümliche Kräfte

von b' nach n übertragen wäre, derselbe von ß' nach v versetzt

werden, so dass ß'v=. und^ b'n wäre. Da also w. und v dieselbe

relative Lage wie ni und n beibehalten, so wird offenbar auch

im Verlaufe der Zeit durch jene ausserdem hinzugefügten

Kräfte die relative Lage nicht verändert werden«

Aufgabe 19.

§. 255. (Figur 26.) Der kleine Körper B bewegt sich5

indem er irgendwie durch Kräfte angetrieben wird; man soll

in Bezug auf ihn die respective Bewegung des Körpers A be-

stimmen, welcher ebenfalls, unter Antrieb von irgend welchen

Kräften, sich beliebig bewegt.

Auflösung.

Es werde im Anfange beiden Körpern eine Bewegung bei-

gebracht, welche derjenigen gleich und entgegengesetzt ist,

womit der kleine Körper B fortgeführt wird, alsdann wird, we-

nigstens im ersten Augenblick, dieser Körper zur Ruhe gebracht

werden. Beide Körper werden ferner mit relativer Bewegung
eben so fortschreiten, als ob diese gemeinschaftliche Bewe-

gung ihnen nicht beigebracht worden wäre und da diese Ver-

änderung nur im anfänglichen Zustande geschehen ist, wird

die darauf folgende Bewegung beider Körper durch dieselben

Formeln ausgedrückt werden. Der Körper B wird sich, in so

weit er der Wirksamkeit der Kräfte unterworfen ist, hierauf

zwar bewegen; wird er aber ausserdem beständig durch Kräfte

angetrieben, welche jenen gleich und entgegengesetzt sind,

so begreifen wir, dass die Wirkung der letztern aufgehoben
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und der Körper beständig in Ruhe verharren wird. Damit aber

die relative Bewegung nicht gestört werde, wollen wir uns

denken, dass auch an dem kleinen Körper A in den einzeihen

Augenblicken ähnliche Kräfte angebracht werden, welche jenen,

den Körper B antreibenden, entgegengesetzt sind und sich zu

ihnen verhalten , wie die Masse A zur Masse B. Auf diese

Weise wird der Körper B ganz zur Ruhe gebracht, indem die

Bewegung des andern Körpers A in Bezug auf diesen nicht

verändert wird, es wird daher diese Bewegung, weiche A hat,

seine respective sein, wie sie dem in B befindlichen Beobach-

ter erscheinen würde. Um diese respective Bewegung durch

Rechnung zu bestimmen, müssen wir den Körper A als durch

Kräfte von zweifacher Art angetrieben betrachten, zuerst näm-

lich durch eben die Kräfte, welche ihn wirklich antreiben,

zweitens müssen die Kräfte, durch welche der Körper B ange-

trieben wird, im Verhältniss der Massen B : A vermehrt oder

vermindert und nach den entgegengesetzten Richtungen ausser-

dem am Körper A angebracht gedacht werden. Mittelst dieser

Kräfte wird man die Bewegung des kleinen Körpers A, als ob

sie eine absolute wäre, nach den vorher auseinander gesetzten

Vorschriften bestimmen und seine gesuchte respective Bewe-

gung erhalten.

Zusatz 1.

§. 256. Wird daher nach Verlauf der Zeit t der Körper A
durch eine Kraft = P, der Körper B durch eine Kraft — Q

A.O
angetrieben, so nehme man die Kraft= „ und bringe die-

selbe ausserdem an dem kleinen Körper A an, und zwar in der

entgegengesetzten Richtung, nach welcher Q auf B wirkt.

Zusatz 2.

§. 257. Wenn man von diesen Kräften, welche zu jeder

Zeit am kleinen Körper A angebracht werden, auf Differenti-

alformeln zweiter Ordnung schliesst, welche seine Bewegung

bestimmen ; so ist die Integration dem als bekannt betrachteten

Anfangszustande anzupassen, indem man nämlich die, durch

die Integration eintretenden, Constanten diesem Zustande ent-

sprechend bestimmt.

Anmerkung 1.

§. 258. Nach dieser Regel pflegt man die Bewegung des
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Mondes, wie sie aus dem Mittelpunkte der Erde gesehen wer-

den würde, zu bestimmen. Obgleich zwar die Himmelskörper

wegen ihrer Ungeheuern Grösse hier ausgeschlossen zu sein

scheinen, wird doch unten gezeigt werden, dass dieselben sich

eben so bewegen, als ob die Masse eines jeden in seinem

Schwerpunkte vereinigt wäre, so dass man sie als Punkte be-

trachten kann. Um diese scheinbare Bewegung des Mondes zu

bestimmen, reicht es daher nicht hin, die Kräfte zu kennen,

welche den Mond beständig antreiben; sondern man muss auch

sorgfältig diejenigen Kräfte erforschen, deren Wirksamkeit die

Erde selbst unterworfen ist. Diese Kräfte muss man hierauf

im Verhältniss der Erd- zur Mondmasse vermindern und sie

ausserdem in Richtungen, entgegengesetzt denen, wonach sie

auf die Erde wirken, am Monde angebracht denken. Durch

diese Kräfte zusammengenommen muss die respective Bewe-

gung des Mondes, wie sie einem im Mittelpunkte der Erde be-

findlichen Beobachter erscheinen würde, bestimmt werden. Auf

ähnliche Weise müssen, wenn der Mittelpunkt der Sonne nicht

ruhet und die Bewegung der Planeten in Bezug auf diesen

Mittelpunkt zu bestimmen ist, alle Kräfte, denen die Sonne

unterworfen ist, nach vorgeschriebener Weise ausserdem auf

die Planeten übertragen werden. Hieraus geht hervor, dass

diese Aufgabe in der gesammten theoretischen Astronomie die

ausgedehnteste Anwendung findet; allein auch für die Erfor-

schung anderer Bewegungen, wo es oft von Nutzen ist, die

respectiven Bewegungen zu kennen, ergeben sich hieraus die

grössten Hülfsmittel.

Anmerkung 2.

§. 259. Durch das Bisherige habe ich dasjenige , was in

den frühern Theilen über die Bewegung der Punkte auseinan-

der gesetzt worden ist, theils zu erläutern, theils zu ergänzen

geglaubt und es scheint mir, dass ich hierdurch nicht nur die

Principien der Bewegung deutlicher auseinander gesetzt und

bestätigt habe, sondern ich habe auch ihre Anwendung auf be-

liebige Fälle und die Reduction auf absolute Maasse nicht we-

nig erleichtert. Ferner habe ich auch die Lehre von der re-

spectiven Bewegung, welche in jenen Theilen fast ganz ver-

nachlässigt worden war, hier sorgfältiger auseinander zu setzen

für nothwendig gehalten, weil dieselbe in der Folge den gröss-

ten Nutzen verschaffen wird. Ich gehe nun zu den Abschnitten
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der Mechanik über, welche ich in jenen Theilen gar nicht be-

rührt hatte und hier stossen uns zuerst starre Körper auf, deren

Gestalt gar keiner Veränderung fähig ist und deren Bewegung
wir entwickeln müssen , sowohl wenn sie sich selbst überlassen

sind, als auch wenn sie durch Kräfte angetrieben werden.

Hierauf erst werden wir diese Untersuchungen auf die Bewe-

gungen biegsamer, elastischer und flüssiger Körper ausdehnen

können, wohin wir auch die Bewegungen zu zählen haben,

welche aus dem Zusammentreffen mehrerer Körper jeder Art

entspringen. Wenn wir diese verschiedenen Arten erwägen,

werden wir einsehen, dass sich in der Mechanik ein sehr wei-

tes Feld für unsere Studien eröffnet, dessen Bebauung die

reichste Erndte verspricht.
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Kapitel I.

Von der fortschreitenden Bewegung starrer Körper,

Erklärung 1.

§. 260. Ein starrer Körper wird ein solcher genannt,

dessen Gestalt keine Aenderung erleidet oder dessen einzelne

Elemente beständig dieselben gegenseitigen Abstände bei-

behalten.
Zusatz 1.

§. 261. Kennt man daher den Ort von je vier Punkten

eines starren Körpers , so wird seine Lage bekannt , indem

man hierdurch die Orte aller übrigen Punkte kennen lernen

wird, wenn nur jene vier nicht in derselben Ebene liegen.

Zusatz 2.

§. 262. Meistenteils genügt zur Bestimmung der Lage

eines starren Körpers die Kenntniss von drei Punkten dessel-

ben, wenn diese nur nicht auf einer geraden Linie liegen; ob-

gleich nämlich auf diese Weise eine zweifache Lage übrig

bleibt, so weiss man doch sehr oft von andern Seiten her,

welche von beiden stattfindet.

Erläuterung.

§. 263. Für starre Körper gebe ich nicht die Erklärung,

dass ihre Gestalt durchaus gar keine Aenderung erleiden könne,

indem es bekannt ist, dass es keine so harte Körper in der

Welt gibt, zu deren Formänderung gar keine hinreichenden

Kräfte existiren, da ja selbst der sehr harte Diamant zerbrochen

werden kann. Zur Klasse der starren Körper zähle ich dem-

nach alle diejenigen, welche während ihrer Bewegung wirklich

9
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keine Veränderung ihrer Gestalt erleiden oder welche Kräfte,

deren Einwirkung sie wirklich unterworfen sind, ohne irgend

eine Veränderung ihrer Gestalt auszuhalten vermögen, wenn

sie auch grössern Kräften nicht widerstehen würden. So setze

ich in den Körpern , deren Bewegung ich hier zu betrachten

gedenke, einen derartigen Bau oder eine solche Verbindung

ihrer Theile voraus , dass dieselbe durch die wirklich antrei-

benden Kräfte nicht gestört werden kann; ich kümmere mich

dabei aber gar nicht darum, ob etwa andere Kräfte darauf ein-

wirken. Man hat daher am meisten diejenigen Kräfte zu be-

achten , in Bezug auf welche solche Körper für starr gehalten

werden müssen, deren Zusammenhang der Theile der Einwir-

kung jener hinreichend widersteht, wenn dieselben auch in

Bezug auf andere Kräfte keinesweges für starr zu halten sind.

Es ist daher möglich, dass sehr weiche und zerbrechliche Kör-

per für uns starre sind, andere aber an sich weit härtere hier-

von ausgeschlossen werden müssen. Während wir daher die

Bewegung derartiger Körper erforschen, ist es angemessen,

eifrig diejenigen Kräfte zu untersuchen, welche auf ihren Zu-

sammenhang und die Verbindung ihrer Theile wirken, um so

zu erfahren, eine wie grosse Festigkeit erforderlich sei, damit

sie ihre Gestalt beibehalten. Wir werden daher einen Körper

als einen starren betrachten, wenn die Verbindung seiner

TheiJe hinreichend fest ist, so dass nicht einmal zwei Elemente

durch die Kräfte, welche er wirklich auszuhalten hat, einander

genähert oder von einander entfernt werden können.

Anmerkung.

§. 264. Ein starrer Körper kann demnach nur eine solche

Bewegung annehmen, bei welcher alle seine Punkte beständig

dieselben gegenseitigen Abstände beibehalten; nichts desto

weniger ist aber ein solcher Körper unendlich vieler Bewegun-

gen fähig, während selbst ein einziger seiner Punkte sich in

Ruhe befindet, kann ein anderer auf dem Umfange einer Kugel

herumgeführt werden und wie dieser sich auch immer bewegen

mag, irgend ein dritter Punkt sich schneller oder langsamer

bewegen, so dass er jedoch von jenen zweien die richtigen

Abstände beibehält. Man ersieht hieraus, dass, wenn kein

Punkt sich in Ruhe befindet, noch weit mannigfaltigere Bewe-

gungen innerhalb des Körpers stattfinden können; kennt man
aber die Bewegung dreier Punkte, welche picht in gerader
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Linie liegen, so wird auch die Bewegung aller übrigen, d. h. die

des ganzen Körpers bekannt. Unter allen diesen Bewegungen

ist aber diejenige die einfachste, bei welcher die einzelnen

Punkte des Körpers längs einander paralleler Richtungen und

mit gleichen Geschwindigkeiten in jedem Augenblick fortrücken;

durch eine solche Bewegung wird nämlich die relative Lage
aller Theilchen durchaus nicht gestört. Diese Art der Bewe-

gung, welche allen Körpern zukommt, wollen wir genauer be-

trachten.

Erklärung 2.

§. 265. Eine fortschreitende Bewegung ist diejenige,

bei welcher die einzelnen Punkte eines Körpers mit gleichen

Geschwindigkeiten nach unter sich parallelen Richtungen in

jedem Augenblik fortrücken.

Zusatz l.

§. 266. Ist daher die Bewegung eines einzigen Punktes

bekannt, so kennt man auch die ihr gleiche Bewegung aller

Punkte, indem diese nämlich einzeln in jedem Augenblick nach

derselben Richtung und mit derselben Geschwindigkeit, wie

jener Punkt fortgeführt werden.

Zusatz 2.

§. 267. Es mag nun irgend ein Punkt eine gerade oder

krumme Linie mit beliebiger Bewegung beschreiben, so werden

durchaus alle Punkte sich längs gleicher gerader oder krummer

Linien auf ähnliche Weise bewegen.

Zusatz 3.

§. 268. Durch eine solche Bewegung, sei dieselbe gerad-

oder krummlinig, werden die gegenseitigen Abstände je zwei

beliebiger Punkte des Körpers nicht verändert; es werden auch

selbst die geraden Linien, welche je zwei beliebige Punkte

mit einander verbinden, einander stets parallel bleiben.

A n nierkun g.

269. Diese Bewegung als die einfachste und welche alle

Körper annehmen können, bietet sielt zuerst der Betrachtung

dar und wir nehmen sie auch zuerst bei den Bewegungen der

Himmelskörper wahr. Indem wir diese nämlich als Punkte be-

trachten, stellen wir die Rechnung so an, als ob sie nur mit

fortschreitender Bewegung durch die Himmelsräume geführt

9*
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würden und hierauf legen wir ihnen erst ausserdem eine die

hende Bewegung hei; die erste pflegt man die periodische,
die zweite die Bewegung der Axe ndreh un g zu nennen.

Wenn wir aber dem Körper nur eine fortschreitende Bewegung
heilegen und keine drehende hinzufügen, fassen wir die Sache

so auf, dass die geraden Linien, welche je zwei Punkte des

Körpers verbinden, beständig einander parallel oder nach den-

selben Stellen des Himmels gerichtet bleiben. So oft aber

diese Bedingung bei irgend einer Bewegung nicht stattfindet,

nmss man annehmen, dass jener Körper nicht bloss mit reiner

fortschreitender Bewegung fortrücke, sondern dass ausserdem

einegewisse drehende Bewegung beigemischt sei; wie eine derar-

tige Mischung erfolge, werden wir unten ausführlich auseinander

setzen. Uebrigens ergibt sich hieraus sogleich,, dass der Mond,

weil er der Erde immer fast dieselbe Seite zuwendet, nicht

mit reiner fortschreitender Bewegung fortrückt, sondern dass

derselben eine gewisse drehende Bewegung beigemischt ist.

Dasjenige, was in diesem Kapitel vorgetragen werden wird,

ist von der reinen fortschreitenden Bewegung zu verstehen,

wenn auch das Wort rein nicht hinzugefügt wird, denn wenn
man ausserdem eine gewisse Drehung zugibt, geht die Bewe-
gung in eine andere Art über.

Lehrsatz 1.

§. 270. Ein Körper, welchem einmal eine fortschreitende Be-

wegung beigebracht worden ist, wird in Folge der Trägheit

mit dieser Bewegung stets gleichförmig und geradlinig fort-

schreiten, wenn er nicht durch äussere Ursachen gestört wird.

Beweis.

Man denke sich den Körper in die kleinsten Elemente zer-

theilt, alsdann werden dieselben» da sie einzeln gleiche Ge-

schwindigkeiten nach parallelen Richtungen empfangen haben,

während sie in ihrem Zustande zu verharren streben , ihre re-

lative Lage unter sich nicht verändern. Sie können daher alle

zugleich ihre Bewegung gleichförmig in gerader Linie fortsetzen,

ohne irgend eine Gefahr der Durchdringung und es entspringt

hieraus keine Kraft, welche den Zustand irgend eines Elements

zu verändern strebt. Die einzelnen Elemente werden daher

ihre Bewegung eben so fortsetzen, als ob sie wechselseitig

von einander getrennt wären und durch kein gegenseitiges

Band zusammenhingen. Wenn daher keine äussern Ursachen
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hinzutreten, wird der Körper, welcher einmal eine fortschrei-

tende Bewegung empfangen hat, mit dieser beständig gleich-

förmig in gerader Linie weiter zu gehen fortfahren.

Zusatz 1.

§. 271. So wie also ein endlicher Körper, wenn er einmal

ruhet, zu ruhen fortfährt, behalt er, wenn er einmal eine fort-

schreitende Bewegung empfangen hat, diese beständig bei.

Es gilt demnach das Verharren in demselben Zustande auch

für Körper von endlicher Grösse, wenn nur die Bewegung eine

fortschreitende ist.

Zusatz 2.

§. 272. Weil durch die Fortsetzung dieses Zustandes der

Theile der Zusammenhang des Körpers keine Kraft zu erlei-

den hat, ist auch zur Erhaltung seiner Gestalt keine Festig-

keit erforderlich ; in Bezug auf eine solche Bewegung können

<laher alle Körper als starre angesehen werden.

Zusatz 3.

§. 273. Die Trägheit ist daher die Ursache, wesshalb

alle Körper, die flüssigen, deren Theilchen durch kein Band
mit einander zusammenhängen, nicht einmal ausgenommen, in

demselben Zustande der Ruhe oder der fortschreitenden Be-

wegung verharren.

Erläuterung.

§. 274. Die Wahrheit des Lehrsatzes stützt sich auf die

Grundlage, dass die einzelnen Elemente ihre Bewegung frei

verfolgen können und kein einziges die übrigen verhindert, in

ihrem Zustande zu verharren. Der Grund hiervon wird noch

deutlicher aufgefasst werden, wenn wir den Fall betrachten,

in weichem dem Körper anfangs eine gewisse drehende Bewe-

gung beigebracht worden ist, so dass die einen Elemente ge-

schwinder, die andern langsamer sich zu bewegen begonnen

haben. Wenn alsdann jedes einzelne Element seine Bewegung

fortsetzte , würden sie bald von einander getrennt und zerstreut

und so der Zusammenhang des Körpers aufgelöst werden. In

diesem Falle würde also die Verbindung der Theilchen wider-

stehen , so dass die einzelnen Elemente die ihnen beigebrachte

Bewegung nicht fortsetzen könnten. Da diess sich nicht ereig-

net, wenn den einzelnen Elementen gleiche Bewegungen längs

paralleler Richtungen beigebracht worden sind, was nämlich

die Bedingung der fortschreitenden Bewegung ist, so ist auch
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keine Ursache vorhanden, durch welche der Zustand irgend

eines Elements verändert werden sollte. Es kann kein Ele-

ment in seiner Bewegung eine Veränderung erleiden, ohne

dass zugleich der Zustand der übrigen gestört würde. Hieraus

folgt nothwendig, dass ein Körper, welcher einmal eine derar-

tige fortschreitende Bewegung angenommen hat, mit derselben

beständig gleichförmig in gerader Linie fortschreiten muss.

Hierbei ist besonders zu bemerken, dass bei einer solchen Be-

wegung der Zusammenhang der Theile keine Kraft auszuhalten

hat, so dass dieselben, wenn sie auch jedes Bandes entbehr-

ten, doch beständig dieselben gegenseitigen Abstände beibe-

halten würden. Da also hierdurch keine Kraft erzeugt wird,

welche die Gestalt des Körpers zu verändern strebt, und wel-

cher die Starrheit des letztern widerstehen müsste; so kann

man., in Beziehung auf eine solche Bewegung, alle Körper als

starre ansehen.
Lehrsatz 2.

§. "275. Wenn die einzelnen Elemente eines mit fortschrei-

tender Bewegung fortrückenden Körpers durch ihren Massen
proportionale Kräfte , nach einander parallelen Richtungen an-

getrieben werden, so wird ihre relative Lage sich nicht ändern

und jedes der einzelnen Elemente seine Bewegung frei fort-

setzen.

Beweis.
Da wir die Kräfte, welche die einzelnen Elemente antrei-

ben, als ihren Massen proportional voraussetzen, so werden

die in demselben Zeittheilchen hervorgebrachten Wirkungen

einander gleich sein und da die Richtungen der Kräfte einander

parallel sind, wird durch ihre Wirksamkeit die relative Lage
der Theile nicht verändert und es werden die einzelnen Ele-

mente, indem jedes seiner Kraft Folge leistet, sich eben so

bewegen, als ob sie von einander getrennt wären. Alle Ele-

mente werden sich nämlich in jedem Augenblick auf gleiche

Weise bewegen, so dass die Bewegung des ganzen Körpers

derjenigen gleich sein wird, womit jedes seiner Elemente, wenn
es vereinzelt wäre, fortrücken würde; daher wird die Bewe-

gung des Körpers eine fortschreitende sein.

Zusatz 1.

§. 276. In diesem Falle hat daher, wenn auch antreibende

Kräfte da sind, der Zusammenhang der Theile keine Kraft

auszuhalten. Ware daher der Körper flüssig und hingen seine
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Theile durch kein wechselseitiges Band zusammen, so würde
er doch seine Gestalt beibehalten und für einen starren gehal-

ten werden können.
Zusatz 2.

§. 277. Wie daher auch die antreibenden Kräfte in den

einzelnen Zeitmomenten beschaffen sein mögen, so «erden die

einzelnen Elemente des Körpers sich auf geraden oder krum-

men Linien bewegen, und wenn die Bewegung eines einzigen

von ihnen bestimmt ist, wird zugleich die Bewegung des gan-

zen Körpers bekannt.
Zusatz 3.

§. 278. Nach der Voraussetzung wird aber der Körper

durch Kräfte angetrieben, welche derartig auf seine einzelnen

Elemente wirken, dass sie ihren Massen proportional sind und

einander parallele Richtungen haben. Ferner ist erforderlich,

dass der Körper sich anfangs entweder in Kühe befunden oder

eine reine fortschreitende Bewegung empfangen habe, mit wel-

cher seine einzelnen Elemente gleich geschwind und nach der-

selben Richtung fortzurücken angefangen haben.

Anmerkung.
§. 279. Wenn jemand daran zweifelte, ob es derartige

Kräfte gebe, welche auf die einzelnen Elemente eines Körpers

so wirken, dass sie den Massen derselben proportional werden

und zugleich dieselbe Richtung haben ; so kann man das Bei-

spiel der Schwere anführen , welche nach unserer frühern Be-

merkung auf die einzelnen Elemente der Körper im Verhältniss

ihrer Massen wirkt. Man kann aber diese Eigenschaft nur bei

Körpern von so geringer Ausdehnung zugeben, dass diese im

Vergleich mit dem Abstände vom Mittelpunkte der Erde für nichts

gehalten werden darf. Hat nämlich ein Körper eine bedeutende

Ausdehnung, so werden seine, in grösserer oder geringerer Ent-

fernung vom Mittelpunkte der Erde sich befindenden Elemente

ungleiche Einwirkungen der Schwere erleiden; ferner werden auch

die Richtungen der einzelnen Kräfte, welche nach dem Mittel-

punkte der Erde hin convergiren, nicht mehr für parallel gehalten

werden können. Es handelt sich hier aber keinesweges um die

Frage, ob derartige Kräfte, wie wir sie im Lehrsatze angenommen

haben, in der Welt existiren ; es ist vollkommen genügend, wenn

wir seine Wahrheit für solche, vielleicht erdichtete Kräfte erkannt

haben. Das, was wir aber in Betreff dieser Kräfte bewiesen haben,

wird auch für andere ihnen gleich geltende Kräfte Gültigkeit
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haben, und von hier müssen wir den Ausgang nehmen, wenn

wir die Wirkungen beliebiger Kräfte auf starre Körper erfor-

schen wollen. Was für Kräfte aber den hier angenommenen

gleiehgeltend sind, vorausgesetzt, class der Korper ein starrer

sei, wird in der Statik gelehrt, aus welcher die Aufsuchung

einer einzigen, jenen gleichgeltenden Kraft zu entnehmen ist.

Die Reduction aller dieser unendlich vielen Kräfte auf eine

einzige hat aber nur insofern statt, als der Körper ein starrer

ist und dei Aenderung seiner Gestalt widersteht; waren näm-

lich alle seine Elemente gänzlich von einander getrennt, so

dürfte man statt dieser Kräfte keine andern ihnen vollkommen

gleichgeltenden Substituten. Es tritt daher jetzt das Verhält-

nis» der Starrheit oder der Festigkeit, mit welcher die

Theile des Körpers unter einander verbunden sind, in die

Rechnung ein.

Aufgabe 1.

§. 280. Die einzelnen Elemente eines starren Körpers wer-

den nach unter sich parallelen Richtungen durch Kräfte ange-

trieben , welche ihren Massen proportional sind ; man soll eine

einzige Kraft finden, welche ihnen allen zusammengenommen
gleiehgeltend ist.

Aufl ösung.

(Figur 28.) Man beziehe den starren Körper auf je drei

Axen OA, OB und OC, welche auf einander normal stehen

und es befinde sich in Z ein beliebiges Element desselben,

dessen Masse wir z=zdM setzen, wenn die Masse des ganzen

Körpers =M gesetzt wird. Zur Bestimmung der Lage des

Punktes Z nehme man die drei Coordinaten OX=a;, XY~y
und YZz=z an. Es werden nun die einzelnen Elemente des

Körpers durch Kräfte angetrieben, welche ihren Massen pro-

portional und nach Richtungen, welche der Axe OC parallel

sind, so dass das Element dM in Z, nach der Richtung Zv 9

durch eine Kraft == X.dM angetrieben werde. Da alle diese

Kräfte einander parallel sind, wird auch die ihnen gleichgel-

tende Kraft dieselbe Richtung einhalten und gleich der Summe
aller einzelnen, d. h. =X.M sein. Es bezeichne nun die OC
parallele Linie GV diese jenen gleichgeltende Kraft = X.M,
deren Lage durch den Durchschnittspunkt G mit der Ebene
AOB bekannt wird. Zieht man nun die Linie GE^OB und
GFjfrOA und setzt man OE~e und OF=f9 so muss nach
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den Lehren der Statik das Moment der Kraft GV , in Bezug

auf jede Axe, den Momenten der einzelnen Kräfte, in Bezug

auf dieselbe Axe, zusammengenommen gleich sein. Nun ist

das Moment der Kraft Zv—l.dM in Bezug auf die Axe OA
= XydM, die Summe aller Momente = ifydM und es muss

diese dem Moment der Kraft GV, d. h. IMf gleich sein, wess-

halb wir haben f~ Qf ~ Q£ = *l^ .

Auf ähnliche Weise ist das Moment der Kraft Zv in Be-

zug auf die Axe OBzzzlxdM, sein Integral= IJxdM, welches

dem Moment der Kraft GV in Bezug auf dieselbe Axe, d. h.

XMe gleich sein muss; wir haben daher

Durch diese Formeln wird die wahre Lage der gleichgel-

tenden Kraft GV—lM bestimmt, deren Richtung parallel der

fydM
Axe OC ist und welche von der Ebene AOC um GE=- J

,

fxdM
von der Ebene BOC um GF

—

J
- . absteht. Auf diese

Weise erhalt man Eine Kraft GV— IM , welche allen ele-

mentaren Kräften Zv gleichgeltend ist, wenn nur der Körper,

wie in der Statik angenommen wird, ein starrer ist.

Zusatz 1.

§. 281. Während daher die elementaren Kräfte Zv den

kleinen Massen proportional und unter sich parallel sind, hat

die allen gleichgeltende Kraft GV dieselbe Lage, jene Kräfte

mögen nun grössere oder kleinere Werthe haben, denn der

Buchstab A befindet sich nicht in den Ausdrücken der Abstände

GE und GF.
Zusatz 2.

§. 282. Da die Richtung der gleichgeltenden Kraft G V
— IM der geraden Linie OC parallel ist, so würde ihre Lage

vollkommen bestimmt sein, wenn man nur einen einzigen Punkt

etwa / kennte, durch welchen sie geht. Aus den für GE und

GF gefundenen Formeln geht übrigens hervor, dass die Rich-

tung GV durch den Schwerpunkt des Körpers gehen wird.

Zusatz 3.

§. 283. Die Kraft GVizzlM wird daher auf den ganzen
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Körper, wenn er nur mit einer reinen fortschreitenden Bewe-
gung fortrückt, eben so wirken, als jede beliebige elementare

Kraft Zv = IdM auf das Element des Körpers = dM. Die

Bewegung des ganzen Körpers wird daher eine fortschreitende

bleiben, während die einzelnen Elemente mit einer gleichen

Bewegung fortrücken.

Anmerkung.

§. 284. Sind die einzelnen elementaren Kräfte der Axe
OC parallel, so ist die mittlere Richtung GV von der Ebene

fvdMAOC um den Abstand GE ~ J J und von der Ebene BOC
fxdM

um GF--——— entfernt. Eben so wird, wenn die elementa-

ren Kräfte ebenfalls den kleinen Massen der Elemente propor-

tional und der Axe OB parallel sind , auch ihre mittlere Rich-

tung derselben Axe parallel, von der Ebene BOC um einen

fxdM
Abstand z=z

J—~-— und von der Ebene AOB um einen AbstandM
=«£_._ entfernt sein. Auf ähnliche Weise würde ferner,

wenn die elementaren Kräfte der Axe OA parallel wären, auch

ihre mittlere Richtung derselben parallel und von der Ebene

firfM
AOB nm den ilbstand = - -

, wie auch von der Ebene

AOC um einen Abstand = ^'
entfernt sein. Da nun diese

mittlem Richtungen so wohl von der Ebene AOB, als auch

von AOC und BOC gleich weit entfernt sind, so werden sie

sich in einem gemeinschaftlichen Punkte schneiden und wenn

/ derselbe ist, wird derselbe so liegen, dass wir haben:

Ist daher dieser Punkt / einmal gefunden, so wird, wenn

die einzelnen Elemente des Körpers durch Kräfte, welche ihren

Massen proportional sind, längs irgend einer gemeinschaftlichen

Richtung angetrieben werden, die ihnen allen gleichgeltende

Kraft durch eben diesen Punkt /gehen. Da ferner diese gleich-

geltende Kraft der Summe aller elementaren Kräfte gleich ist

und dieselbe Richtung einhält, so wird ihre Lage durch den



Bewegung starrer Körper. 139

Punkt / vollkommen bestimmt. Derselbe stimmt mit demjeni-

gen Punkte überein, welchen man gewöhnlieh den Schwerpunkt

nennt und der Grund dieser Uebereinstimmuiig ist offenbar,

weil die einzelnen Elemente als ihren Massen proportional

schwer und die Richtungen der Schwere als einander parallel

angenommen werden. Da aber diese Voraussetzung der Wahr-

heit zuwider ist und der Punkt / keinesweges von der Schwere

abhängt, sondern in allen Körpern stattfindet, so ist es ange-

messen, ihm einen andern Namen beizulegen.

Erklärung 3.

§. 285. Der Mittelpunkt der Masse oder Mittel-

punkt der Trägheit ist derjenige Punkt in jedem Körper,

um weichen seine Masse oder seine Trägheit nach jeder Rich-

tung, der Gleichheit der Momente entsprechend, gleich ver-

theilt ist.

Erläutern ng.

§. 286. Der Mittelpunkt der Masse oder der Trägheit ist

derselbe, welchen man gewöhnlich den Schwerpunkt nennt,

da aber jener allen Körpern so eigentümlich ist, dass er ihnen

bloss in Folge der Trägheit zukommt, die Schwere hingegen

für eine ausserhalb des Körpers wirkende Kraft zu halten ist:

so habe ich es vorgezogen, ihm den Namen ,, Mittelpunkt der

Masse oder der Trägheit" beizulegen, damit man einsehe, dass

er durch die Trägheit allein bestimmt wird. Was ich aber

über die gleiche Vertheilung der Masse um diesen Mittelpunkt

angeführt habe, wird weniger leicht erläutert. Die beste Er-

läuterung ist ohne Zweifel aus der Regel, nach welcher man
diesen Mittelpunkt findet, zu entnehmen. Man beziehe näm-

lich den Körper auf je drei, auf einander normale, Axen OA,
OB und ÖC, denen man die Coordinaten so .

wohl für jedes

Element des Körpers, als auch für den gesuchten Mittelpunkt

der Trägheit / parallel annimmt. Es sei die Masse des ganzen

Körpers = M, ein beliebiges Element desselben, dessen Masse

wir = dM setzen , befinde sich in Z und man setze die Coor-

dinaten OX—x, XY'
=z y und YZ = z; alsdann wird der Mit-

telpunkt der Trägheit / so bestimmt, dass man hat

^ fxdM r„ fydM
t „ w fzdM0E --ir 9 EG= r und Gl=-w-'

indem man diese Integrale über den ganzen Körper ausdehnt.

Nehmen wir daher den Punkt O im Mittelpunkte der Trag-
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heit /an, so weiden die drei hitegv&leJccdM,JydM undJzdM
verschwinden, wodurch wir folgende Eigenschaft des Mittel-

punkts der Trägheit kennen lernen. Schneidet man einen Kör-

per durch eine beliebige , durch den Mittelpunkt der Trägheit

gehende Ebene, so bringen die einzelnen Elemente des Körpers,

multiplicirt in ihre Abstände von dieser Ebene, beiderseits die-

selbe Summe hervor. Eben so ist das zu verstehen, was wir

über die gleiche Vertheilung der Materie um den Mittelpunkt

der Masse oder der Trägheit, nach der Gleichheit der Mo-

mente, gesagt haben.

Zusatz 1.

§. 287. Wenn daher die einzelnen Elemente des Körpers

nach derselben Richtung durch Kräfte, welche ihren kleinen

Massen proportional sind, angetrieben werden; so wird eine

einzige Kraft, welche der Summe aller jener gleich, ihnen pa-

rallel im Mittelpunkte der Trägheit angebracht ist, allen gleich-

geltend sein, wenn nämlich der Körper ein starrer ist.

Zusatz 2.

§. 288. Wenn umgekehrt im Mittelpunkte der Trägheit

eines starren Körpers irgend eine Kraft angebracht ist, so kann

man dieselbe betrachten, als ob sie über alle Elemente des

Körpers, ihren Massen proportional, vertheilt wäre. Wegen
der gleichen Geltung werden die Wirkungen, in Betreff der

Störung der Bewegung, einander gleich sein.

Anmerkung.

§. 289. Wird demnach ein starrer Körper durch eine Kraft

angetrieben, deren Richtung durch seinen Mittelpunkt der Träg-

heit geht, so wird demselben, wenn er sich in Ruhe befindet,

eine fortschreitende Bewegung beigebracht, wenn er sich aber

bereits fortschreitend bewegt, wird seine Geschwindigkeit oder

Richtung oder beide zugleich verändert werden, jedoch so,

dass die Bewegung eine fortschreitende bleibt. Diess ist so

zu verstehen, dass beliebige gerade Linien, welche wir uns

im Körper gezogen denken, während der Dauer der Bewegung
beständig einander parallel bleiben, was das Kennzeichen einer

fortschreitenden Bewegung ist. Wie daher eine derartige Be-

wegung eines starren Körpers angemessen bestimmt werden

könne, wollen wir in der folgenden Aufgabe sehen. Man muss

sich inzwischen davor hüten, dass man die hier bewiesene
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gleiche Geltung der Kräfte nicht auf Körper ausdehne, welche

keine starre sind, indem ihre Grundlage, welche auf dem

Gleichgewichte eines Hebels beruht, zusammenstürzen würde,

wenn der Hebel durch Kräfte gekrümmt werden könnte. Ich

nehme daher hier so starre Körper an, dass sie durch die an-

treibenden Kräfte keine Aenderung ihrer Gestalt erleiden; hier-

auf werde ich ferner untersuchen, wie fest ihr Zusammenhang

sein müsse, damit sie die Einwirkung der Kräfte ohne irgend

eine Veränderung ihrer Gestalt auszuhalten vermögen.

Aufgabe %

§. 290. Ein starrer Körper, welcher sich im iVnfange ent-

weder in Ruhe befunden oder eine fortschreitende Bewegung

empfangen hat, wird beständig durch Kräfte angetrieben , deren

mittlere Richtung durch seinen Mittelpunkt der Trägheit geht;

man soll seine Bewegung bestimmen.

Auflösung.

Da die Kraft, welche den Körper antreibt, oder wenn deren

mehrere vorhanden sind, ihre mittlere Richtung beständig durch

seinen Mittelpunkt der Trägheit geht, so wird die Bewegung*

wie sie sich auch immer so wohl in Bezug auf ihre Geschwin-

digkeit, als auch ihre Richtung ändern mag, doch stets eine

fortschreitende bleiben. Um dieselbe daher kennen zu lernen, ist

es hinreichend, die Bewegung eines einzigen beliebigen Punktes

des Körpers zu bestimmen. Welche Lage nämlich der letztere an-

fangs in Bezug auf diesen Punkt auch eingehalten haben mag,

so wird er dieselbe hernach beständig beibehalten, wenn näm-

lich der Körper, wie wir angenommen haben, sich anfangs in

Ruhe befunden oder eine reine fortschreitende Bewegung em-

pfangen hat. Es ist daher am angemessensten, die Bewegung
seines Mittelpunkts der Trägheit zu erforschen, weil wir uns

die antreibende Kraft gleichsam an diesem angebracht denken

können. Es sei also die Masse des Körpers = M und er

werde nach Verlauf der Zeit t durch eine Kraft = V angetrie-

ben, oder wenn mehrere antreibende Kräfte da sind, sei Fdie
ihnen allen gleichgeltende, welche eine durch den Mittelpunkt

der Trägkeit gehende Richtung hat. Denken wir uns nun in

diesem Mittelpunkte ein Element des Körpers, dessen kleine

Masse == IM sei , wo i einen unendlich kleinen Bruch bezeich-

net, so haben wir dasselbe anzusehen, als ob es durch einen

ähnlichen kleinen TheiliF der ganzen Kraft angetrieben würde.
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Nach der oben aufgestellten Lehre der antreibenden Kräfte ist

es aber einleuchtend, dass die Masse IM durch die Kraft iV
eben so angetrieben werden wird , als die Masse M durch die

Kraft V , weil nur das Verhältniss der Masse zur Kraft in die

Rechnung eintritt. Wir können daher die Sache so auffassen,

als ob die ganze Masse M des Körpers in seinem Mittelpunkte

der Trägheit befindlich und hieran die ganze Kraft V ange-

bracht wäre; hiernach wird die Auflösung dieser Aufgabe sich

von den frühern, welche wir über die Bewegung eines Punktes

gegeben haben, nicht unterscheiden. Um nämlich die Sache

ganz allgemein aufzufassen, beziehen wir die Bewegung auf

die drei, auf einander normale Axen OA, OB und OC (Figur

22J und es sei nach Verlauf der Zeit t der Mittelpunkt der Träg-

heit nach S gelangt, dessen Coordinaten OX = ac 9 XY—y
und YS = z sind. Hierauf zerlege man auf gleiche Weise die

antreibende Kraft V nach diesen drei Richtungen, woraus die

respective längs SP, SQ und SR wirkenden Kräfte P, Q und

R entspringen werden. Nimmt man nun das Zeitelement dt

als constant an, so wird die ganze Bewegung bestimmt durch

die drei Formeln:

Mddx = 2qPdP, Mddij = IgQdP und Mddz= IgRdP*
Wie diese in jedem Falle behandelt werden müssen, ist oben

bereits auseinandergesetzt worden.

Zusatz 1.

§. 291. Im Fall, dass ein starrer Körper mit fortschrei-

tender Bewegung fortrückt, also die mittlere Richtung der an-

treibenden Kräfte durch seinen Mittelpunkt der Trägheit geht,

können wir uns seine ganze Masse als in diesem Mittelpunkte

vereinigt und die gleichgeltende Kraft daran angebracht denken.

Zusatz 2.

§. 292. Ist für eine gegebene Zeit der Ort des Mittelpunktes der

Trägheit gefunden , so wird auch die Lage des ganzen Körpers

bekannt werden, indem diese in Bezug auf jenen Mittelpunkt

stets dieselbe, wie im Anfange bleiben wird; es werden näm-

lich dieselben Theile des Körpers beständig nach denselben

Weltgegenden gerichtet sein.

Zusatz 3.

§. 293. Ist ferner für eine beliebige Zeit die Geschwindig-

keit des Mittelpunktes der Trägheit gefunden, so werden sich
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zugleich alle Punkte des Körpers mit gleicher Geschwindigkeit

bewegen und die Richtungen aller einander parallel sein; so

dass man die Bewegung des ganzen Körpers aus der Bewe-

gung seines Mittelpunktes der Tragkeit erkennen wird.

Anmerkung 1.

§. 294. Alles dasjenige, was wir über die freien Bewe-

gungen von Punkten oder unendlich kleinen Körpern in den

frühern ,T heilen gelehrt haben, gilt daher auch von der fortschrei-

tenden Bewegung starrer Körper und während dasselbe an sich

gar unfruchtbar erschien, wird es nun die häufigste Anwendung
linden, da man es auf das ganze Geschlecht der fortschreiten-

den Bewegungen zu beziehen haben wird. So oft nämlich

starre Körper mit fortschreitender Bewegung einhergehen, was

geschieht, wenn die mittlere Richtung der antreibenden Kräfte

durch ihren Mittelpunkt der Trägheit geht, mögen dieselben

anfangs sich in Ruhe befunden haben oder durch eine fortschrei-

tende Bewegung angetrieben worden sein; wird man ihre Be-

wegung nach der ausführlich dargestellten Theorie der Bewe-

gung von Punkten bestimmen können. Es würde daher über-

flüssig sein, diese Behandlung weiter zu verfolgen. Hiernach

haben wir aber sogleich ausgesprochen, dass, wenn die mitt-

lere Richtung der die Himmelskörper antreibenden Kräfte durch

ihren Mittelpunkt der Trägheit ginge, jene einmal mit einer

reinen fortschreitenden Bewegung fortzurücken angefangen

haben, dass sie dieselbe beständig beibehalten und niemals

eine drehende Bewegung annehmen würden. Da man nun

wahrnimmt, dass dieselben sich um ihre Axe drehen^ so muss
ihnen notwendigerweise eine solche Bewegung von Anfang an

beigebracht worden sein oder die mittlere Richtung nicht be-

ständig durch ihren Mittelpunkt der Trägheit gehen und dass

dieses beim Mond der Fall sei, vermuthen wir mit Recht.

Anmerkung 2.

§. 295. Damit aber, während die durch solche Kräfte an-

getriebenen Körper sich bewegen, sie in ihrer Figur keine Aende-
rung erleiden, muss ihr Zusammenhang hinreichend fest sein und
es wird daher bestimmt werden müssen, eine wie grosse Kraft er

auszuhalten hat. Zunächst haben wir schon bemerkt, dass, wenn
an den einzejnen Elementen des Körpers ihren Massen proportio-

nale Kräfte nach derselben Richtung angebracht wären, der Zu-

sammenhang des Körpers durchaus gar keine Kraft auszuhalten
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habe, sondern er seine Figur auch beibehalten würde, selbst

wenn seine Theile ganz von einander gelöst wären. Dass diese

Kräfte aber nach unserm jetzigen Beweise jenen gleichgeltend

sind, ist nur in Bezug auf die Bewegung zu verstehen und in

so weit als sie von jenen verschieden sind, werden sie auch

die Figur zu verändern streben ; damit diess nicht eintrete,

muss der Zusammenhang hinreichend fest sein. Hieraus ersieht

man, dass das Urtheii, wie gross die Festigkeit des Zusam-

menhanges sein müsse, darauf zurückgeführt wird, dass man
die den Körper wirklich antreibenden Kräfte mit jenen elemen-

taren Kräften, denen sie gleichgeltend sind, vergleiche, weil

sie desto mehr zur Zerstörung des Zusammenhanges beitragen

würden, je mehr sie von ihnen verschieden wären. Um daher

diesen Gegenstand noch deutlicher entwickeln zu können, wird

es angemessen sein, jene Kräfte, wenn sie auch in Bezug auf

die Bewegung gleichvermögend sind, sorgfältig von einander

zu unterscheiden, zu welchem Ende ich die folgende Erklärung

vorausschicke.
Erklärung 4.

§. 296. Elementare Kräfte sind diejenigen, welche an

den einzelnen Elementen des Körpers, jede für sich angebracht,

in ihnen eben die Aenderung des Zustandes hervorbringen

würden, welche sie bei der Bewegung des Körpers wirklich

erleiden.

Erläuterung.

§. 297. Es ist angemessen, diese elementaren Kräfte

sorgfältig von denjenigen zu unterscheiden, welche wirklich

den Körper antreiben. Haben wir nämlich die Bewegung eines

Körpers erkannt, welche durch antreibende Kräfte hervorge-

bracht worden ist, so muss man zu bestimmen suchen, wie

sehr der Zustand eines jeden Elementes gestört werde. Hier-

auf betrachte man die einzelnen Elemente, als ob jedes

für sich existirte und wird dann leicht nach dem Vorherge-

henden die Kräfte bestimmen, welche in ihnen dieselbe Verän-

derung des Zustandes hervorbringen würden; diese Kräfte zu-

sammengenommen sind diejenigen, welche ich in der Folge

unter der Benennung elementarer Kräfte begreifen werde.

Hieraus ergibt sich sogleich , dass diese elementaren Kräfte zu-

sammengenommen denjenigen gleichgeltend sind, welche wirk-

lich den Körper antreiben, weil beide in der Bewegung des

Körpers dieselbe Veränderung hervorbringen. Wird nämlich
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ein Element des Körpers, dessen Masse =zdM ist, bei einer

entweder wirklichen oder nach einer gewissen Richtung zer-

legten Bewegung, vermöge welcher es in dem Zeittheilchen

dt den kleinen Weg dx beschreibt, so beschleunigt, dass für

ein constant angenommenes dt sich das Increment von dx
gleich ddx ergibt; so wird die nach derselben Richtung an-

dM.ddx
treibende Kraft = <* ifi

' ^ daher die Bewegung des Ele-

ments nach je zwei oder je drei Richtungen zerlegt worden,

so schliesst man auf die elementare Kraft, welche seinen Zu-

stand stört und es werden so die elementaren Kräfte für jede

beliebige Veränderung der Bewegung bekannt

Zusatz 1.

§.. 298. Die elementaren Kräfte zusammengenommen sind

daher den wirklich antreibenden Kräften gleichgeltend und aus

serdem so beschaffen, dass der Zusammenhang des Körpers

keine Einwirkung von ihnen erleidet; weil nämlich die einzel-

nen Elemente von ihnen eben so afficirt werden, als ob sie

allein da wären.
Zusatz 2.

§. 299. Bei der fortschreitenden Bewegung sind daher die

elementaren Kräfte diejenigen, welche in den einzelnen Ele-

menten dieselbe Veränderung der Bewegung hervorbringen,

die der ganze Körper von den antreibenden Kräften erleidet,

Aufgabe 3.

§. 300. Ein Körper, angetrieben durch beliebige Kräfte,

deren mittlere Richtung durch seinen Mittelpunkt der Trägheit

geht, bewegt sich frei mit fortschreitender Bewegung; man soll

die Kräfte bestimmen, welche sein Zusammenhang auszuhalten

hat, damit er nicht aufgelöst weide.

Auflösung.

(Figur 29.) Zu einer gegebenen Zeit werde der Körper

durch die Kräfte EP und FQ angetrieben, denen die durch

den Mittelpunkt der Trägheit / gehende Kraft IV= V gleich-

geltend ist. Diese wird daher, wenn die Masse des ganzen

Körpers = M ist, im ganzen Körper eben die Wirkung hervor-

bringen, welche in seinem beliebigen Elemente M, dessen

Masse = dM ist, eine Kraft Mm-=z—- hervorbringen würde,

10
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wobei die Richtung Mm jener IV parallel ist. Es wird daher

31m die elementare Kraft darstellen. Da man nun fragt, eine

wie grosse Kraft die Verbindung des Körpers von den wirk-

lich antreibenden Kräften EP und FQ auszuhalten habe, oder

wie stark jene Verbindung sein müsse, damit die Figur des

Körpers keine Aenderung erleide; so muss man, weil der Kör-

per sich in Bewegung befindet, seinen Zustand der Ruhe oder

des Gleichgewichts angeben, in welchem die Figur des Kör-

pers einer gleichen Einwirkung der Kräfte unterworfen ist. Zu
einem solchen Zustande werden wir aber gelangen , wenn wir

dem Körper wenigstens im Geiste eine derartige Bewegung

und derartige Kräfte beilegen, dass sein Zusammenhang gar

keine Kraft auszuhalten habe, der Körper selbst aber zur Ruhe
gebracht werde. Wass für eine Bewegung aber der Körper

auch erhalten haben möge, so bringe man ihm eine dieser

ersten gleiche und entgegengesetzte bei, damit er wenigstens

in diesem Augenblick sich in Ruhe befinde; diese erdachte Be-

wegung übt aber keine Kraft auf den Zusammenhang des Kör-

pers aus. Nun muss ferner die von den antreibenden Kräften

herrührende Bewegung aufgehoben werden und zwar durch

solche Kräfte, welche auf den Zusammenhang des Körpers

nicht einwirken, was geschieht, wenn man sich an den einzelnen

Elementen den elementaren gleiche und entgegengesetzte Kräfte

angebracht denkt. Man muss sich nämlich vorstellen, dass an dem
V.dM

in 31 befindlichen Elemente dM die Kraft Mv =—'~w~~ und derar-

tige Kräfte an allen einzelnen Elementen angebracht seien; als-

dann wird auf diese Weise der Körper in den Zustand der

Ruhe gebracht werden. Der Körper, angetrieben durch die

Kräfte EP und FQ, denen die durch den Mittelpunkt der Träg-

heit gehende Kraft IV =: V gleichgeltend ist, wonach also

der Körper mit einer beliebigen fortschreitenden Bewegung
fortrückt, wird in Bezug auf den Zusammenhang seiner Theile

eben so afficirt, als ob er ruhete und ausser den wirklich an-

treibenden Kräften EP und FQ an seinen einzelnen Elementen

den elementaren gleiche und entgegengesetzte Kräfte angebracht

wären. In diesem Zustande des Gleichgewichts wird es nicht

schwer sein, zu beurtheiien, wie stark die Theile des Körpers

an einander haften müssen, damit ihr Zusammenhang durch

diese Kräfte nicht gestört werde.
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Zusatz ].

§. 301. Die Kräfte also, denen der Zusammenhang des

Körpers widerstehen muss, sind 1. die den Körper wirklich

antreibenden Kräfte und 2. die in entgegengesetzter Weise an-

gebrachten elementaren Kräfte. Drückt man diese entgegenge-

setzte Anbringung durch das negative Zeichen aus, so ergeben

die antreibenden Kräfte, nach Subtraction der elementaren,

die auf den Zusammenhang der Theile wirkenden Kräfte.

Zusatz 2.

§. 302. Da hier von der Bewegung starrer Körper die

Rede ist, so muss ihr Bau so fest sein, dass er den Kräften,

welche auf den Zusammenhang der Theile einwirken, zu wi-

derstehen vermöge. Hätte er keine hinreichende Festigkeit,

so würde die Bewegung nicht hierher gehören.

Anmerkung 1.

§. 303. Die Regel, welche wir hier zur Bestimmung der,

auf den Zusammenhang des Körpers einwirkenden, Kräfte ge-

funden haben, erstreckt sich sehr weit und hätte auch aus dem
metaphysischen Princip, dass die Ursache immer der vollstän-

digen Wirkung gleich ist, abgeleitet werden können, wenn man
nur dieses Princip richtig versfände. Meistenteils pflegt man
es nämlich zu unbestimmt aufzustellen, als dass man irgend

etwas mit Sicherheit daraus schliessen könnte. Hier aber ver-

treten die wirklich antreibenden Kräfte die Stelle der Ursache,

welche wir mit V bezeichnen, die Wirkung ist aber eine

zweifache. Durch die eine wird die Bewegung des Körpers

afßcirt, statt ihrer müssen wir die elementaren Kräfte anneh-

men, welche unmittelbar die Veränderung der Bewegung hervor-

bringen und welche Kräfte wir mit T bezeichnen wollen. Die

andere Wirkung besteht in dem Bestreben, den Bau des Kör-

pers zu zerstören und an ihre Stelle müssen wir Kräfte

setzen, welche auf den Zusammenhang wirken und welche

wir mit S bezeichnen wollen. Da also die Ursache V die

Wirkung T + S hervorbringt, so müssen wir annehmen,

dass V= T -\- S sei, woraus man, ganz wie wir gefunden

haben, schiiesst, dass
S = V—T

ist. Bei dem so grossen Mangel an Klarheit in der Metaphy-

sik zog ich es vor, den angeführten Beweis zur Beleuchtung

des metaphysischen Grundsatzes anzuwenden.

10*
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Anmerkung 2.

§. 304. Für uns möge es hier hinreichend sein, die Kräfte

angegeben zu haben, welche der Zusammenhang starrer Kör-

per aushalten muss, wie nämlich ein Körper diesen Kräften

widersteht, hangt von seinem Bau ab und von der Weise,

nach welcher seine Theile unter sich zusammenhängen und

gleichsam mittelst einer Art von Leim mit einander ver-

bunden sind. Da dieses Verhältniss der Cohäsion in ver-

schiedenen Arten von Körpern sehr von einander abweicht,

so scheint dasselbe mehr zur Physik, als zur Mechanik zu ge-

hören. Man muss indessen gestehen, dass dieser Gegenstand

noch zu wenig behandelt worden ist und die Principien, worauf

die Festigkeit der Körper sich stützt, uns meistentheils durch-

aus unbekannt sind; diese Lehre verdient aber allerdings mit

allem Eifer erforscht zu werden. Zu unserm gegenwärtigen

Vorhaben gehört diess aber durchaus nicht, indem wir hier

nur annehmen, dass die Körper, deren Bewegung wir betrach-

ten, mit einem hinreichenden Grade von Starrheit ausgestattet

seien, damit sie durch die auf sie einwirkenden Kräfte keine

Aenderung der Figur erleiden, wobei wir uns gar nicht darum

bekümmern, wie der Bau und die Cohäsion der Körper be-

schaffen ist. Uebrigens ist es ziemlich wahrscheinlich, dass

keine Verbindung der Theile so stark sei, um der wenn auch

so geringen Einwirkung solcher Kräfte nicht ein wenig nach-

zugeben; so wie kein Zw7 eifel stattfindet, dass auch die här-

testen Körper beim wechselseitigen Zusammentreffen ge-

wisse Eindrücke aufeinander hervorbringen, wenn dieselben

auch meistentheils unsern Sinnen entzogen werden. Wenn
diese Meinung richtig sein sollte, so würde man durchaus

nur solche Körper für starre zu halten haben, welche gar

keinen Kräften, die ihren Zusammenhang zu stören streben,

unterworfen sind; indem nämlich auch durch die geringsten

Kräfte eine gewisse Veränderung der Figur hervorgebracht

werden würde. Ob aber so starre Körper, wie ich sie hier

annehme, in der Welt existiren oder nicht? diese Frage berührt

unsere gegenwärtige Abhandlung nicht, da es in allen Wissen-

schaften gestattet ist, nicht vorhandene Gegenstände zu be-

trachten, damit hierauf der Uebergang zu vorhandenen sich um

so Leichter darstelle. Man darf nämlich in der Mechanik nur

dann erst die Bewegung nicht starrer Körper untersuchen,
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nachdem vorher die Bewegung starrer Körper aufgestellt worden

ist. Inzwischen kann man nicht leugnen, dass Körper existi*

ren, welche den Kräften so sehr widerstehen, dass die in ihrer

Figur entstandene Aenderung durchaus uubemerkbar ist und

diess reicht meistentheils hin, um solche Körper für vollkom-

men starr halten zu können.

Aufgabe 4.

§. 305. Ein ruhender starrer Körper wird durch eine Kraft,

deren Richtung durch seinen Mittelpunkt der Trägheit geht,

angetrieben; man soll den kleinen Weg bestimmen, über wel-

chen er in einem sehr kleinen Zeittheilchen fortgetrieben wird

und zugleich die Geschwindigkeit, welche er erlangt.

A u f1 ö s u n g

.

(Figur 29.) Da die Zeit als sehr klein angenommen wird,

so kann man die Kraft während derselben als constant und die-

selbe Richtung beibehaltend betrachten. Es sei demnach die

Masse des starren Körpers = M , die angebrachte Kraft, deren

Richtung IV durch den Mittelpunkt der Trägheit / gebt, — V.

In dieser Richtung IV wird der Punkt / fortrücken und der

ganze Körper eine ähnliche fortschreitende Bewegung anneh-

men. Gesetzt, er sei nach Verlauf der als sehr klein angesehe-

nen Zeit t über den Weg 11 = x fortgeführt und habe in i die

Geschwindigkeit = ü erlangt; alsdann wird für ^ = constans

..«.-. ^ Tt , « , ddx 2q Vdt
Mddx= 2g VdP oder -^- = J

M ,

dx 2a Vt
und hieraus, weil die Kraft V constant ist, -j-, z=z-

J
-. Da

dx
nun -77 die Geschwindigkeit v ausdrückt und diese, nach der

Voraussetzung, für £ — verschwindet, so bedarf es nicht der

Hinzufügung einer Constanten. Wir haben demnach nach Ver-

lauf der Zeit t die Geschwindigkeit

2g Vt

ferner da dx = -^— ist, den in der kleinen Zeit t zurück-

gelegten kleinen Weg
#.•_ ff*

7*
2

ll — X — ßj '
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Zusatz I.

§. 306. Es ist demnach der kleine Weg Ii, welchen der

Körper in der kurzen Zeit t zurücklegt, dem Quadrat der letz-

tem, die erlangte Geschwindigkeit v aber der Zeit selbst pro-

portional. Ferner haben wir

2# = vt,

oder es kann mit der erlangten Geschwindigkeit v in derselben

Zeit t der doppelte Weg %x durchlaufen werden.

Zusatz 2.

§. 307. Eben diess gilt auch für eine beliebig grosse

Zeit t, wenn nur während derselben die Kraft V stets dieselbe

Grösse und Richtung behält und der Körper sich anfangs in

Ruhe befunden hat.

Anmerkung.

§. 308. Die Bewegung starrer Körper muss eben so, wie

die unendlich kleiner Körper auf doppelte Weise behandelt

werden, je nachdem sie eine freie oder in Folge äusserer Hin-

dernisse gebundene ist. Dieses Kapitel hat es nur mit der

freien Bewegung zu thun, indem wir annehmen, dass kein äus-

seres Hinderniss den Körper abhalte, den antreibenden Kräften

Folge zu leisten ; es umfasst aber doch nur einen sehr kleinen

Theü derselben, da ein sich frei bewegender Körper ausser

der hier betrachteten reinen fortschreitenden, auf vielfache

Weise drehende Bewegungen annehmen kann. Von der Ent-

wickelung einer derartigen complicirten Bewegung und wie die-

selbe durch beliebige Kräfte gestört wird, sind wir noch sehr

weit entfernt Wir können auch diese Untersuchung nicht un-

ternehmen, bevor wir nicht die drehenden Bewegungen um
feste Axen betrachtet haben ; von hier aus können wir erst zu

den drehenden Bewegungen um bewegliche Axen und weiter

zu den freien Bewegungen im allgemeinen übergehen. Indem

wir daher gewissermaassen die Ordnung der Natur verlassen,

wollen wir jetzt starre Körper betrachten, welche von aus-

sen her so gebunden sind, dass sie nur eine bestimmte Art

von Bewegung annehmen können, was der Fall ist, wenn zwei

feste Punkte desselben durch irgend eine äussere Ursache fest-

gehalten werden. Man sieht nämlich leicht ein, dass, wenn
drei Punkte eines starren Körpers, weiche nicht in gerader

Linie liegen, fest oder unbeweglich bleiben, der ganze Körper
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keine Bewegung wird annehmen können. Werden aber nur

zwei Punkte festgehalten, so kann um sie, wie um eine Axe,

eine drehende Bewegung erfolgen; wie aber diese Bewegung
beschaffen und durch antreibende Kräfte afficirt werde, wollen

wir nun erforschen. Hierbei wird es ausserdem angemessen

sein zu bestimmen, so wohl eine wie grosse Kraft jene festen

Punkte auszuhalten haben, als auch welche Einwirkung der

Zusammenhang des Körpers zu erleiden hat.
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K a p i t e 1 II.

Von der durch keine Kräfte gestörten drehenden Bewegung
um eine feste Axe.

Erklärung 5.

§. 309. Eine drehende Bewegung heisst diejenige, bei

welcher ein starrer Körper sich um eine fest mit ihm verbun-

dene gerade Linie , die sogenannte Drehungsaxe bewegt.

Zusatz 1.

§. 310. Bei der drehenden Bewegung befindet sich die

Drehungsaxe in Ruhe, oder es bleiben die einzelnen auf ihr

befindlichen Punkte unbewegt, die übrigen Punkte des Körpers
bewegen sich aber desto geschwinder, je weiter sie von der

Drehungsaxe entfernt sind.

Zusatz 2.

§. 311. Weil die einzelnen Punkte des Körpers beständig

dieselben Abstände von der Axe beibehalten, können sie sich

nur auf Kreisbogen bewegen, deren Mittelpunkte auf der Dre-

hungsaxe liegen. Die von jedem Punkte des Körpers normal

auf die Axe gezogene gerade Linie wird nämlich der Radius

des Kreises sein, auf dessen Peripherie jener Punkt sich bewegt.

Zusatz 3.

§. 312. Da alle Punkte des Körpers so wohl unter sich,

als auch von der Axe stets dieselben Abstände beibehalten,

müssen sie nothwendig in derselben Zeit durch ähnliche Bogen

fortgehen; ihre Geschwindigkeiten werden daher zu derselben

Zeit ihren Abständen von der Axe proportional sein.
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Zusatz 4.

§. 313. Da die Drehungsaxe in Ruhe bleibt, so wird man,

wenn ausserdem die Lage eines einzigen Punktes des Körpers

bekannt ist, seine ganze Lage kennen; w7enn wir ferner die Ge-

schwindigkeit eines einzigen Punktes kennen, wird man die Ge-

schwindigkeit aller Punkte angeben können.

Erläuterung.

§. 314. (Figur 30.) Bei der Drehung ist die Bewegung
des Körpers so gebunden, dass zwei gewisse Punkte dessel-

ben unbewegt bleiben. Man denke sich nämlich in den zwei

Punkten E und F des Körpers ABCD zwei Stiele eingefügt

und so fest gehalten, dass sich dieselben durchaus nicht be-

wegen können; alsdann wird der Körper sich, ohne dass diese

Stiele im Wege stehen, noch auf doppelte Weise bewegen

können , je nachdem nämlich in der Figur die Punkte A, B und

C auf- oder abwärts getrieben werden.- Diese Verschiedenheit

pflegt man sehr bequem anzudeuten, indem man sagt, der

Körper drehe sich in diesem oder im entgegengesetzten Sinne.

Ausserdem kann die im beiderseitigen Sinne erfolgende Bewe-

gung auf unendlich vielfache Weise, nach Verhältniss der Ge-

schwindigkeit, verändert werden; ist die Geschwindigkeit aber

bekannt, so kennt man noch nicht die Bewegung, wenn nicht

zugleich angegeben wird, in welchem Sinne dieselbe erfolgt.

Sobald aber die Punkte E und F in Ruhe erhalten werden,

werden auch die einzelnen zwischen ihnen in gerader Linie

liegenden Punkte ebenfalls ruhen und es wird daher die gerade

Linie EF die Drehungsaxe sein. Wenn nun m ein beliebiges

Theilchen des Körpers ist und von demselben auf die Axe

EF die Normale mn gezogen wird, mit welcher als Radius

wir uns in der auf EF normalen Ebene einen Kreis beschrie-

ben denken; so kann sich dieses Theilchen m nicht anders,

als auf der Peripherie dieses Kreises bewegen und es wird

immer die Geschwindigkeit des Punktes m dem Abstände mn
proportional sein.

Anmerkung.

§. 315. Ich gebrauche hier das Wort Sinn (sensus), indem

ich die französische Bezeichnung nachahme, weil das Wort Ge-
gend (plaga), dessen andere sich zu bedienen pflegen, den

Unterschied nicht genügend anzugeben scheint. (Fig. 31.) Man
denke sich nämlich die Drehungsaxe normal auf der Ebene

des Papiers in O aufstehend, auf welche aus den Punkten des
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Körpers A 9 B und C die Perpendikel AO, BO und CO ge-

fällt sind; alsdann kann dem Körper eine zweifache Bewegung
beigebracht werden, die eine, bei welcher die Punkte A 9 B
und C längs der Bogen Aa, Bb und Cc, die andere, bei wel-

cher sie längs Aa, Bß und Cy fortgehen. Im erstem Falle

kann man angemessener Weise nicht sagen, dass die Bewe-

gung nach der Gegend Aa erfolge, weil diess nämlich hinsicht-

lich der Punkte B und C, deren Bewegung nach andern Ge-

genden gerichtet ist, nicht wahr sein würde. Gegend deutet

nämlich eine gewisse feste Richtung an, welche bei einer

kreisförmigen Bewegung nicht stattfindet. Wegen des Man-

gels eines passendem Wortes stellen wir also bei einer

solchen Bewegung gleichsam zwei einander entgegenge-

setzte Sinne auf, so dass die kreisförmige Bewegung längs

der Bogen Aa, Bb, Cc als in dem einen, die längs der Bogen

Aa, Bß, Cy als im entgegengesetzten Sinne erfolgend ange-

sehen werden muss.

Erklärung 6.

§. 316. Die Winkelgeschwindigkeit ist bei der dre-

henden Bewegung die Geschwindigkeit desjenigen Punktes,

dessen Entfernung von der Drehungsaxe durch die Einheit

ausgedrückt wird.

Zusatz 1.

§. 317. Aus der Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes

erkennt man daher die Winkelgeschwindigkeit, indem man
dieselbe durch den Abstand jenes Punktes von der Drehungs-

axe diviclirt, weil bei einer drehenden Bewegung die Geschwin-

digkeiten den Abständen von der Axe proportional sind.

Zusatz 2.

§.318. Wenn daher die Geschwindigkeit eines Punktes,

welcher von der Drehungsaxe den Abstand = x hat, = v ist,

so wird die Winkelgeschwindigkeit = -7. Für einen andern Ab-

stand y würde nämlich die Geschwindigkeit ~ -- sein und

nimmt man y = 1 an, so wird dieselbe— —» d, h. gleich der

Winkelgeschwindigkeit.

Zusatz 3.

§. 319. Ist daher umgekehrt die Winkelgeschwindigkeit
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bekannt und = a, so wird die Geschwindigkeit, mit welcher

die Drehung in einem beliebigen Abstände x erfolgt, = ax.

Die Winkelgeschwindigkeit ,, multiplicirt durch irgend einen

Abstand von der Drehungsaxe, ergibt nämlich die wahre Ge-

schwindigkeit für eben diesen Abstand.

Erläuterung.

§. 320. Da bei einer drehenden Bewegung die Punkte des

Körpers, nach ihrer verschiedenen Entfernung von der Axe,

mit verschiedenen Geschwindigkeiten fortgeführt werden, so

führen wir, um alle diese verschiedenen Geschwindigkeiten

zugleich in der Rechnung umfassen zu können, statt ihrer die

Winkelgeschwindigkeit ein, welche für alle Abstände dieselbe

ist. Sie ergibt sich nämlich, wenn wir den in einem gewissen

Zeittheilchen beschriebenen Winkel durch eben dieses Zeit*

theilchen dividiren, so dass dieselbe allen. Abständen gemein-

schaftlich sein wird. Ist nämlich im Abstände x von der Axe
die Geschwindigkeit— v, so wird im Zeittheilchen dt der kleine

Bogen vdt zurückgelegt werden und dividiren wir diesen durch

den Radius x, so erhalten wir den inzwischen beschriebenen

Winkel ==— . Dividiren wir diesen aber wieder durch die
x

Zeit dl, so erhalten wir die Winkelgeschwindigkeit = —;.

Es ist daher gleichgültig, auf welche Weise wir die Winkelge-

schwindigkeit erklären wollen, mag sie die dem Abstände = 1

zukommende Geschwindigkeit, oder die einem jeden Abstände

zukommende Geschwindigkeit dividirt durch eben diesen Ab-

stand., oder mag sie der Elementarwinkel dividirt durch das

Zeittheilchen, in welchem er beschrieben wird, sein; alle drei

Weisen stimmen nämlich unter sich überein. Die erste ist

zwar der Natur der Sache am meisten entsprechend, da auf

diese Weise die
4
wahre Geschwindigkeit angegeben wird und

wir den festen Abstand, welchem sie entspricht, aus einem

ähnlichen Grunde durch die Einheit bezeichnen, als wir

bei der Messung der Winkel den Radius des Kreises , auf

welchen wir sie beziehen, durch die Einheit auszudrücken

pflegen; damit nämlich Winkel und Bogen auf ein gemeinschaft-

liches Maass zurückgeführt werden.

Lehrsatz 3.

§, 323. Wenn ein starrer Körper angefangen hat, sich um
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eine feste Axe zu bewegen , so wird er seine drehende Bewe-

gung beständig mit derselben Geschwindigkeit fortsetzen, wenn
er nicht durch äussere Kräfte gestört wird.

Beweis.

(Figur 30.) Es sei EF die Drehungsaxe, um welche ein

starrer Körper sich zu bewegen angefangen hat und zwar mit

der Winkelgeschwindigkeit = c, welche nämlich dem Abstände

= 1 von der Axe entspricht. Ein jedes Theilchen wi, welches

von der Axe um den Zwischenraum mn = x entfernt ist, hat

daher die Geschwindigkeit = ex in demselben Sinne. Da nun

der Körper mit der Axe gleichsam Einen starren Körper bildet,

so muss man sich das Theilchen m so mit der Axe EF ver-

bunden vorstellen , dass es stets denselben Abstand mn = x von

derselben beibehält. Betrachten wir nun dieses Theilchen allein,

wie mittelst eines Fadens mn mit der Axe verbunden, so haben

wir oben gesehen, dass dasselbe mit der empfangenen Bewe-

gung sich gleichförmig auf der Peripherie eines Kreises drehen

wird. Da dieses nun von allen für sich genommenen Elementen

gilt, so muss man sehen, ob sie einzeln ihre Bewegung ver-

folgen können, ohne sich wechselseitig hinderlich zu sein. Es

ist aber einleuchtend, dass, wenn sie auch einzeln von einander

getrennt, aber mit der Axe mittelst Fäden verbunden wären,

sie doch alle in ihrer Bewegung verharren könnten, so dass

sie beständig dieselben gegenseitigen Abstände beibehielten

und die Figur des Körpers unverändert bliebe. Es wird daher

auch ihre wechselseitige Verbindung nicht verhindern, dass die

einzelnen Elemente ihre Bewegung verfolgen; folglich wird der

ganze Körper die ihm beigebrachte drehende Bewegung so

fortsetzen, dass er sich gleichförmig um die Axe, stets mit

derselben Winkelgeschwindigkeit umwälzen wird.

Zusatz ].

§. 322. Setzen wir daher die Winkelgeschwindigkeit = c,

so dass im Abstände = x von der Axe die Geschwindigkeit

= ex wird, so haben wir, indem wir die letztere = v setzen,

c=z~-. Da nun x und v Linien sind, wird die Winkelgeschwin-
x °

digkeit c durch eine absolute Zahl ausgedrückt.

Zusatz 2.

§. 323. Aus der Winkelgeschwindigkeit c scbliesst man
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auf die Zeit £, in welcher die Drehung durch einen gewissen

Winkel cp folgt Da nämlich die Bewegung gleichförmig ist,

haben wir c = ^ und daher / = — ; es gibt also offenbar die
t c ö

Winkelgeschwindigkeit c den Winkel an, welcher in Einer Se-

cunde zurückgelegt wird.

Zusatz 3.

§. 324. Bezeichnet daher 1 : tc das Verhältniss des Durch-

messers zur Peripherie, so dass ^tc die Peripherie des Kreises

ist, dessen Radius = 1; so ist die Zeit Einer Umwälzung,

nach welcher der Körper in seine frühere Lage zurückkehrt, ==

— Secunden.
c

Zusatz 4.

§. 325. Da wir festgesetzt haben, dass wir die Zeiten

stets in Secunden ausdrücken wollen , so wird ein Körper,

wenn die Winkelgeschwindigkeit — c ist, bei drehender Be-

wegung in der Zeit t den Winkel et zurücklegen.

A 11 m e r k u n g.

§. 326. Wir haben daher für absolute Maasse eine be-

stimmte Bezeichnung der Winkelgeschwindigkeit, sie wird

nämlich durch den Winkel ausgedrückt, welcher in einer Se-

eunde beschrieben werden würde, wenn die drehende Bewe-

gung gleichförmig wäre. Es stimmt diess mit der oben festge-

setzten Weise, alles die Bewegung Betreffende auf absolute

Maasse zurückzuführen, überein, deren Grundlage darin besteht,

dass wir die Zeiten stets in Secunden ausdrücken. Alsdann

bezeichnen wir aber jede Geschwindigkeit durch den Weg,
welchen ein mit derselben fortgeführter Körper innerhalb Einer

Secunde durchlaufen würde, wodurch wir eine sehr deutliche

Idee der Geschwindigkeit erhalten. So wie also die Geschwin-

digkeit im allgemeinen der in Einer Secunde zurückgelegte Weg
ist, ist die Winkelgeschwindigkeit der in Einer Secunde be-

schriebene Winkel, wenn nämlich die Bewegung gleichförmig ist.

Ist die drehende Bewegung nicht gleichförmig, so dass in

jedem Augenblick die Winkelgeschwindigkeit eine andere wird;

so wird sie auf ähnliche Weise zu jeder Zeit durch den Win-
kel ausgedrückt, welchen der Körper, wenn er sich mit dieser

drehenden Bewegung gleichförmig umwälzte, in Einer Secunde

beschreiben würde. Aus diesem Lehrsatze erkennt man die



158 Kapitel IL Von der durch keine Kräfte gestörten

gleichförmige drehende Bewegung vollkommen, mit welcher

jeder starre Körper, wenn er nicht durch äussere Kräfte ange-

trieben wird, nothwendig sich bewegt. Hieraus geht hervor,

tlass das Princip der gleichförmigen Bewegung, welches sich auf

die Trägheit stützt , auch auf die drehende Bewegung starrer

Körper ausgedehnt wird, wenn nur die Drehungsaxe fest ist.

Es ist daher angemessen, zu erforschen, einer wie grossen

Kraft es bedarf, um die Axe in ihrer festen Lage zu erhalten.

Aufgabe 5.

§. 327. Ein starrer Körper dreht sich gleichförmig um eine

feste Axe; man soll die Kräfte bestimmen, welche diese aus-

zuhaken hat oder welche angebracht werden müssen, damit

die Axe in ihrer Lage erhalten werde.

Auflösung.

(Figur 30.) Man betrachte den Körper wieder als in seine

Elemente zerlegt, welche einzeln mit der Drehungsaxe verbun-

den seien und da nun das beliebige Element m sich auf einem

Kreise bewegt, dessen Radius sein Abstand mn von der Axel^i*
1

ist; so wird es, in Folge der oben (§. 213.) erklärten Centri-

fugalkraft, den Faden anspannen und mit einer eben so grossen

Kraft die Axe in der Richtung nm antreiben. Um dieselbe

durch Rechnung auszudrücken, sei dM die kleine Masse die-

ses Elementes, sein Abstand von der x^xe EF oder n?n~x
und die Winkelgeschwindigkeit = y, so dass y der in den ein-

zelnen Secunden beschriebene Winkel ist; alsdann ist die Ge-

schwindigkeit, mit welcher das Element in sich auf seinem

Kreise bewegt, = yx. Bezeichnet nun cj die Höhe, aus wel-

cher ein durch die Schwere angetriebener Körper in Einer Se-

cunde herabsinkt, so ist (§. 213.) die Centrifugalkraft dieses

y*x*dM y
2

7 „
Elementes = —ö = o ocdM*

%jx 2g

wo dM das kleine Gewicht ist, welches das Element des Kör-

pers in der, zu den absoluten Messungen ausgewählten, Gegend
der Erde haben würde. In Folge der Bewegung dieses Ele-

mentes, während es sich in m befindet, hat die Axe die Kraft

k- xdM auszuhärten, durch welche sie in der Richtung nm%
angetrieben wird. Da sie nun von den einzelnen Elementen

ähnliche Kräfte auszuhalten hat, kann man hieraus auf die
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ganze Kraft schliessen , welche der gesammte Körper auf die

Axe ausübt.
Zusatz 1.

§. 328. Die aus den einzelnen Elementen entspringenden

Kräfte stehen daher bei derselben Winkelbewegung im zusam-

mengesetzten Verhältniss der Massen und der Abstände von

der Axe ; die der letztem näher liegenden Elemente bringen

also eine geringere, die entferntem eine grössere Wirkung hervor.

Zusatz 2,

§. 329. Bei demselben Elemente aber steht ferner die

Kraft, welche die Axe durch dasselbe erleidet, im doppelten

Verhältniss der Winkelgeschwindigkeit; ist diese doppelt so

gross, so wird jene viermal grösser werden.

Zusatz 3.

§. 330. WVil das Element m auf der Peripherie eines

Kreises mit gleichmässiger Bewegung herumgeführt wird,, bleibt

die Kraft zwar immer von derselben Grösse und an demselben

Punkte n der Axe angebracht, aber ihre Richtung ändert sich

beständig, weil sie stets nach dem Elemente hin geht.

Anmerkung.

§. 331. Oben (§. 213.) haben wir nämlich gefunden, dass

zur Bewegung eines kleinen Körpers von der Masse =. A, mit

der Geschwindigkeit =zv und auf der Peripherie eines Kreises

vom Radius =r eine, nach des letztern Mittelpunkt gerichtete

Av1

Kraft = tt— erforderlich ist. Da nun in unserm Falle die

Masse A = dM , die Geschwindigkeit x> = yx und der Radius

. y
2xdM

r = x ist, so wird diese Kraft = —~ Dieselbe spannt den

Faden, welcher das Element an die Axe bindet und treibt

desshalb diese in der Richtung nm an. Aehnliche Kräfte die-

ser Art wirken auf die einzelnen Punkte der Axe ein und will

man die Kräfte kennen, welche der Punkt n auszuhalten hat,

so denke man sich einen ebenen Schnitt durch den letztern,

normal gegen die Axe EF. Alsdann werden alle in dieser

Ebene liegenden Elemente ihre Kräfte auf den Punkt n aus-

üben und da sie alle an demselben Punkte angebracht sind,

lassen sie sich nach den Lehren der Statik leicht auf eine einzige

Kraft zurückführen. Diess wird der Fall sein, wenn der ganze
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Körper gleichsam in eine, auf die Axe normale Ebene zusam-

mengefügt ist und diesen wollen wir, ehe wir zu drei Dimen-

sionen übergehen, entwickeln.

Aufgabe 6.

§. 332. Der Körper ist eine sehr dünne ebene Scheibe,

welche auf der Drehungsaxe normal steht und sich mit gege-

bener Geschwindigkeit um diese dreht; man soll die Kraft be-

stimmen, welche die Axe auszuhalten hat.

Auflösung.

(Figur 32.) Es sei AEaF diese sehr dünne Scheibe von

beliebiger Form, ihre Masse = M und man denke sich im

Punkte ö die auf ihr normal stehende Drehungsaxe, da nun

die von den einzelnen Elementen der Scheibe nach O gezoge-

nen geraden Linien zugleich ihre Abstände von der Drehungs-

axe vorstellen , so werden sie alle ihre Kräfte auf den Punkt

O ausüben. Man betrachte daher ein beliebiges Element der

Scheibe als in M befindlich, seine Masse sei = dM 9 sein Ab-

stand von der Drehungsaxe OM=r; alsdann wird, wenn man

die Winkelgeschwindigkeit = y setzt, die Kraft, welche den

y
2rd3I

Punkt O in der Richtung GM antreibt, = '
' . Um diese

aus den einzelnen Elementen entspringenden Kräfte leichter

auf eine einzige zurückzuführen , denke man sich durch den

Punkt O zwei auf einander normale Axen OA und OB in der

Ebene der Scheibe und beziehe auf dieselben die Coordinaten

OP~x und P31=y für den Punkt 31. Vollendet man nun

das Rechteck OPMQ, so wird jene Kraft 031 in zwei längs

der Axen wirkende zerlegt, und zwar wird die längs OA wir-

y*xdM , ,. ... n«> .
i

. i
y*ydM

kende = —zi und die längs OB wirkende = —^-— • Aus

der ganzen Scheibe entspringt daher die antreibende Kraft in

der Richtung OA = \-fxdM und in der Richtung OB =

h-'fydM. Diese Integrale werden aber durch die Lage des

Mittelpunktes der Trägheit auf dieser Scheibe bekannt, setzt

man denselben in / und fällt man von hier auf die Axen die

Perpendikel Mund /L, so WxxdfxdM=3L0K und fydM
= M.OL. Da nun also die längs OA wirkende Kraft —
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^M.OK und die längs OB wirkende Kraft = ^ M,0L ist,

so wird diesen zwei Kräften eine einzige, in der Richtung Ol

antreibende, Kraft gleichgeltend sein, weiche = ^- M.Ol ist.

Diess ist die Kraft, welche die Drehungsaxe im Punkte O,
in Folge der Bewegung der Scheibe, auszuhalten hat.

Zusatz 1.

§.. 333. Die Richtung der Kraft, welche die Axe in Folge

der Bewegung der Scheibe auszuhalten hat, geht daher vom
Punkte O nach dem Mittelpunkte der Trägheit der Scheibe /

hin und es ist die Kraft selbst dem Abstände dieses Mittel-

punktes / von der Axe proportional.

Zusatz 2.

§. 334. Wäre die ganze Masse M der Scheibe in ihrem

Mittelpunkte der Trägheit vereinigt und drehte sich dieselbe

mit gleicher Winkelgeschwindigkeit um die Axe, so würde die
" r2

letztere eine Kraft = -'r~ M.Ol in derselben Richtung Ol aus

zuhalten haben.
Zusatz 3.

§. 335. Die Axe hat daher von der Scheibe dieselbe Kraft

auszuhalten, als ob die ganze Masse der Scheibe in ihrem

Mittelpunkte der Trägheit vereinigt wäre und sich mit gleicher

Winkelgeschwindigkeit um die Axe dreh'te. Diese neue Eigen-

schaft des Mittejpunkt.es der Trägheit ist sehr bemerkenswerth.

Zusatz 4.

§. 336. Ginge daher die Axe durch den Mittelpunkt der

Trägheit der Scheibe und stände sie auf dieser senkrecht, so

würde, weil alsdann Ol — wäre, die Axe in Folge der Be-

wegung der Scheibe gar keine Kraft verspüren und es würde

daher auch keine Kraft erforderlich sein, um die Axe unbe-

wegt festzuhalten.

Anmerkung.

§. 337. Geht die Axe nicht durch den Mittelpunkt der

Trägheit, so muss dieselbe so fest innerhalb ihrer Angeln ge-

halten werden , dass sie der angegebenen Kraft zu widerstehen

vermag und niemals aus ihrer Lage gebracht werden kann. Da
aber eben die Richtung dieser Kraft im Kreise herumgetrieben

tl
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wird, muss die Axe nach jeder Richtung hin durch eine aus-

reichende Kraft in ihrer Lage festgehalten werden ; ferner ist

es einleuchtend, dass eine desto grössere Kraft zur Festhal-

tung der Axe erforderlich sein wird, je weiter der Mittelpunkt

der Trägheit von ihr entfernt ist. Ausserdem ist aber diese

Kraft der Masse der Scheibe und dem Quadrat der Winkelge-

schwindigkeit proportional. Uebrigens führt uns dieser Fall, in

welchem wir den Körper wie eine unendlich dünne Scheibe

betrachtet haben, zu beliebigen Körpern, weil man, indem

man einen Körper durch auf die Axe normale Schnitte in un-

endlich viele Scheiben zertheilt, hieraus leicht auf die Kräfte

schliesst, welche die Axe in ihren einzelnen Punkten antreiben.

Die ganze Arbeit wird nämlich darauf zurückgeführt, den Mit-

telpunkt der Trägheit einer jeden Scheibe zu finden; wir wol-

len aber auf eine andere Weise diese Bestimmung versuchen.

Aufgabe 7.

§. 338. (Figur 33.) Ein starrer Körper dreht sich gleich-

förmig um die Axe OA , man soll die Kräfte, welche die letz-

tere auszuhalten hat, in eine Summe vereinigen oder auf zwei

Kräfte zurückführen, durch welche die Axe angetrieben wird.

Auflösung.

Mit der Drehungsaxe OA conjugire man in O die zwei

normalen Axen OB und OC, welchen man für das Element

des Körpers in Z, dessen Masse = dM ist, wenn M die Masse

des ganzen Körpers bezeichnet, die drei Coordinaten OX—a;,
XY~y und YZ = z parallel ziehe. Setzt man nun die Win-

kelgeschwindigkeit, mit welcher der Körper sich um die Axe
OA dreht, = y und den Abstand des Elementes von der Axe
oder XZ=r; so wird in Folge der Bewegung dieses Elemen-

tes die Axe im Punkte X in der Richtung XZ angetrieben

durch eine Kraft =^ • Zieht man nun XV # YZ # OC9

so zerlege man diese Kraft nach den Richtungen XYunä XV,
und es werden die nach diesen beiden Richtungen wirkenden

„ n ..
y*ydM y*zdM

, A , ,

Kräfte respective = —£ und = —^—
- ; es hat daher die

Axe von den einzelnen Elementen Kräfte auszuhalten , deren

Richtungen OB und OC parallel sind. Man kann demnach

alle, welche nach beiden Richtungen wirksam sind, für sich

in eine Summe vereinigen. Es stelle also Ee die Kraft vor,
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welche allen Kräften XY und Ff die Kraft, welche allen Kräf-

ten XV gleichgeltend ist; alsdann ist zuerst jede von beiden

der Summe aller Kräfte, denen sie gleichgeltend ist, gleich.

Es wird daher

die Kraft Ee = ^-fydM und die Kraft Ff= —fzdM-

Zweitens müssen die Momente dieser Kräfte in Bezug auf

den Punkt gleich sein der Summe aller elementaren Mo-
mente zusammengenommen, wodurch wir erhalten:

£.OE.fydM=£fxydM oder OE =fj0§
und £.OFfodM ^-fxtdM oder OF=f~^-

Auf diese Weise sind alle Kräfte, welche die Axe auszu-

halten hat, auf zwei Ee und Ff zurückgeführt, deren Grösse,

Richtung und Angriffspunkt man kennt.

Zusatz 1.

§. 339. Befindet sich der Mittelpunkt der Trägheit des

Korpers in / und entsprechen demselben die Coordinaten OG,
GK und Kl, so wird, wie wir oben gesehen haben,_ fxdM „ r7 fydM , _.. fzdM

Wir haben daher für die vorhergehenden Formeln

fydM = M.GK nnd fzdM= M. KL

Zusatz 2.

§. 340. Befände sich die ganze Masse des Körpers M im

Mittelpunkte der Trägheit /, so würde er sich mit gleicher

Geschwindigkeit herumdrehen und es würde die Axe im Punkte

r2

G, nach der Richtung Gl, eine Kraft = ^~ M.GI auszuhalten

haben. Hieraus entspringen die zwei Kräfte

längs GK=£fydM und längs GL = hfzdM >

welchen jene längs Ee und Ff wirkenden Kräfte gleich sind.

Zusatz 3.

§. 341. Nimmt man die Ebene AGB, welche unserer Will-

kühr überlassen ist, als durch den Mittelpunkt der Trägheit /

des Körpers gelegt an, dass alsoX7 = und fzdM = wird;

so ergibt sich zwar
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die Kraft Ff= und der Abstand OF= od,

jedoch so, dass ihr Moment endlich, nämlich

Ff.OF—^-fxzdM
wird.

Anmerkung.

§. 342. Diese zwei Kräfte Ee und Ff kann man nur dann

weiter auf eine einzige zurückführen, wenn der Zwischenraum

EF verschwindet; denn zwei in verschiedenen Punkten einer

geraden Linie angebrachte Kräfte lassen sich nur dann auf eine

einzige reduciren, wenn ihre Richtungen in derselben Ebene liegen.

Man kann aber diese zwei Kräfte Ee und Ff auf unzählige Weise

auf zwei andere reduciren, wie es der Fall ist, wenn wir die Lage

derAxen OB und OC verändern. So haben wir gesehen, dass in

dem Falle, wo die Ebene AGB durch den Mittelpunkt der Träg-

heit gelegt wird, die Kraft Ff verschwindet und der Abstand

OF=<x> wird. Hat man aber je zwei derartige Kräfte Ee
und Ff, welche die Axe auszuhalten hat, gefunden, so muss

diese, damit sie nicht aus ihrer Lage gebracht werde, noth-

.

wendig durch gleiche und entgegengesetzte Kräfte festgehalten

werden. Ist nämlich die Axe in iE 'und F an festen Ringen,

innerhalb deren sie sich frei drehen kann, aufgehängt, so wird

der Ring in E eine Kraft Ee und der Ring in F eine Kraft

Ff auszuhalten haben, woraus man auf die Festigkeit dieser

Ringe schliessen kann. Soll aber die Axe in zwei gegebenen

beliebigen Punkten unterstützt werden , so wird man die in

jenen Punkten anzubringenden Kräfte angeben können, damit

die Axe unbewegt erhalten werde; diese Bestimmung wollen

wir in der folgenden Aufgabe unternehmen.

Aufgabe 8.

§. 343. (Figur 33.) Die Axe, um welche ein starrer Kör-

per sich mit gleichförmiger Bewegung dreht, wird in zwei ge-

gebenen Punkten O und A festgehalten; man soll die Kräfte

bestimmen, welche die Axe in diesen zwei Punkten auszuhal-

ten hat.

Auflösung.

Es bleibt alles, was wir in der vorhergehenden Aufgabe
vorausgesetzt haben, unverändert und es sind alle die Axe
antreibenden Kräfte auf die zwei Ee und Ff zurückgeführt,

jene parallel der Axe OB, diese parallel der Axe OC, so

dass wir haben
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die Kraft Ee = lyJydM und die Kraft F/= ^-fidM y

ferner £-^ und OF-^^.leiner C//!, - ^^ und Ui^ -
^dM

Man soil nun die Kräfte suchen, welche in den Punkten

O und A angebracht diesen gleichgeltend sind. Es sei dem-

nach der Abstand OA = a und man habe in O und A die

Kräfte Ob und ^ angebracht, welche der Kraft Ee gleichgel-

tend sind. Diess geschieht, wenn Ob + Aß = Ee und Ob.

OE ~ Aß.AE ist; hieraus entspringt

AE.Ee r OE.Ee
, 4l>

OE.Ee
Ob -- — = he — — und Aß =

a a r a

Auf ähnliche Weise bringe man in ö uiid ^4 die Kräfte

Oc und ^4y an, welche der Kraft Ff gleichgeltend sind, und

es wird alsdann
_ AF.Ff „ OFF/* OF.Ff
Oc = - = tt — und Ay = — - •

Wir haben daher in beiden Punkten O und ^4 je zwei

Kräfte, welche die Axe dort auszuhalten hat, nämlich im

Punkte O die Kräfteoi 2 1

Ob = f- [fydM- -JxydM] und Oc = |^ [/zdilf - -fxzdM] ,

ferner im Punkte ^f die Kräfte

^= |^- \fxydM und Jy = ^ . \fxzdM .

Führen wir aber die Linien, welche sich auf das in Z ge-

legene Element dM beziehen, ein, so werden die Kräfte

Ob^^fAX.XYdM, Oc — ^fÄX.TZdM,

Aß — ^~/OX. XYdM und Ay = <£-fOX.YZd31*

Setzen wir nun OG = 6, AG = c, so dass a = 6 + c wird,

ferner 6rÄ — w, so dass J^ = c — u und OXzzzb + u wird;

so erhalten wir die Kräfte

v2 V2

06 =^ [c/ydilf -fuydM] ,Oc =^ [cfzdM -fuzdM] ,

J|3 = £-
g
[bfydM+fuydM] und Jy =^ [bfzdM + fuzdM].

Nehmen wir die Ebene AOB so an, dass sie durch den

Mittelpunkt der Trägheit / geht, so wird fzdM = und setzen

wir ferner die Integrale
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fydM= D, fuydM = E und fuzdM = F

;

so werden die Kräfte

06=£-
g
[Dc-E], Oe = -£g.F.

A? = WgV>b + E] Und J/ = fe-
F -

Nun lassen sich leicht sowohl in O die zwei Kräfte Oft und

Oc, als auch in A die zwei Jß und Ay auf Eine reduciren , so

dass in beiden Endpunkten O und A die dort gegen die Axe
drückende Kraft bekannt wird.

Zusatz 1.

§. 344. Setzt man daher voraus, dass die Ebene AGB
durch den Mittelpunkt der Trägheit des Körpers oder / gehe,

so werden die Kräfte Gc und Ay einander gleich und entge-

gengesetzt, so dass die eine den negativen Werth der andern

hat; oder es wird Gc + Ay = 0,

weil KI= und daher auch die Kraft GL = ist.

Zusatz 2.

§. 345. Geht die Drehungsaxe GA durch den Mittelpunkt

der Trägheit /, so wird auch fydM = D — i) und wir erhalten

daher die Kräfte, welche die Axe in den Punkten G und A
auszuhalten hat, nämlich

die Kraft Gb.= - £- . E , die Kraft Gc = — /*-
. F,

Zusatz 3.

§. 346. Damit die Axe gar keine Kräfte auszuhalten habe
und der Körper sich frei um sie drehen könne, müssen not-
wendig die vier Integrale zugleich verschwinden, es muss also

fydM = 0, fzdM = , fxydM= und fxzdM=
sein. Den zwei ersten geschieht Genüge, wenn die Drehungs-
axe durch den Mittelpunkt der Trägheit des Körpers geht.

Anmerkung.

§. 347. Hier haben wir die zwei Punkte O und A, an
welchen die Axe gewissermaassen aufgehängt ist, nach Belie-

ben angenommen; es ist ferner im Allgemeinen klar, dass die

Kräfte, welche zur Festhaltung der Axe in diesen Punkten er-

forderlich sind, desto kleiner sein werden, je grösser man den
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Abstand OA annimmt. Hierüber darf man sich nicht wundern,
da diese Wirkung von den Momenten der Kräfte abhängt
Treffen aber die Punkte ö und A zusammen , so dass

OA = a =
wird, so werden jene Kräfte selbst unendlich gross , woraus

man ersieht , dass die Axe in einem einzigen Punkte keines-

weges hinreichend festgehalten werden kann, um unbeweglich

zu bleiben. Es sind daher hierzu zum wenigsten zwei, an ver-

schiedenen Punkten der Axe anzubringende, Kräfte erforderlich,

wenn nicht etwa die zwei ursprünglichen Kräfte Ee und Ff
bereits in demselben Punkte angebracht sind. Diess kann

aber, nach der vorhergehenden Aufgabe, nur geschehen, wenn

JxydM :fxzdM= fydM : fzdM.
Nimmt man daher die Ebene AGB so an, dass sie durch

den Mittelpunkt der Trägheit des Körpers / geht, also fzdM
= wird; so tritt jenes ein, wenn man

fxzdM=0
hat. Dies folgt auch aus der vorliegenden Aufgabe, weil alsdann

die Kräfte Oc und Ay verschwinden und allein die Kräfte 06
und ^4/3 übrig bleiben, denen die einzige Kraft Ee gleichgeltend

ist; so class alsdann die Axe in dem einzigen Punkte E un-

terstützt werden kann, nämlich durch die Ee gleiche und ent-

gegengesetzte Kraft. Es wird demnach hinreichend sein , die

Axe in dem einzigen Punkte E zu unterstützen, wenn die

Ebene AGB durch den Mittelpunkt der Trägheit des Körpers

gelegt und fxzdM = ist, in welchem Falle

die Kraft Ee = t^-fydM und der Abstand OE =
ßjdM

wird. In allen übrigen Fällen muss die Axe in zwei Punkten

festgehalten werden und wie man diese auch immer annehmen

mag, müssen die zur Festhaltung der Axe erforderlichen Kräfte

den hier bestimmten gleich und entgegengesetzt sein.

Nachdem wir diese angegeben, bleibt noch übrig, die

Kräfte zu bestimmen, welche der Zusammenhang des Körpers

in Folge der drehenden Bewegung auszuhalten hat.

Aufgabe 9.

§. 348. Wenn ein starrer Körper sich gleichförmig um

eine feste Axe dreht, soll man die Kräfte bestimmen, welche

sein Zusammenhang oder die wechselseitige Verbindung seiner

Theile auszuhalten hat.
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Auflösung.

(Figur 33.) Es drehe sich der Körper um die Axe OA
mit der Winkelgeschwindigkeit = y, so dass er in den einzel-

nen Secunden einen Winkel y zurücklegt; alsdann haben wir

gesehen, dass das in Z befindliche Körpertheilchen , dessen

kleine Masse = dM und Abstand von der Axe OA, d. h. XZ
y
2rdM= r ist, die Centrifugalkraft = —=> haben wird, in Folge

welcher dieses Theilchen sich in der Richtung Zi von der Axe
zu entfernen strebt. Auf ähnliche Weise werden die Elemente

des Körpers das Bestreben haben, von der Axe zurückzuwei-

chen und damit diess nicht geschehe, muss der Zusammenhang
des Körpers hinreichende Festigkeit haben. Um diess leichter

einzusehen, betrachten wir den Körper als ruhend und suchen

die Kräfte, welche an ihm angebracht werden müssen, um auf

seinen Zusammenhang eben so einzuwirken, als diess jetzt, wo der

Körper in Bewegung ist, geschieht. Wir haben uns daher an

den einzelnen, in Z befindlichen Elementen dM Kräfte Zz

=
9

angebracht zu denken , welche dieselben von der

Axe OA abziehen. Damit aber nicht der ganze Körper durch

diese Kräfte zur Bewegung angetrieben werde, denken wir uns

ausserdem in den Punkten E und F Kräfte angebracht, welche

den Kräften Ee und Ff gleich und entgegengesetzt sind und

erhalten so alle Kräfte, welche der als ruhend angesehene

Körper auszuhalten hat und dessen Theile so fest zusammen-

hängen müssen, dass diese Kräfte keine Aenderung der Figur

hervorbringen. Alsdann wird aber der, durch alle diese Kräfte

angetriebene, Körper im Gleichgewicht erhalten werden.

Zusatz 1.

§. 349. Ist Z irgend ein äusserster Punkt des Körpers,

so muss das Theilchen dM so fest mit dem übrigen Körper

y^rdM
verbunden sein, dass es nicht durch die Kraft Zz = L-ri

davon getrennt werden könne. Da die Richtung der letztern

von der Axe abgewandt ist, ist es nicht nöthig, dass das

Theilchen an den Seiten befestigt sei.

Zusatz 2.

§. 350. Näher an der Axe muss die Verbindung stärker
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sein, weil alle weiter entfernten Theilchen ihre Kräfte, von

der Axe zurückzuweichen, vereinigen; nothwendig muss daher

auf der Axe selbst der stärkste Zusammenhang wirksam sein.

Anmerkung.

§. 351. In Betreff der Axe habe ich hier angenommen,

dass dieselbe in den Punkten E und F gehalten werde; sollte

sie aber in je zwei andern beliebigen Punkten ö und A fest-

gehalten werden, so muss man sich in ihnen Kräfte angebracht

denken , welche den oben angegebenen gleich und entgegenge-

setzt sind und im Verein mit den elementaren Kräften 7jz eben-

falls den Körper im Gleichgewicht erhalten werden. Der Zu-

sammenhang muss daher so stark sein, dass, wenn die erwähn-

ten Kräfte am ruhenden Körper angebracht wären, seine Figur

durch ihre Wirksamkeit keine Aenderung erleiden würde. Es

erhellt aber zugleich hieraus, dass alle diese Kräfte im dop-

pelten Verhältniss der Winkelgeschwindigkeit stehen, also eine

doppelt so geschwinde Bewegung einen viermal so festen Zu-

sammenhang erfordert. Es ist nicht angemessen , diese Beur«

theilung, welche von dem innern Bau der Körper und der Natur

ihrer Theile abhängig ist, hier weiter zu verfolgen, sie verdient

vielmehr als eine besondere Lehre aufgestellt zu werden.

Da wir nun in diesem Kapitel alles, was die durch keine

äussere Kräfte gestörte drehende Bewegung betrifft, genügend

auseinandergesetzt haben, so wollen wir erforschen, was aus-

serdem die Kräfte bewirken ; und zwar wollen wir zuerst einen

starren Körper, welcher um eine feste Axe beweglich ist, im

Zustande der Ruhe betrachten und die elementare Bewegung
erforschen, welche ihm durch gegebene Kräfte in einer nur un-

endlich kleinen Zeit beigebracht werden wird. Diese an sich

wenig nützliche Abhandlung wird angeben, wieviel die Axe
durch die antreibenden Kräfte erleidet, in der Folge aber wird

sie, wenn von der freien Bewegung starrer Körper die Rede

ist, den grössten Nutzen bringen.
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Kapitel III.

Von der Erzeugung der drehenden Bewegung,

Aufgabe 10.

§. 352. Ein starrer, um eine feste Axe beweglicher Körper

befindet sieh in Ruhe; man soll die elementaren Kräfte be-

stimmen, durch welche er während eines sehr kleinen Zeit-

theilchens um einen gegebenen Winkel fortbewegt wird.

Auflösung.

(Figur 34.) Es sei ABCD ein beliebiger, auf die Drc-

hungsaxe normaler Durchschnitt des Körpers, worauf man sich

also die Axe in O perpendiculär stehend zu denken hat. Um
dieselbe soll der Körper sich im Zeittheilchen dt durch den Win-

kel adt2, bewegen, indem wir wissen, dass die im unendlich

kleinen Zeittheilchen dt erzeugten kleinen Wege dem Quadrate

dieses Zeittheilchens proportional sind. Betrachten wir daher

ein beliebiges Element in M 3 dessen Masse = dM und Ab-

stand von der Axe OM — r ist, so wird dasselbe durch den

kleinen Bogen Mm = ardi2, fortgeführt werden müssen. Damit

diese Wirkung hervorgebracht werde, wird das Element noth-

wendig in der Richtung Mm durch eine gewisse = p gesetzte

Kraft angetrieben werden. Die kleine Masse dM wird aber,

angetrieben durch eine Kraft ==p, im Zeittheilchen dt über

dt)dt^1

den kleinen Weg = jwm~ (§• 305.) fortgeführt und dieser muss

jenem ardt2 gleichgesetzt werden, wodurch wir die Kraft

ardM
v =—
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erhalten. Dieses Element wird alsdann die Geschwindigkeit

= jitf = Sarai erlangen und es wird daher die erlangte

Winkelgeschwindigkeit = ladt.

Zusatz 1.

§. 353. Setzen wir den im Zeittheilchen dt erzeugten

Winkel = da, so wird, weil a-=. -j-^ 9 die erzeugte Winkelge-

schwindigkeit = ~~1T ' Hierbei hat man zu bemerken , dass

der Winkel dco ein Differential zweiten Grades oder mit dem
Quadrat des Zeittheilchens dt gleichartig ist.

Zusatz 2.

§.354 Damit in dem Zeittheilchen dt der Winkel dco er-

zeugt werde, muss das in 31 gelegene Element dM in der

r.dco
Richtung der Bewegung Mm durch eine Kraft =

—jfi
• dM an-

getrieben werden. Die Kräfte, welche die einzelnen Elemente

antreiben , stehen daher im zusammengesetzten Verhältniss der

Massen und der Abstände von der Drehungsaxe.

Zusatz 3.

§. 355. Betrachtet man ein anderes Element in N, dessen

Masse = dlS ist, so muss dasselbe in der Richtung Nn,. welche

in der auf die Drehungsaxe nofmalen Ebene normal auf den

Abstand ON gezogen ist, angetrieben werden. Die Kräfte,

welche diese Elemente in M und N antreiben, verhalten sich

zu einander, wie OM.dM: ON.dN.

Zusatz 4.

§. 356. Werden umgekehrt die einzelnen Elemente dM, in

der Richtung der einzuflössenden Bewegung, durch Kräfte

= —TT^dM angetrieben, so wird der ganze Körper um die

Drehungsaxe, während des Zeittheilchens dt, um einen Winkel

= dco fortbewegt und die Winkelgeschwindigkeit = —jt- erlangen.

Zusatz 5.

§. 356,«. WT
eil auf diese Weise die einzelnen Elemente für

sich zur Bewegung angetrieben werden, werden sie weder ein-

ander hinderlich sein, noch wird durch diese elementaren Kräfte
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der Zusammenhang des Körpers oder die Drehungsaxe eine

Einwirkung erleiden ; es wird vielmehr die Bewegung ehen so

hervorgebracht werden, als ob die einzelnen Elemente so wohl

von einander, als von der Axe getrennt wären.

Aufgabe 11.

§. 357. (Fig. 35.) Man soll die elementaren Kräfte, welche

eiueu starren Körper während des Zeittheilchens dt um die

Axe OA durch einen gegebenen Winkel eZo) fortbewegen, auf

zwei bestimmte Kräfte zurückführen, welche jenen allen gleich-

geltend sind.

Auflösung.

Mit der Drehungsaxe OA conjugire man normal zwei andere

Axen OB und OC, und indem man ein beliebiges Element

des Körpers in Z und seine Masse =: dM annimmt, fälle man
von hier auf die Ebene AOB das Perpendikel ZY und von Y
auf die Axe OA das Perpendikel YX, Man setze die drei

Coordinaten OX==x, XY~y und YZ — z, endlich den Ab-

stand des Elementes von der Axe oder XZ = V#2 + z4 = r.

Nun werde dem Elemente Z, wie dem ganzen Körper, eine

Bewegung im Sinne Z?, welche Linie in der Ebene XYZ auf

XZ normal ist, beigebracht; alsdann muss nothwendig das

Element dM> längs dieser Richtung Zf, durch eine Kraft

rdco ,_- ardM
Ä . . , dco= —jr^'dMzzz angetrieben werden, wo a = -jß gesetzt

ist. Man verlängere nun YZ nach % und ziehe ZV^p YX, zer-

ccrdlH
lege die Kraft Z£= nach den Richtungen Z V und Zz,

ctzdM
alsdann wird die Kraft längs ZV= ~ und die längs Zz

__ J Da es gleichgültig ist, in welchen Punkten dieser

Richtungen wir uns diese Kräfte angebracht denken, wollen

wir uns iene in der Ebene AOC und im Punkte V
9

längs Vv angebracht denken, so dass die längs Vv wirkende

Kraft = sei: die andere Kraft -^—— denken wir uns
9

aber in der Ebene AOB und im Punkte F angebracht, so

dass wir längs Yz die Kraft - haben* Nun sei allen längs

Vv wirkenden Kräften die eine Rr, welche normal auf die
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iiiüene AOC in R angebracht ist, gleichgeitend ; alsdann wird,

wenn man RP # OC zieht,

die Kraft Rr="-ßdM, OP=|^ und PR^'^jf
Ferner sei allen längs Yz wirkenden Kräften die eine Ss gleich-

geltend, welche normal auf die Ebene AGB im Punkte *S an-

gebracht ist. Zieht man daher SQ normal auf OA, so wird

die Kraft Ss=«-fiäM, OQ = f?0 mA QS =f£§

.

Diese zwei Kräfte Rr und & üben daher auf den Körper die-

selbe Wirkung aus, als alle elementaren Kräfte zusammenge-

nommen, wenn nur der Körper ein starrer ist.

Zusatz 1.

§, 358. Wird demnach ein starrer Körper durch 'zwei der

artige Kräfte Rr und #$ angetrieben , so fängt derselbe an, sich

so um die Axe OA zu drehen, dass er im Zeittheilchen dt

den Winkel deo = ctdt* beschreibt. Die Axe wird ferner von

diesen Kräften keine Einwirkung erleiden oder es wird keiner

Kraft bedürfen, um inzwischen die Axe in Ruhe zu erhalten.

Zusatz 2.

§. 359. Da man auf unzählige Weise je zwei andere Kräfte

darstellen kann,, welche diesen gleichgeltend sind, so wird

auch durch sie alle dem Körper dieselbe Bewegung beigebracht

werden, so dass die Axe OA von ihnen keine Einwirkung er-

leidet. Anders verhalt es sich aber mit dem Zusammenhange,

welcher nur von den elementaren Kräften keine Einwirkung

erleidet.

Anm erkun g.

§. 360. Bei dieser Reduction der Kräfte haben wir auf

die Festigkeit der Axe keine Rücksicht genommen, sondern

haben, ais ob der Körper vollkommen frei wäre, je zwei Kräfte

gefunden, welche allen elementaren gleichgeltend sind und

desshalb auch keine Wirkung auf die Axe ausüben. W7enn

wir aber auch die Festigkeit der Axe im Auge halten, so kön-

nen wir unendlich viele aridere Kräfte darstellen, welche zwar

dem Körper dieselbe Bewegung um die Axe OA einflössen,

aber ausserdem auf die letztere einwirken. Alle Kräfte näm-

lich
>s>
welche in Bezug auf die Axe OA dasselbe Moment her-

vorbringen, als alle elementaren Kräfte zusammengenommen

oder je zwei den letztern gleichgeltend gefundene, weil nämlich
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jene entgegengesetzt genommen mit diesen im Gleichgewicht

stehen, werden auch dem Körper dieselbe Bewegung .einflössen.

ardM
Da nun aber das Moment der Kraft Zt = in Bezug auf

9
ccr

2dM
die Axe OA =• —-— ist, so entspringt aus allen elementaren

Kräften das Moment = - CrMM—^^ Cr*dM.

Alle Kräfte also, welche in Bezug auf die Axe OA ein glei-

ches Moment haben, werden den Körper um diese Axe, wäh-

rend des Zeittheilchens dt, durch einen Winkel = dco drehen;

hiernach löst man leicht die folgende Aufgabe.

Aufgabe 12.

§. 361. Ein ruhender und um eine feste Axe beweglicher

starrer Körper wird durch beliebige Kräfte angetrieben, man

soll die im ersten Augenblick erzeugte Bewegung bestimmen.

Auflösung.

Man bestimme die Momente aller Kräfte in Bezug auf die

Drehungsaxe und beachte dabei , in welchem Sinne eine jede

wirkt, es sei die Summe aller Momente = Vf, aus deren Sinn

die Richtung der zuerst beigebrachten Bewegung bekannt wird.

Es sei ferner dco der Winkel, durch welchen der Körper im Zeit-

theilchen dt um die Axe gedreht wird, man multiplicire hierauf

die einzelnen Elemente dM des Körpers durch die Quadrate

ihrer Abstände von der Axe oder r2 und bestimme durch Rech-

nung den Werth des Integrals fr2dM. Ist diess geschehen,

so muss —j-^i r2dM= Vfseln, woraus sich nun umgekehrt

der Winkel dco ergibt, um welchen der Körper im Zeittheilchen

dt durch das Moment Vf der Kräfte fortbewegt wird, es ist

.. Vfydt*
nämlich dco = c&jm '

Die Winkelgeschwindigkeit, welche der Körper in diesem

Zeittheilchen dt erlangt, wird aber

2Vfgdt,

~~ fr*dM
'

man kennt demnach die, durch beliebige Kräfte im ersten Zeit-

augenblick dt hervorgebrachte, Wirkung.



der drehenden Bewegung. 175

Zusatz 1.

§. 362. Der in dem gegebenen Zeittheilchen dt beschrie-

bene Winkel dco ist daher direct dem Momente der Kräfte Vf
und indirect dem Integrale fr

2dM } d. h. dem Aggregate aller

Elemente dM des Körpers, in die Quadrate ihrer Abstände

von der Axe multiplicirt, proportional.

Zusatz 2.

§. 363. Diese Formel ist derjenigen ähnlich, durch welche

die Erzeugung der fortschreitenden Bewegung ausgedrückt

wird, indem hier statt der Kräfte ihr Moment und statt

der Masse des Körpers TU/ der Werth des Integrals fr2d31 ge-

nommen wird; diesen letztern Werth werden wir in der Folge

das M om e n t der Trägheit nennen.

Anmerkung.

§. 364. In dieser Aufgabe ist die Wirkung beliebiger

Kräfte bei der Erzeugung einer Bewegung um eine feste Axe
vollkommen bestimmt worden, so dass nichts zu wünschen

übrig bleibt. Wie man nämlich die Momente der antreibenden

Kräfte in Bezug auf jede Axe zu nehmen habe, wird in der

Statik gelehrt und bald noch genauer von uns dargestellt wer-

den. Es ist aber hier ausser der erzeugten Bewegung von

grösster Wichtigkeit, die Kräfte. zu bestimmen, welche die Axe
auszuhalten hat und zwar nicht allein, damit man einsehe, wie

grosser Kräfte es bedürfe, dass die Axe festgehalten werde

und sich nicht bewege, sondern damit wir auch künftig, wenn

wir zur freien Bewegung starrer Körper zurückkehren, beurthei-

len können, in welchen Fällen die Axe durchaus gar keine

Kräfte auszuhalten habe. Diese Frage in Betreff der Wirkun-

gen, welche die Axe von Seiten der Kräfte auszuhalten hat,

ist, wenn auch von der grössten Wichtigkeit, doch bis jetzt

nicht mit hinreichender Sorgfalt behandelt worden, wesshalb

ich mich bemühen werde, sie ausführlich und bestimmt zu

entwickeln.
Aufgabe 13.

§. 365. Ein ruhender und um eine feste Axe beweglicher

starrer Körper wird durch beliebige Kräfte angetrieben ; man
soll die Kräfte bestimmen, welche die Axe hiernach auszu-

halten hat.

Auflösung.

Diese Untersuchung muss wieder so auf den Zustand der
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Ruhe zurückgeführt werden, dass man sich gewisse einander

im Gleichgewicht haltende Kräfte am Körper angebracht denkt,

welche eben so auf die Axe einwirken, als die antreibenden

Kräfte, während diese im Körper eine Bewegung erzeugen.

Zu diesem Ende bestimme man alle den Körper antreibenden

Kräfte und schliesse von diesen auf die Momente in Bezug
auf die Drehungsaxe, deren Summe = Ffsei. Hiernach suche

man den im Zeittheifehen dt erzeugten Winkel (Figur 35.),

Vfqdt2
welchen wir = r 9 . „/• = dco gefunden haben. Ferner suche

JrAdM °

man die elementaren Kräfte, welche dieselbe Bewegung erzeu-

gen und welche wir für die einzelnen Elemente des Körpers

so bestimmt haben, dass das in Z gelegene Element dM nach

der, auf den Abstand XZ = r perpendiculären und in der auf

die Axe normalen Ebene gelegenen, Richtung Zt oder nach

der Richtung der erzeugten Bewegung durch eine Kraft =—jt^-

VfrdM .

ff

=
f 2 im angetrieben werde. Zugleich haben wir bemerkt, dass

die Axe nichts von diesen Kräften zu erleiden hat. Wenn wir

daher ausserdem Kräfte am Körper anbringen, welche diesen gleich

und entgegengesetzt sind, so wird der Körper in Ruhe oder im

Gleichgewicht erhalten werden und es wird zugleich die Drehungs-

axe noch dieselben Kräfte auszuhalten haben, welche sie bei der

Erzeugung der Bewegung auszuhalten hatte. Um hiernach die

auf die Axe einwirkenden Kräfte zu finden, denken wir uns am
Körper ausser den ihn wirklich antreibenden Kräften, elemen-

tare Kräfte angebracht, welche die erzeugte Bewegung wieder

aufheben; oder man bringe statt dieser nach §. 357. am Kör-

per Kräfte an,' welche den dort angegebenen Rv und Ss ent-

Vfq
gegengesetzt sind , indem man a = fäf™ setzt. Auf diese

Weise wird der Körper im Gleichgewicht erhalten werden und

die Axe dieselben Kräfte auszuhallen haben, welche sie bei

der Erzeugung der Bewegung auszuhalten hat.

Zusatz 1.

§. 366. Ausser den den Körper wirklich antreibenden

Kräften hat man zuerst die Kraft /V, ihr selbst entgegenge-

VffzdM
setzt, anzubringen; es ist aber diese Kraft ~ r^/ll ' wobei
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CxzdM fz^dM0P= \ J/ag und PR = -

r in/a
- . Zweitens muss man ebenfalls

/taVw fzdM

entgegesetzt anbringen die Kraft *§s — f^iM" ' W0De ' ®Q

Zusatz 2.

§. 367. Wenn aber die antreibenden Kräfte dem Körper

eine Bewegung in dem, Z'Q entgegengesetzten, Sinne einflössen,

so hat man sich ausser ihnen die Kräfte Rr und Ss selbst am
Körper angebracht zu denken. Hierbei muss man sich erinnern,

dass OX = x, XYzzzy, TZ= z und r2 = if + z1 ist.

Zusatz 3.

§. 368. Nach diesen Kräften, welche den Körper im

Gleichgewichte erhalten, muss man beurtheilen , wieviel die

Axe von ihnen zu erleiden hat oder durch eine wie grosse

Kraft sie festgehalten werden muss, um nicht von ihrem Orte

entfernt zu werden.
Anmerkung.

§. 369. Die Axe wird hier als durchaus fest betrachtet,

so dass der Körper sich im Gleichgewicht befinden wird, wenn

die Momente der Kräfte in Bezug auf sie sich einander aufheben.

Damit wir aber deutlicher ersehen, wie grosseKräfte die Axe aus-

zuhalten hat, denken wir uns die Sache am bequemsten so. als

ob die Axe in zwei Punkten festgehalten würde, damit wir zu

bestimmen haben, wie grosse Kräfte in diesen Punkten ange-

bracht werden müssen, um die Axe in ihrer Lage zu erhalten.

Diese Beurtheilung würde zwar leicht sein, wenn die Kräfte

an der Axe selbst angebracht wären, weil unter der Voraus-

setzung, dass eine beliebige Kraft an der Axe angebracht sei,

man immer in zwei gegebenen Punkten anzubringende Kräfte

darstellen kann, welche jener gleichgeltend sind. Da nun die

Richtungen der Kräfte, welche dem Körper eine Bewegung

einflössen, desshalb eben nicht durch die Axe gehen und die

ausserdem anzubringenden Kräfte Rr und Ss ebenfalls nicht

auf die Axe einwirken; so wird die ganze Arbeit darauf zurück-

geführt , dass wir alle Kräfte, durch welche wir den Körper

als angetrieben betrachten, auf andere ihnen gleichgeitende

bringen, welche alle unmittelbar an der Axe angebracht sind.

Zuerst darf man bezweifeln , ob diess geschehen könne. Wir

12
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werden aber zeigen, dass, so oft die am Körper angebrachten

Kräfte im Gleichgewichte stehen, man immer ihnen gleichgel-

tende angeben kann, welche an der Drehungsaxe selbst ange-

bracht sind. Von den antreibenden Kräften hat man aber zwei

Arten aufzustellen', die erste enthält diejenigen, weiche gar

kein Moment in Bezug auf die Axe bilden, was geschieht,

wenn ihre Richtungen mit der Drehungsaxe in derselben Ebene

liegen; die zweite Art umfasst diejenigen Kräfte, deren Rich-

tungen sich in einer auf die Axe normalen Ebene befinden,

und welche gewissermaassen ganz zur Erzeugung einer drehen-

den Bewegung verwandt werden. Man kann aber alle Kräfte

auf diese zwei Arten zurückführen und ich werde daher zuerst

erforschen, welche Wirkung die Axe von der ersten Art, die gar

keine Bewegung erzeugt, zu erleiden hat»

Aufgabe 14.

§. 370. Ein starrer Körper, welcher um eine feste Axe
beweglich ist, wird durch eine Kraft angetrieben, deren Rich-

tung mit der Axe in derselben Ebene liegt; man soll die Kräfte

bestimmen, welche hiernach die Axe in zwei gegebenen Punk-

ten auszuhalten hat.

Auflösung.

(Fig. 37.) Es seiiüfZVdie Drehungsaxe und PQdieRichtung der

antreibenden Kraft J
7

, welche, wenn sie nicht etwa der Axe
parallel ist, diese in einem gewissen Punkte T. schneiden wird,

weil sie mit ihr in derselben Ebene liegt. Da nun aus dieser

Kraft kein Moment in Bezug auf die Axe BIN entspringt, so

wird sie auch nicht auf eine etwa stattfindende Bewegung ein-

wirken; die Axe wird daher eben so durch sie angetrieben

werden, als ob sie sich in Ruhe befände. Wir können funs

daher die Sache so denken, als ob die Kraft V an der Axe im

Punkt T und nach der Richtung TQ angebracht wäre und wenn
wir sie nach den Richtungen TN und der, in der Ebene
BINPQ auf MN normalen, Tt zerlegen; so wird

die Kraft TN z=z V.cosNTQ und die Kraft Tt = VsmNTQ.
Ist nun die Frage, wie grosse Kräfte die Axe in den Punk-

ten M und N auszuhalten habe, so M\e man von diesen auf

die Richtung der Kraft PQ die Perpendikel BIP und NQ, Da

nun cos NTQ = y^y = yS = ~MN
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und sin Nl Q == 7^= -jtjÜ '

so wird
PO NQ MP

die Kraft TN= V. ~ und- die Kraft Tt^V.^= ^f^-
Zuerst wird also die Axe längs ihrer Richtung ü/ZV durch

PO
eine Kraft = ^-~yfm- angetrieben und es ist gleichgültig, in

welchem Punkte derselben wir uns die letztere angebracht den-

ken. In den Punkten M und N kann man aber die Kräfte

Mm und Nn, normal auf die Axe in der Ebene MNPQ, als

der Kraft Tt gleichgeltend, anbringen und es wird

TN NQ
die Kraft Mm = r*-

]jjf]y
= V ' MN

TM MP
und die Kraft Nn = Tt. jfjy = F. ^y-

Diese Kräfte hat demnach die Axe in den gegebenen Punk-

PQ
ten M und N aufzuhalten, ausser jener Kraft ^-

7ff7v
, we -cne

längs der Richtung der Axe selbst wirkt und zwar entspringen

diese Kräfte aus der vorausgesetzten Kraft F, durch welche

der Körper in der Richtung PQ angetrieben wird.

Zusatz 1.

§. 371. (Figur 38.) Fällt der Durchschnittspunkt T nicht

zwischen die Punkte M und N, so muss man das Perpendikel

NQ als negativ ansehen und es wird die in M anzubringende

Kraft M.m gegen PQ gerichtet sein, so dass man hat

NO MP
die Kraft Mm x=z V.'j^ und die Kraft Nn = V. |~ ,

PQ
ausser welchen die Axe längs-MN durch eine Kraft =: V. -^wtG M

N

angetrieben wird,

Zusatz 2.

§. 372, (Figur 39.) Wenn die Richtung PQ der antrei-

benden Kraft V der Axe MN parallel ist und sich im Abstände

MP von ihr befindet, so wird zuerst die Axe längs ihrer Rich-

tung MN durch eine Kraft = V fortgezogen, ausserdem wird

MP
sie aber die einander und V. -^n^ glefchen Kräfte Mm und Nn
auszuhalten haben,

12*
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Anmerkung.
§. 373. (Figur 40.) Für unsern Plan genügt es, diesen

letzten Fall der Aufgabe, in welchem die Richtung der antrei-

benden Kraft der Axe selbst parallel ist, angeführt zu haben.

Durch was für eine Kraft ein Körper auch angetrieben werden

mag, so kann man dieselbe immer in zwei zerlegen, von de-

nen die eine eine der Axe parallele Richtung hat, die andere

aber in einer auf die Axe normalen Ebene liegt. Um diess

deutlicher einzusehen, sei OA die Drehungsaxe und an dem
Körper eine beliebige Kraft PV= V angebracht, man ziehe

aus dem beliebigen Punkte P derselben die gerade Linie PQ
parallel der Axe OA, aus V fälle man auf die Ebene OAPQ
das Perpendikel VR, ziehe RQ normal auf PQ; alsdann wird

VQ auch normal auf PQ und in einer auf die letztere norma-

len Ebene liegen. Zieht man nun Po parallel und gleich QV, so

wird erstere auch auf PQ perpendiculär sein und in einer auf OA
normalen Ebene liegen. Da nun PQ Vv ein Rechteck ist, so wird

man die Kraft PV~V in die Kräfte PQ und Pv zerlegen können,

W°bei
die Kraft PQ = p^. V und die Kraft Pv = p^. V

wird. Da wir nun die Wirkung jener Kraft PQ auf die Axe
schon bestimmt haben, so bleibt noch zu ermitteln übrig, wie-

viel die Axe durch die Kraft Pv , während diese die drehende

Bewegung erzeugt, auszuhalten hat; zu diesem Ende wollen

wir die folgenden Aufgaben entwickein.

Aufgabe 15.

§. 374. (Figur 41.) Eine ebene starre Scheibe EFBG sei

um eine, in O auf sie normale, feste Axe beweglich und es

werde dieselbe in eben dieser Ebene durch eine gegebene Kraft

V in der Richtung BD angetrieben; man soll die Kräfte be-

stimmen, welche die Axe bei der Erzeugung der Bewegung
auszuhalten hat.

Auflösung.
Man fälle von der Axe O auf die Richtung der antreiben-

den Kraft das Perpendikel OD = /*, alsdann wird ihr Moment
= Vf und wenn man nun ein Element dM des Körpers in Z
annimmt, dessen Abstand OZ — r sei, so wird die Scheibe

während des Zeittheilchens dt, im Sinne Z£, um einen Winkel

Vfqdt*
dco= riiiif herumgedreht werden. Um diese Wirkung her-

vorzubringen, ist eine längs Z£ antreibende elementare Kraft
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rdcadM VfrdM P
. .. . fl ,, .

, v ,..
z=z TT^r = v <? i n/i erforderlich. Um diese elementaren Kralte

gdiz ßfidM
zu vereinigen, nehme man in der Ebene der Scheibe die zwei

auf einander normalen Axen OB und ÖC an, und wenn man
nun die Coordinaten OY = y und YZ' =. z setzt, so dass

»
Ä = ^

a + 22 wird; so zerlege man die Kraft Z£ nach den Rich-

tungen ZV und Zz.. Es wird alsdann

,. „ r r*.r VfrdM
, ,. Tr A „ F/V^M

die Kraft ZF=
"c^'m unc* " ie Kraft Zz = "

j'^dM
%

Nun sei allen Kräften ZV die Kraft i2r, allen Kräften Zz

die Kraft Ss gleichgeltend, alsdann wird

die Kraft Kr— ~ 2 , ,» und der Abstand ÜK— jrjW'

VffydM _ /y
2^iW

ferner. - Ss^-jr^^ - -
- 0S=JydW

Denkt man sich diese Kräfte auf entgegengesetzte Weise

in R$ und Sa angebracht und verbindet man mit ihnen die

antreibende Kraft BD~ V , so erhält man die Kräfte, welche

die Axe auszuhalten hat (§§. 357. und 365.)- Nun ist aber die

Kraft Ddz=z V gleichgeltend der, im Punkte O nach derselben

Richtung angebrachten, Kraft OQz=zV und ausserdem einer

verschwindenden Kraft, welche in der in's Unendliche verlän-

gerten Entfernung OD anzubringen ist, deren Moment aber

= Vf ist. Auf ähnliche Weise kann man statt der Kräfte Rq
und Sa im Punkte O die ihnen gteiehgeltenden Kräfte OR'
und OS' setzen, in Verbindung mit den verschwindenden und

in unendlich grossen Entfernungen so anzubringenden Kräften,

, ., ,, , VffzHIM . VfßßdM .
T,

dass ihre Momente = fiim un" ^ '

f*lM~~
werden

- *>a

nun die Momente, welche aus den verschwindenden Kräften

entspringen, sich aufheben, so treten diese nicht weiter in die

Rechnung ein; es hat daher die Axe im Punkte O folgende

drei Kräfte auszuhalten:

1) die Kraft 06 = V, gleich und parallel der antreibenden,

ö) "
'

U* ~ frWM '

Zusatz 1.

§. 375. Zieht man die Axe OB durch den Mittelpunkt

der Trägheit der Scheibe oder /, so wird
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fzdM= und fydM = M . O/,

wo M die ganze Masse bezeichnet. Hiernach hat die Axe in

VfM.OI
O die zwei Kräfte.00= V und OS' = -

^a ,^ auszuhalten,

welche leicht auf eine einzige redueirt werden.

Zusatz 2.

§. 376. Damit die Axe gar keine Kraft 'auszuhalten habe,,

muss die Richtung der antreibenden Kraft oder BD auf die

gerade Linie GIB normal, ausserdem aber

_ VfM.OI fr>äMV^ -j^dur oder f^ WJJI
sein, wo f== OD den Abstand der angebrachten Kraft von der

Axe O bezeichnet,

Zusatz 3.

§. 377. Ist aber die Kraft V so angebracht, dass die Axe

fr2d31O keine Einwirkung von ihr erleidet, so wird, weil f~ ~Wf~7yi

ist, die Scheibe wahrend des Zeittheilchens dt um einen Win-
Vqdi2

kel dco umgedreht, wo dco~ m ffs
'ls^ Der Punkt / wird

daher eben so sich zu bewegen anfangen, als ob die ganze

Masse in ihm vereinigt wäre und diese durch dieselbe Kraft

V angetrieben würde.

E r 1 ä u t e r u n g.

§. 378. Die Grundlage dieser Autlosung stützt sich auf das

Princip, dass die KvMte, deren Momente in Bezug auf die

Drehungsaxe sich aufheben, auf die letztere dieselbe Wirkung

ausüben, als ob diese Kriiüe unmittelbar an der Axe in ihren

Richtungen angebracht wären. Wenn diess auch in der Auflö-

sung hinreichend bestätigt worden ist, weil die verschwinden-

den Kräfte, deren Momente sich aufheben, mit Recht vernach-

lässigt werden können; so wird es doch, wenn das Verschwin-

den der Kräfte und die unendlich grosse Entfernung, in welcher

man sie sich angebracht denkt, für jemanden anstössig sein

sollte, angenehm sein, dasselbe auf eine andere Weise zu zei-

gen. Es seien demnach (Figur 43.) Bb und Cc zwei Kräfte in

derselben Ebene, deren Momente in Bezug auf den Punkt O
sich aufheben, so dass, wenn man von O auf ihre Richtungen

die Perpendikel OB und OC fällt, man habe

Bb.OB = Cc. OC oder Bb : Cc = OC : OB.
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Es mögen nun ihre Richtungen im Punkte -JE' zusammen-
treffen, alsdann kann man sich beide Kräfte gleichsam in dem-
selben Punkte angebracht denken und es wird Eine ihnen gleich-

geltende Kraft Ee geben, deren Richtung nothwendig durch den

Punkt O geht, indem sonst aus ihr, der Voraussetzung zuwider,

ein Moment in Bezug auf den Punkt O entspringen würde.

Diess wird auch folgendermaassen bewiesen. Es sei Ee die

mittlere Richtung der in E angebrachten Kräfte Bb und Cc,

alsdann wird durch die Zerlegung der Kräfte

Bb : Cc = sinr : sin ft;

dasselbe "Verhältniss gilt aber, wenn Ee durch den Punkt O
geht, indem alsdann

sini/:sinfA= OC: OB — Bb: Cc.

Wir können uns demnach die Kraft Ee gleichsam in O
angebracht denken und es sei dieselbe == Oco, welcher also

auch die Kräfte Oß = Bb und Oyt=Cc gleichgelten werden;

auf diese Weise können wir mit Recht an die Steile der Kräfte

Bb und Cc die ihnen gleichen und im Punkte O angebrachten

Kräfte Oß und Oy setzen. Durch diesen Beweis wird daher

umgekehrt der in der Auflösung angenommene Grundsatz ausser

Z vr ei fei gesetzt

Anmerkung.

§. 379. Sehr bemerkenswert!! ist der Fall, in welchem die

den Körper antreibende Kraft gar keine Wirkung auf die Dre-

hungsaxe ausübt, diese also von freien Stücken in Ruhe blei-

ben wird, während die Kraft ihre Wirkung auszuüben anfängt.

Damit wir diesen Fall (Fig.4L) genauer kennen lernen, müssen wir

auf der von der Axe O durch den Mittelpunkt der Trägheit l

verlängerten geraden Linie Ol den Punkt H suchen, so dass

ua ~M.OI
werde; alsdann wird eine jede beliebige Kraft Hh 9 weiche auf

OH normal in der vorausgesetzten Ebene ist, auf keine Weise

auf die Axe O einwirken. Unten werden wir aber sehen, dass

der Punkt H derselbe ist, welchen man gewöhnlich den Schwin-

gungsmittelpunkt zu nennen pflegt, so wie / der Mittelpunkt

der Trägheit ist.

Uebrigens wird durch die Auflösung dieser Aufgabe die

Auflösung der folgenden, wo wir dem Körper auch eine Aus-

dehnung in der Richtung der Axe beilegen, erleichtert werden,
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Aufgabe 16.

§. 380. (Figur 44.) Ein starrer Körper, welcher um eine

feste Axe OA beweglich ist, wird durch beliebig viele Kräfte

angetrieben, deren Richtungen in, auf die Axe normalen, Ebenen

liegen; man soll die Kräfte finden, welche im Anfange der Be-

wegung unmittelbar auf die Axe einwirken.

Auflösung.

Da alle Kräfte in Ebenen wirken, welche auf die Axe
normal sind, so suche man die Momente der einzelnen in Be-

zug auf die Axe OA, ihr Aggregat sei, je nachdem sie in

demselben oder dem entgegengesetzten Sinne wirken, = Vf;

durch dasselbe werde der Körper um die Axe während des

Zeittheilchens dt durch den Winkel doo gedreht, so dass das

Theilchen in Z sich im Sinne Z£ bewege. Wir nehmen als

Hülfsmittel der Rechnung je zwei auf OA normale Axen OB
und OC an und stellen für das in Z gelegene Element des

Körpers dM die drei Coordinaten OX=x, XY= y und YZ
~ z auf, und es sei sein Abstand von der Axe oder XZ=z

V#a + z2 = r. Unter diesen Voraussetzungen haben wir oben

(§. 374.) gefunden

da -rfgdt*
aa) — 'ffidM

'

Ausser diesen Kräften , welche den Körper wirklich antrei-

ben, wird überdem die Axe durch Kräfte angetrieben, welche

denjenigen gleich und entgegengesetzt sind, auf die wir oben

die elementaren Kräfte zurückgeführt haben (§. 366.) ; hierbei

ist zu bemerken, dass die Momente aller dieser Kräfte zusam-

mengenommen sich wechselseitig aufheben. Wenn wir daher

statt einer jeden Kraft eine ihr gleiche, an der Axe in dersel-

ben Richtung angebrachte substituiren und eine andere ver-

schwindende in unendlich grosser Entfernung angebrachte, deren

Moment aber dem Moment jener gleich ist; so werden die

Momente aller dieser Kräfte sich aufheben und da sie verschwin-

den, gar nicht in Rechnung kommen. Hiernach werden die

Kräfte, welche unmittelbar die Axe antreiben, sich folgender-

maassen verhalten

:

1) werden die einzelnen Kräfte, welche in, auf die Axe nor-

malen, Ebenen den Körper antreiben, an der Axe selbst in

derselben Richtung angebracht;

'2) nehme man, in Folge der elementaren Kräfte, den Abstand
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fxzdMOP =: p ijcjr au und bringe in P, nach der OB parallelen

Richtung, an der Axe die Kraft Pq = r <lim an (§• 366.);

3) nehme man den Abstand OQ = ^ /W an un(* »iinge m

Q , nach der OC parallelen und entgegengesetzten Richtung

die Kraft Q^=~J~i^ an (§.366.). Auf diese Weise wird

man alle Kräfte erhalten, welche die Axe auszuhalten hat, so

dass diese hinreichend befestigt sein muss, um nicht aus ihrer

Lage gebracht zu werden.

Zusatz 1.

§ 381. Nimmt man die Ebene AGB so an, dass sie durch

den Mittelpunkt der Trägheit des Körpers gehet, so wird

fzdM—Q und es verschwindet daher die Kraft Pg. Zugleich

wird aber der Abstand OP=z <z> und man hat zu bemerken,

dass PQ.OP= JtMM
wird, diese Kraft also nicht vernachlässigt werden darf.

Zusatz 2.

§. 382, Weil auf diese Weise alle Kräfte, welche die Axe
auszuhalten hat, an dieser selbst angebracht sind, wird, wenn

sie sich wechselseitig im Gleichgewicht halten, die Axe keine

Einwirkung erleiden und der Körper um sie, wenn sie auch

frei ist, von freien Stücken sich herumzudrehen anfangen.

Zusatz 3.

§. 383. Aus den einzelnen Kräften aber, welche den Kör-

per antreiben, entspringen eben so viele an der Axe selbst

angebrachte Kräfte und indem man diesen die zwei, ebenfalls

an ihr angebrachten, Kräfte Pq und Qa hinzufügt, erhält man
auf diese Weise alle auf sie einwirkenden Kräfte.

Erläuterung.

§. 384. (Figur 45.) Wir haben schon vorher gezeigt, dass,

wenn zwei Kräfte in derselben auf die Axe normalen Ebene

angebracht sind und ihre Momente sich aufheben, ihnen zwei

gleiche an der Axe selbst und in denselben Richtungen ange-

brachte Kräfte gleichgeltend sind. Jetzt müssen wir daher,

damit kein Zweifel in Betreff dieser Auflösung übrig bleibe,
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nach den Principien der Statik beweisen, dass dasselbe gift,

wenn auch die Kräfte in verschiedenen auf die Axe normalen

Ebenen angebracht sind. Es sei daher an der Axe DA in der

Ebene, welche in E auf ihr normal steht, eine beliebige in

der Figur nicht ausgedrückte Kraft angebracht, ferner sei in

der Ebene, welche in F normal auf der Axe steht, die Kraft

Nn angebracht, deren Moment dem jener Kraft gleich und

entgegengesetzt ist und es sei FN- auf die Richtung dieser

Kraft Nn perpendiculär. Man ziehe nun aus £ die Linie EM
= und :$ JFW und denke sich in 31 die Kraft Mm= und # Nn,

ferner in E und F die jenen gleichen und parallelen Kräfte

E\h und Fv angebracht. Offenbar werden die drei Kräfte Mrn,

E(i und Fv der einen Kraft Nn gleichgeltend sein, weil diese,

auf entgegengesetzte Weise angebracht, mit jenen dreien im

Gleichgewicht stehen würde. Wir können daher statt der

Kraft Nn die drei Kräfte Mm, E{i und Fv substituiren, von

denen die zwei letzten an der Axe selbst, die erstere aber in

derselben auf die Axe normalen Ebene, in welcher die nicht

dargestellte Kraft wirkt, angebracht ist. Da nun das Mo-

ment dieser Kraft Mm dem Momente der in der Figur nicht

dargestellten Kraft gleich und entgegengesetzt ist, so kann

man dieselben auf die Axe übertragen und so an die Stelle

der Kraft Mm die ihr gleiche und parallele EM' setzen. Da
diese aber durch die Kraft E(i aufgehoben wird, so bleibt

allein die Kraft Fv übrig, weiche die Steile der Kraft Nn ver-

treten wird, während auch die in der Figur nicht ausgedrückte

Kraft im Punkte E angebracht ist. Man ersieht hieraus im

Allgemeinen, dass man an die Stelle von Kräften, deren Mo-

mente sich aufheben, dieselben an der Axe selbst angebrach-

ten Kräfte setzen darf, wenn nämlich ihre Richtungen in Ebe-

nen liegen, welche auf der Axe normal stehen.

A u fg a b e 17.

§. 385. (Figur 44.) Ein starrer um eine feste Axe OA
beweglicher Körper wird durch beliebige Kräfte angetrieben;

man soll die Kräfte bestimmen, welche die Axe in zwei gege-

benen Punkten ö und A unterstützen müssen, damit diese

nicht aus ihrer Lage gebracht werde.

Auflösung.

Durch den einen der gegebenen Punkte O denke man sich

die zwei, auf einander und auf die Axe OA normalen, Axen
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OB und OC, und indem man für ein beliebiges in Z gelege-

nes Element clM des Körpers die drei Coordinaten OX-=zx,
XY = y und YZ=z voraussetzt, setze man seinen Abstand

von der Drehungsaxe oder XZ =. S^y2
~f z2'=r. Nun betrachte

man die einzelnen den Körper antreibenden Kräfte und zerlege

die in schiefer Richtung wirkenden in je zwei, von denen die

eine der Axe OA parallel, die andere sich in einer auf diese

Axe normalen Ebene befinde. Die erstem tragen nichts zur

Bewegung bei und welche Wirkung sie auf die Axe ausüben,

haben wir oben (§. 372.) bestimmt, woraus sieh.zugleich ergibt

wie grosse Kräfte aus ihnen in den Punkten O und A ent-

springen. Die letztern aber mögen zugleich das Moment = Vf9
zur Drehung des Körpers im Sinne Z£, bilden; eine beliebige

derselben werde in dem Punkte der Axe, welchem sie ent-

spricht, in ihrer Richtung angebracht und es sei eine derartige

Kraft Li=L. Statt dieser bringe man in den Punkten O und

A die einander parallelen Kräfte Ol und AV an, so dass Ol

= h • jj-j- und AV = L'Yfl sei> indem diese zwei jener einen

gieichgeltend sein werden. Auf diese Weise werden von den

einzelnen Kräften je zwei solche nach den Punkten O und A
übertragen. Setzt man nun den Abstand OA = a, so werden,

in Folge der Kräfte Pq und Q<s, die Punkte O und A die jenen

parallelen Kräfte Oo, Aa und Öco, Aa auszuhalten haben, der-

gestalt dass

die Kraft Oo=
afrzdßI

~ > die Kraft Aa= -/rW ,

' Uc0 —'
rfrWlßl ' " ' *"- afr*tlM\

wird. Da auf diese Weise alle Kräfte, welche die Axe aus-

zuhalten hat, auf die Punkte O und A übertragen sind, so

werden diese Punkte der Axe in Wirklichkeit durch dieselben

zusammengenommen angetrieben werden. Sie müssen daher

nothwendig durch die ihnen entgegengesetzten Kräfte festgehal-

ten werden.
Zusatz 1.

§. 386. Alle diese an der Axe in den Punkten O und A
angebrachten Kräfte sind zugleich normal gegen sie gerichtet,

ausgenommen wenn auch der Axe parallele Kräfte vorhanden

sind, in Folge deren die Axe 'auch in der Richtung ihrer Länge
gedrängt werden wird.
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Zusatz 2.

§. 387. Wie viele Kräfte aber auch in beiden Endpunkten
O und A angebracht sein mögen, so kann man sie alle für

beide Punkte auf Eine zurückführen, welche daher die Axe in

diesem Punkte auszuhalten haben wird. Wenn diese Kräfte in

O und A nicht verschwinden, wird auch die Axe von freien

Stücken nicht in ihrer Lage verharren.

Zusatz 3.

§. 388. Wenn keine der Axe parallelen Kräfte da sind,

wird dieselbe auch in der Richtung ihrer Länge durchaus nicht

gedrängt, sondern in den Punkten O und A nur den auf die

Axe normalen Kräften Widerstand zu leisten haben. Es wird

daher hinreichend sein, wenn man die Axe zwischen zwei,

festen Ringen aufhängt.

An merkung.

§. 389. Wir können hier nicht die Art und Weise, nach

welcher die Axe in Ruhe erhalten zu werden pflegt, entwickeln^

weil in der Praxis die Axen der Körper eine merkliche Dicke

haben, so dass sich die Aufhängung nicht, wie wir hier ver-

langt haben, auf eine lineare Axe bezieht. Man muss sich

daher hüten, dass man nicht dasjenige, was wir hierhinsicht-

lich einer linearen Axe bewiesen haben, unüberlegt auf beliebig

dicke Axen ausdehne. Man halte daher hier stets fest, dass

die Axe für uns eine gerade Linie ist, welche sich während

der Bewegung des Körpers selbst nicht bewegt; eine Bewe-
gung, welche stattfinden würde, wenn der Körper sich zwischen

zwei Spitzen befände, um welche er sich ganz frei ohne Rei-

bung umwälzen könnte. Ist aber eine materielle Axe da, wie

man sie an den Rädern anzubringen pflegt, so wird diese ent-

weder auf einer Ebene oder einer Höhlung liegen und ihre Be-

wegung allerdings in Rechnung kommen müssen; alsdann wird

es nicht leicht sein, diejenige Linie anzugeben, welche wäh-

rend der Bewegung des Körpers selbst unbeweglich bleibt.

Da aber hier nur vom ersten Anfange der Bewegung die Rede
ist, hält es nicht schwer, die Linie zu erkennen, welche für

jede Art der Aufhängung in Ruhe bleiben wird.

Aufgabe 18.

§.390. (Figur 46.) Ein starrer Körper ist um die Axe

OA beweglich; man soll diejenigen Kräfte bestimmen, durch
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welche derselbe angetrieben werden kann , ohne dass die Axe
irgend welche Kräfte auszuhalten habe.

Auflösung.

Es müssen derartige Kräfte in Ebenen angebracht werden,

welche auf der Axe normal stehen und weil man sie, wieviel

ihrer auch immer da sein mögen, auf zwei Ebenen reduciren

kann; so wollen wir die Kräfte suchen, welche in Ebenen, die

in den Punkten O und A auf die Axe normal sind, angebracht

werden müssen, damit diese gar keine Einwirkung von ihnen

erleide. Wir nehmen wie vorhin in O die zwei Axen OB und

OC an, welche so wohl 'aufeinander, als auf OA normal sind

und setzen ihnen parallel in A die Linien AF und BFI voraus.

Wenn, wir nun die Auflösung der vorhergehenden Aufgabe und

die dort gefundenen Formeln zu Hülfe nehmen, so wird der

vorliegenden Aufgabe Genüge geschehen, indem wir irgendwo

auf den geraden Linien OB, OC, AF und AB Kräfte anbrin-

gen, welche den dort gefundenen Oo , Ooo, Aa und Acc gleich

und entgegengesetzt sind, weil diese, wenn man sie auf die

Axe überträgt, durch die elementaren Kräfte aufgehoben wer-

den. Es seien demnach Ee und Ff die der Axe OC, aber

Gg und Hh die der Axe OB parallelen Kräfte, welche so

wirken, wie die Figur es zeigt. Setzen wir daher den Abstand

OA = a, so müssen diese Kräfte folgendermaassen beschaffen

sein

:

die Kraft Ee= -U^jL—, die Kraft F/>= ^4j-.

' .**9— afrHlM '
"

"

nn— ofvUM
*

Ausserdem muss die Summe der Momente dieser vier Kräfte

gleich Ff sein 9 wesshalb wir haben:

OEJ(a'-x)ydM\-AFfxydM+OGj(a^
Dieser Gleichung wird man auf unendlich vielfache Weise

Genüge leisten können, so dass, wenn man je drei Abstände

nach Belieben annimmt, der vierte bestimmt wird. Leichter

wird aber die Auflösung gemacht, wenn man so wohl die Ab-

stände OE und AF9 als auch die OG und AH einander gleich

annimmt. Setzen wir daher

OE=AF=m und OG^AH^n,
so wird die Gleichung

mfijdM + nfzäM=fr*dM,
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wo man entweder m } oder n beliebig annehmen kann. Hierauf

reicht es hin, dass jene vier Kräfte das Verhältniss der obigen

Formein einhalten, dass also

r IT- <*. r f(a— x)ydM fxydM
die Kraft Ee = ——

—

r^ , die Kraft Ff = -
, - >

ab ' ah

r f(a—x)zdM m fxzdM

fi&dM
sei, wo -

—

yf == b gesetzt ist. Bringt man diese vier Kräfte

nach der vorgeschriebenen Weise am Körper an, so werden

sie gar nicht auf die Axe einwirken.

Zusatz 1.

§. 391. Nimmt man an, dass die Ebene AGB durch den

Mittelpunkt der Trägheit /gehe, so wnüfzilM = und üf/=
fi/dfll

nm > wo M die Masse des ganzen Körpers bezeichnet. Es

wird demnach

die Kraft Ee~ ~~-
, die Kraft Ff= J J

.

,

ab ' ab

die Kraft Gq~— —7— > die Kraft /7A= •—j—

und es müssen ihre Abstände von der Axe im allgemeinen so

beschaffen sein, dass wir haben:

M.a.KL OE+(AF— OE)fxydM + (AH- 'OG)fxzdM— afr2d31.

Zusatz 2.

§. 392. Geht auch die Axe OA durch den Mittelpunkt der

Trägheit /, ist also KI— 0, so haben wir

die Kraß J5.=-£^. die Kraft Ff=&££,

. . Gg = -&™L, Hh=^J ab ab

und es sind ihre Abstände von der Axe so beschaffen, dass

wir haben

:

(iF— OE)fxydM + (AH— OGtfxzdM == afvUM.

Zusatz 3.

§. 393. Wenn die Werthe der Integrale fxydM und fxzdM
verschwinden, so verschwinden auch die Kräfte und es müssen
einige der Abstände unendlich gross sein. Statt einer in un-

endlicher Entfernung angebrachten verschwindenden Kraft kann
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man aber zwei, in endlichen Entfernungen anzubringende Kräfte

substituiren.

Anmerkung L

§. 394. Wir haben hier Kräfte erforscht, welche in zwei

auf die Axe normalen Ebenen anzubringen sind, und von denen

die Axe keine Einwirkung erleidet. Man kann aber auf unzählige

Weise andere Kräfte, sowohl in denselben als andern Ebenen,

darstellen, weiche jenen gleichgeltend sind. So kann man statt

der Kraft Ee die zwei Pp und Otz in parallelen Richtungen an-

nehmen, dergestalt dass man hat

Pp==Ee+Ö7t und Ee.EP= Otv.OP oder

OP Pn
Ee^Pp—OTtun&OE^p-^fa

Legt man daher die Ebene AGB durch den Mittelpunkt

der Trägheit / und führt man statt der Kraft Ee die Kräfte

Pp und Otv ein, von denen die letztere unbestimmt bleibe; so

verhalten sich die übrigen fo'gendermaassen. Es wird

die Kraft Pp= der Kraft 0*+M'U 'K
'-f

&¥;

die KraftFfJ^, "
1 ab

-,. rr Pi <n fxzdM , .. ^r Cl „ fxzdM
de Kraft Gg ~— -—t— und die Kraft Hh= -—j—

;ü ab ab

und abOP. Otc 4 M.a.KL OP- OPfxydM+ AFfxydM
' +(AH—OG)fxzdM=afr*dM.

Führt man ausserdem auf ähnliche Weise statt der Kraft

Ff die zwei Kräfte Er und Aq ein, so wird, weil Ff~Rr—
AR. Rr

Aq, AF= n '
' t- und die Kraft Aq unserer Willkühr über-

ixr— ./~J q

lassen bleibt:

v tt e, *t> ! tz C4. ^ i
M.a.Kl—fxydM

die Kraft Pp = der Kraft On + ~—

*

,
/ ab

^ ab
fxzdM fxzdMGq—— -,— und die Kraft Eh— -

7
—

.

J ab ab

Die Abstände werden sich alsdann so verhalten, dass wir haben:

ab.OP.Oit+ M.a.KLOP+ (AR-OP)fxydM) __ a

+ ab.ARAq + (AH-O G)fxzdM) ~" oJr dM '

Führen wir endlich statt der Kraft Gg die zwei Kräfte Qq
und Ocp , ebenso statt der Kraft Hh die zwei Ss und A<$ ein,

so wird, weil
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Gg=Qq—0.<p und OG ^
QyJ Qy

*

Hh=z Ss— Aa und AH=z ^ J_Ar
>

ganz allgemein:

die Kraft Pp = der Kraft 0« + **•*'-/*& ,

Kr== . . J Q +f^ab

fxzdM

und - '. &= . - Ao+ f̂ .
ab

Ihre Abstände von der Axe werden sich so verhalten, dass

wir haben:
ab.OP.Ö7t+ Ma.KLOF + (äR--OP)fxgdßl \

+ ab.AR.A Q \-affldM.

-i-ab.AS.A6 h (AS - OQ)fxzdM)
Wenn nun auch der Abstand KI nebst den Integraleny2r^7ü/

und fxzdM versehwindet, so haben wir doch unzählige endliche

Kräfte, welche in endlichen Abständen angebracht der Aufgabe

Genüge leisten.

Anmerkung 2.

§. 395. In dieser allgemeinen Auflösung sind die vier

Kräfte Otc, Öqd, Aq und A<5 unserer Willkühr überlassen und es

müssen dieselben in den Punkten O und A längs der Richtun-

gen OB und OC angebracht werden. Ferner können die Ab-

stände OP, OQ, AR und AS der vier übrigen Kräfte Pp, Qq,
Rr und »Sa' von der Axe nach Belieben angenommen werden,

wenn nur die Grösse ab so bestimmt wird, das wir haben:

_afr*dM-M.a.KL OP+(OP—A R)fxyd31+(OQ-A S)fxzdM
ab—~ OP.On+OQ.O<p + AR.AQ + AS.Aa

Ist dieser Werth gefunden, so werden die vier letztem

Kräfte so bestimmt, dass wir haben:

, -r , « i Tr P ^ .
M.a.KI—fxydM

die Kraft Pp = der Kraft On H
—^

,

* .
firydM

- - Br= - - A Q r̂
J~J

air >

~ fxzdM

A ,
fxzdM

uml - - Ss~ - - ^<J + -^g—

•
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Dieselben haben, in Bezug auf die erstem, entgegenge-

setzte Richtungen, wir nehmen jedoch an, dass sie alle Mo-
mente bilden, welche in demselben Sinne zu wirken streben.

83as ganze aus ihnen allen hervorgehende Moment wird aber

afr^dM= —

—

-— , diess haben wir oben (§. 390.) Vf genannt und es

wird hierdurch der Anfang der Bewegung so bestimmt, dass

im Zeittheilchen dt der Körper sich um einen Winkel da)

qdi2,

"= —,— drehe (§. 380.). Man muss sich aber erinnern, dass

hier a den Zwischenraum OA bezeichnet, ferner dass für jedes

beliebige Element dM des Körpers die den Axen OA, OB und

OC parallelen Coordinaten x, y und z sind, deren erstere x
vom Punkt O an genommen wird. Ferner haben wir hier die

Ebene AOB durch den Mittelpunkt der Trägheit / des Kör-

pers gelegt, so dass OC normal auf jene Ebene ist.

Aufgabe 19.

§. 396. Ein starrer, um eine feste Axe beweglicher Kör-

per wird durch beliebige Kräfte angetrieben und in Bewegung
gesetzt; man soll die Kräfte bestimmen, welche der Zusam-

menhang des Körpers auszuhalten hat.

Auflösung.

Wir müssen hier die Kräfte finden , welche am Körper an-

gebracht ihn zwar im Gleichgewicht erhalten, aber zugleich

auf seinen Zusammenhang dieselbe Wirkung ausüben, welche

derselbe bei Hervorbringung der Bewegung erleidet. Zuerst

hat daher der Körper diejenigen Kräfte auszuhaken, durch

welche er wirklich angetrieben wird, wobei man die Theile,

woran sie einzeln unmittelbar angebracht sind, gehörig bezeich-

nen muss, weil nämlich jede beliebige Kraft nur ein einziges

Theilchen des Körpers fortdrängt. Zweitens hat man aus den

Momenten aller dieser Kräfte auf die elementaren Kräfte zu

schiiessen, welche in den einzelnen Elementen eine gleiche

Bewegung hervorbringen würden; an diesen einzelnen Elementen

denke man sich gleiche und entgegengesetzte Kräfte angebracht,

an deren Stelle man aber nicht wie oben andere ihnen gleich-

geltende substituiren darf, weil hierzu die Starrheit selbst er-

forderlich ist. Drittens füge man die Kräfte hinzu, durch welche

die Axe wirklich in Ruhe erhalten wird, alsdann werden diese

drei Reihen von Kräften den Körper in vollkommenem Gieich-

13
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gewicht erhalten und zugleich werden sie auf den Zusammen-

hang der Theile durchaus dieselbe Wirkung ausüben, welche

der Körper bei der Erzeugung der Bewegung erleidet.

Hieraus ersieht man., durch ein wie festes Band die einzel-

nen Theilchen des Körpers mit einander vereinigt sein müssen,

damit keine Trennung derselben zu befürchten sei und nur wenn

der Zusammenhang diesen Kräften hinreichend zu widerstehen

vermag, wird man den Körper für einen starren zu halten haben.

Anmerkung.

§. 397. Wir haben hier nur unternommen, zu bestimmen,

durch wie grosse Kräfte die einzelnen Theilchen des Körpers

angetrieben werden und welche Kräfte die letztern von der

Verbindung mit den übrigen Theilchen zu trennen streben.

Auf welche Weise nämlich der Bau des Körpers dieser Wir-

kung widerstehe, haben wir hier nicht zu untersuchen,, weil

dieses Verhältniss der Starrheit für jede Art von Körpern ein

besonderes ist. Uebrigens haben wir in diesem Kapitel nur

den Anfang der Bewegung, welche einem starren, um eine

feste Axe beweglichen Körper durch beliebige Kräfte beige-

bracht wird, betrachtet, damit man um so leichter die blosse

Wirkung der Kräfte, von der den Körpern schon inwohnenden

Bewegung getrennt, durchschaue. Besonders aber werden wir

hieraus für die folgenden Untersuchungen Hülfsmittel entnehmen,

wenn nämlich, während ein Körper sich um eine beliebige Axe
dreht, Kräfte da sind, welche ihn um eine andere Axe zu dre-

hen streben; man wird nämlich alsdann nach der augenblickli-

chen, um diese Axe hervorgebrachten Wirkung beurtheilen

können, auf welche Weise die vorhergehende Bewegung gestört

werde. Wir werden nun also einen starren Körper bei der

Bewegung um eine feste Axe betrachten und erforschen, auf

welche W^eise diese Bewegung durch beliebige Kräfte geändert

werden muss, nachdem wir bereits bewiesen haben, dass eben

diese Bewegung, wenn keine antreibenden Kräfte da wären,

gleichförmig sein würde. Ausserdem werden wir sorgfältig die

Kräfte abzuwägen haben, welche die Drehungsaxe inzwischen

auszuhalten hat
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Kapitel IV.

Von der durch beliebige Kräfte hervorgebrachten Störung

der drehenden Bewegung.

Aufgabe 20.

§. 308. Ein starrer Körper dreht sich um eine feste Axe
mit einer beliebigen Winkelgeschwindigkeit; man soll die ele-

mentaren Kräfte bestimmen, durch welche in einem gegebenen

Zeittheilchen die Winkelbewegung eine gegebene Beschleuni-

gung erlangt.

Auflösung.

Es sei Sl die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher, wenn
die drehende Bewegung eine gleichförmige wäre, in den ein-

zelnen Secunden ein Winkel = Sl beschrieben werden wurde;

alsdann soll die Bewegung eine so grosse Beschleunigung er-

halten, dass nach Verlauf des Zeittheilchens dt die Winkelge-

schwindigkeit = Sl -f- dSl werde. Man betrachte nun ein be-

liebiges Element dM des Körpers, dessen Abstand von der

Drehungsaxe = r, Geschwindigkeit also = rSl sei ; alsdann soll

dieselbe, da der Abstand r für dasselbe Element constant bleibt,

im Zeittheilchen dt einen Zuwachs =rdSl erhalten. Zu diesem
Ende ist es nothwendig, dass die kleine Masse dM in der

Richtung der Bewegung durch irgend eine Kraft angetrieben

werde und setzen wir diese = p; so wird nach den oben auf-

gestellten Prineipien der Bewegung (§. 202.)

woraus die an diesem Elemente anzubringende Kraft /?= -^
—

—

jr

13*
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folgt. Es müssen daher die einzelnen Elemente des Körpers

dSl
in der Richtung ihrer Bewegung durch Kräfte = s

—

jr rdM

angetrieben werden, wo dM die Masse eines jeden Elementes

und r seinen Abstand von der Axe ausdrückt. Dieses sind

die elementaren Kräfte, welche die einzelnen Elemente des

Körpers antreiben und die drehende Bewegung so beschleuni-

gen, dass die Winkelgeschwindigkeit ß jm Zeittheilchen dt

um dfl zunehme.

Zusatz 1.

§. 399. Da 9—77 für alle Elemente des Körpers densel-

ben Werth beibehält, so stehen die elementaren Kräfte im zu-

sammengesetzten Verhältniss der Massen und ihrer Abstände

von der Drehungsaxe. Man hat sich aber diese einzelnen Kräfte

an den einzelnen Elementen, nach der Richtung ihrer Bewe-

gung, angebracht zu denken.

Zusatz 2.

§. 400. Da keine von diesen Kräften die übrigen verhin-

dert, ihre volle Wirkung eben so hervorzubringen, als ob die

einzelnen Theilchen von einander getrennt wären, so wird von

diesen elementaren Kräften weder der Zusammenhang des

Körpers, noch die Drehungsaxe afficirt.

Zusatz 3.

§. 401. Der Zusammenhang der Theile und die Drehungs-

axe haben daher keine andern Kräfte auszuhalten, als die aus

der drehenden Bewegung entspringenden und diese werden

sich in diesem Zeittheilchen eben so verhalten, als ob die

drehende Bewegung gleichförmig wäre.

Anmerkung.

§. 402. Wenn aber auch die elementaren Kräfte an sich

auf die Drehungsaxe nicht einwirken, sondern gleichsam ganz

dazu verwandt werden, dlfe Bewegung der einzelnen Elemente

zu beschleunigen; so werden doch in so fern, als durch sie die

drehende Bewegung beschleunigt und so die Centrifugalkraft

vergrössert wird, die Kräfte, welche die Axe auszuhalten hat,

ebenfalls grösser. Diese Wirkung ist aber im ersten Augenblick

unendlich klein und es wird die Axe nicht anders afficirt, als

wenn die drehende Bewegung gleichförmig wäre. Da nämlich
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die Winkelgeschwindigkeit = Sl ist, so strebt jedes Theilchen,

dessen Masse = dM und Abstand von der Axe = r ist, von

der letztern mit einer Kraft = —3 zurückzuweichen. Durch
9

alle diese Kräfte zusammengenommen erleidet aber die Axe
OA nach §. 338. eine solche Einwirkung, dass, wenn man dfe

zwei auf einander und auf OA normalen Axen OB und OC
zu Hülfe nimmt und ihnen parallel, zur Bestimmung des in Z
befindlichen Elements dM', die Coordinaten OX= x> XY ~ y
und YZ= z angenommen werden , alsdann die Axe in den

zwei Punkten E und F die zwei Kräfte Ee und Ff auszuhalten

hat. Von den letztem ist Ee # OB und Fflfc OC und zwar

haben wir

0E
'

=t
TaW und die Kraft Ee ^ WfydM *

OF=*kg< -'
- - Ff^OdM.&2 P

fzdM
Statt derselben kann man sich in den zwei gegebenen Punk-

ten ö und A je zwei gleichgeltende Kräfte Ob , \Oc und Aß,

Ay angebracht denken und es werden diese, wenn man den

Abstand OA = a setzt, nach §. 343. folgende VVerthe haben:

£1% { ) &2 P
0b = 2^ I

°fy*M-fxydM
\

, Aß
=%fij

*y<M

Oc^^~)afzd31~fcczdM\, Ay^^ßzdM*
Aus diesen Formeln schliesst man, wie grosse Kräfte die

Axe in Folge der drehenden Bewegung allein auszuhalten hat.

Aufgabe 21.

§. 403. Während ein starrer Körper sich um eine feste

Axe dreht, werden seine einzelnen Theilchen in der Richtung

ihrer Bewegung durch Kräfte angetrieben, welche im zusam-

mengesetzten Verhältniss der Massen und der Abstände von

der Axe stehen; man soll das Increment der Winkelgeschwin-

digkeit bestimmen, welches in einem gegebenen Zeittheilchen

hervorgebracht wird.

Auflösung.

Man setze die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher der

Körper sich jetzt dreht, = Sl und betrachte ein beliebiges

Theilchen des Körpers, dessen Masse z=z dM und Abstand

von der Axe = r sei. Dieses Theilchen wird daher nach der
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Richtung seiner Bewegung durch eine Kraft, welche rdM pro-

rdM
portional ist, angetrieben und man setze sie daher = —r~ >

wo h eine in diesem Augenblick für alle Elemente des Körpers

gemeinschaftliche Linie ist. Da nun die Geschwindigkeit dieses

Elementes = rSl und für dieselbe r eine eonstante Grösse ist;

so würde , wenn dieses Element sich ausser Verbindung mit

den übrigen befände,

rdSl= 2
ff

r^ dt : dM =2ö™L'
(§. 202)

das im Zeittheilchen dt hervorgebrachte Increment der Ge-

schwindigkeit sein. Hieraus erhält man daher zur Bestimmung

der Winkelgeschwindigkeit £1 die Gleichung

da also aus allen Elementen dieselbe Beschleunigung der Win-

kelgeschwindigkeit entspringt, so werden diese einander keines-

wreges hinderlich sein, sondern einzeln ihre Beschleunigung

eben so annehmen , als ob sie von einander getrennt wären.

Durch diese Kräfte, welche mit den in der vorhergehenden

Aufgabe bestimmten elementaren übereinkommen, wird daher

die drehende Bewegung des starren Körpers so beschleunigt,

dass im Zeittheilchen dt die Winkelgeschwindigkeit £1 das In-

crement dSl = , •

erhält.

Zusatz 1.

§. 404. Das Increment dSl der Winkelgeschwindigkeit

hängt demnach nicht von der letztern oder Sl ab und es mag
diese grösser oder kleiner sein, so erlangt sie durch dieselben

Kräfte in demselben Zeittheilchen dasselbe Increment.

Zusatz 2.

rdM
§. 405. Da eine jede elementare Kraft —»— auf den Ab-

stand r von der Axe und in einer auf diese normalen Ebene
r2dM

normal ist, so ist ihr Moment in Bezug auf die Axe = —y— »

also die Summe aller Momente

= lß*.d.M.
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Zusatz 3.

§. 406. Wenn der Körper ausser durch diese elementaren

Kräfte, dureh andere im entgegengesetzten Sinne angetrieben

würde und das Moment der letztern in Bezug auf die Axe

ebenfalls.= r I r*dM wäre, so würde durch diese die Wirkung

jener aufgehoben werden und die Bewegung keine Beschleuni-

gung annehmen.
Anmerkung.

§. 407. In Betreff dieser Kräfte, welche ich elementare
nenne, weil sie in den einzelnen Elementen die Aenderung des

Zustandes, welche diese erleiden, hervorbringen, hat man be-

sonders zu bemerken,, dass durch sie die Axe keine Einwirkung

zu erlerden hat. Diess ist der Fall, weil die einzelnen Elemente

von ihnen eben so afficiri werden , als ob sie von einander ge-

trennt wären. Obgfeich aber derartige Kräfte kaum in der Welt

existiren, mussten wir doch von ihnen ausgehen, damit wir die

Wirkungen beliebiger anderer Kräfte hinsichtlich der Störung

der drehenden Bewegung bestimmen können. Haben nämlich

beliebige andere Kräfte in Bezug auf die Drehungsaxe ein glei-

ches Moment, so müssen sie auch dieselbe Beschleunigung

der Bewegung hervorbringen; weil sie, wenn sie in entgegen-

gesetzter Weise angebracht wären, mit den elementaren Kräf-

ten im Gleichgewicht stehen würden. Diese Uebereinstimmung

hat man aber nur in Betreff der Veränderung der Bewegung

zu verstehen, denn ganz anders wird sich die Sache verhalten,

wenn wir die Kräfte bestimmen sollen, welche die Drehungs-

axe auszuhalten hat. Aber auch diese Bestimmung wird ver-

mittelst der elementaren Kräfte leicht ausgeführt, wie wir be-

reits im vorhergehenden Kapitel gezeigt haben.

Aufgabe 22.

§. 408. Ein starrer Körper wird, während er sich um eine

feste Axe dreht, durch beliebige Kräfte angetrieben; man soll

die augenblickliche Veränderung bestimmen, welche sie in der

drehenden Bewegung hervorbringen.

Auflös ung.

Es sei wie bisher £1 die Winkelgeschwindigkeit, mit wel-

cher der Körper sich dreht; alsdann suche man die Momente

der einzelnen antreibenden Kräfte, welche vereinigt die Summe
= Vf ergeben und welche letztere dahin streben wird, die
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drehende Bewegung zu beschleunigen oder zu verzügern, je

nachdem sie in demselben oder dem entgegengesetzten Sinne

gerichtet ist. Wir nehmen an, dass dieses Moment nach Be-

schleunigung strebe, weil, wenn das Gegentheil stattfände,

jenes als negativ angesehen werden könnte. Es ist demnach

die Frage, ein wie grosses Increment die Winkelgeschwindig-

keit & im Zeittheilchen dt empfangen werde. Es wird nun

aber elementare Kräfte geben, welche ein gleiches Increment

hervorbringen würden. Es sei demnach für ein Element dM9

welches im Abstände r von der Axe liegt, die elementare Kraft

rdM r2dM= —7

—

s ihr Moment = —t— ; alsdann wird die Wirkung

dieser Kräfte in Bezug auf die Störung der drehenden Bewe-

gung jene* Wirkung, welche das Moment Vf hervorbringt,

gleich «ein, wenn die Summe aller jener Momente * fr\dM
gleich dem Moment Vf, also

rdM
ist. Aus den elementaren Kräften —p~ entspringt aber im Zeit-

theilchen dt die Beschleunigung der drehenden Bewegung dSl

Qudt= -—-—(§.403.); wenn wir daher den eben gefundenen Werth

von h substituiren , so erhalten wir das Increment der Winkel-

geschwindigkeit £1, welches durch das Moment der Kräfte Vf
im Zeittheilchen dt hervorgebracht wird, oder

a
**-fr*.dM

Hier ist fr*.dM eine constante, von der Gestalt und Natur

des Körpers abhängige Grösse.

Zusatz 1.

§. 409. Das Increment d£l der Winkelgeschwindigkeit ist

daher proportional direct dem Moment Vf der antreibenden

Kräfte und dem Zeittheilchen dt, indirect aber der Grössei^

welche entsteht, indem man die einzelnen Elemente des Kör-

pers durch die Quadrate ihrer Abstände von der Drehungsaxe

multiplicirt und diese Producte in eine Summe vereinigt.

Zusatz %
§. 410. Hat der Körper bis jetzt bei seiner drehenden
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Bewegung den Winkel cp beschrieben , so ist nun -77 die

Winkelgeschwindigkeit Sl und daher, wenn man das Zeitele-

ment dt constant annimmt,

aa<p— jpdM .

Zusatz 3.

§. 411. Wollen wir aber statt des Zeittheilchens dt den

elementaren Winkel dcp in die Rechnung einführen, so erhalten

wir, weil dt~~p ist, die Formel

durch welche das Increment des Quadrats der Geschwindigkeit

bestimmt wird.

Anmerkung.

§. 412. Wenn wir daher zu jeder Zeit die Kräfte kennten,

durch welche ein Körper angetrieben wird und ihr Moment
nach Verlauf der Zeit t gleich Vf wäre , so würden wir ver-

mittelst der gefundenen Formel, indem -wir sie integrirten , die

ganze drehende Bewegung bestimmen können. Hierbei muss

man aber bemerken, dass, wenn keine Kräfte da sind oder

dieselben kein Moment in Bezug auf die Drehungsaxe bilden,

die Bewegung eine gleichförmige sein wird, während die Axe
diese ganzen Kräfte auszuhalten hat. Die Aenderung der Be-

wegung hängt nämlich nur von dem Momente der Kräfte ab

und ist ihm selbst proportional; nun wollen wir aber sehen,

wie grosse Kräfte die Axe selbst auszuhalten hat, während

die Bewegung des Körpers durch beliebige Kräfte gestört wird.

Diese Untersuchung lässt sich nach dem, was wir in dem vor-

hergehenden Kapitel auseinander gesetzt haben , leicht anstel-

len. Beispiele einer solchen, durch Kräfte gestörten, drehenden

Bewegung werden wir aber unten anführen, wo wir annehmen,

dass die Körper durch die Schwere angetrieben werden.

Aufgabe 23.

§. 413. (Figur 47.) Ein starrer Körper wird, während er

sich um eine feste Axe dreht, durch beliebige Kräfte angetrie-

ben; man soll die Kräfte bestimmen, welche die Axe in zwei

gegebenen Punkten Ö und A auszuhalten hat und denen sie

widerstehen muss, damit sie nicht wanke.
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Auflösung.

Aus dem Vorhergehenden ersieht man, dass die Axe
Kräfte dreifacher Art auszuhalten habe, nämlich erstens die

Kräfte, durch welche der Körper wirklich angetrieben wird;

zweitens die Kräfte, welche den dasselbe Moment hervorbrin-

genden elementaren Kräften gleich und entgegengesetzt sind;

drittens die aus der drehenden Bewegung entspringenden Cen-

trifugalkräfte. Diese dreifachen Kräfte müssen wir also auf die

zwei gegebenen Punkte O und A zurückführen.

Was die den Körper wirklich antreibenden Kräfte betrifft,

so wird eine jede, wenn nicht ihre Richtung in einer auf die

Axe normalen Ebene liegt, in zwei VQ und Vv zerlegt, von

denen die erste der Axe OA parallel ist, die zweite in einer

auf die Axe normalen und diese in T schneidenden Ebene liegt.

In Folge der Kraft VQ hat nun zuerst die Axe eine ihr gleiche

Kraft längs OA auszuhärten, ausserdem aber in O und A die

auf OA normalen Kräfte Op und Aq in der Ebene OAQP.
Die erstere Op ist PQ zu-, die andere Aq abgewandt, diese

beiden Kräfte sind aber einander gleich und zwar

Op = Aq = ^xKraft VQ (§. 372.).

Ferner ergibt die Kraft Vv für die Punkte O und A die

ihr parallelen Kräfte Or und As, und zwar wird

AT GT
Or^jjjVv und As = jjj • Vv (§. 370.)

Auf diese Weise reducrre man die einzelnen Kräfte., welche

den Körper antreiben, auf die Axe und ihre Endpunkte Ö und A.

(Figur 48.) Für die Kräfte der zweiten Art, welche den

elementaren entgegengesetzt sind, nehmen wir nach §. 385. in

ö zwei auf einander und auf OA normale Axen OB und OC
an, setzen ihnen in A die Linien AE und AF parallel und zur

Bestimmung des in Z gelegenen Elements dM die Coordinaten

OX=x, XY~y und YZ~z 9 so dass sein Abstand von

der Axe oder XZ = r = V#2 + z2 wird. Ferner sei das Mo-

ment aller Kräfte = Vf und habe eine Richtung im Sinne Zf.

Wir haben gesehen, dass hieraus für beide Endpunkte ö und

A je zwei Kräfte entspringen , nämlich wenn wir den Abstand

OA = a setzen , für den Endpunkt O
, r Vff(a-a:)zdM

längs OB die Kraft =
afridM~~~~

'

n - Wf(<*-*)ydM
' Uc •

" — afrUM



hervorgebrachten Störung der drehenden Bewegung, 203

und für den andern Endpunkt A
längs AE die Kraft = i <>,»,. ,°

afrzdM
_ VffxydM

'
" ""

,:afr*dM
'

wo Oc und J/ die Verlängerungen der Linien OC und J/<*

nach der entgegengesetzten Seite sind.

Was die Kräfte der dritten Art, welche ans der drehenden

Bewegung selbst entspringen, betrifft; so haben wir vorhin im

§. 402. gesehen, was für Kräfte sich aus ihnen für die beiden

Endpunkte O und A ergeben. Wenn nämlich die Winkelge-

schwindigkeit = Sl ist und die eben angewandten Bezeichnun-

gen beibehalten werden, so haben wir für den Endpunkt ö;

längs OB die Kraft = JK

2
'

!J
-,

nn Wf(a~x)zdM

und auf ähnliche Weise für den andern Endpunkt A
^ ,. rr c, QfificydM

längs AE die Kraft = —s

|| 9

A ., S&fxzdM
AJt = -t: •

2e/#

Nimmt man daher alle diese Kräfte für beide Endpunkte

O und A zusammen, so erhält man diejenigen, welche die Axe
in diesen Punkten auszuhalten hat.

Zusatz 1.

§. 414 Weil die Kräfte der dritten Art das Quadrat der

Winkelgeschwindigkeit enthalten, bleiben sie dieselben, mag
nun Sl positiv oder negativ sein, d. h. mag die Bewegung durch

die antreibenden Kräfte beschleunigt oder verzögert werden.

Zusatz 2.

§. 415. Alle Kräfte, welche beide Endpunkte der Axe an-

treiben, lassen sich, wie viel ihrer auch sein mögen, leicht

auf Eine zurückführen, so dass jeder der beiden Endpunkte

nur durch eine einzige Kraft angetrieben wird. Um die Axe
festzuhalten, muss sie in diesen Endpunkten durch gleiche und

entgegengesetzte Kräfte unterstützt werden.

Zusatz 3.

§. 416. Nimmt man die Ebene AGB so an, dass sie
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durch das Centrum der Trägheit des Körpers / geht, so wird

fzdM=0 und fydM = M.GL, wo M die Masse des ganzen

Körpers bezeichnet; hierdurch werden die obigen Formeln

etwas einfacher.

Anmerkung.

§. 417. Die Grundlage dieser Auflösung ist in dem Obigen

schon überflüssig erläutert, wesshalb ich weniger sorgfältig die

einzelnen Verhältnisse angeführt habe. Da nämlich, wenn der

Körper nur durch elementare Kräfte angetrieben wird, die Axe
keine Einwirkung erleidet, sondern nur die Centrifugalkräfte

auszuhallen hat; so wird die Axe, wenn beliebige andere Kräfte

sie antreiben, von diesen zuerst dieselbe Einwirkung erleiden,

als ob der Körper sich in Ruhe befände und sie wird daher

eben die Kräfte auszuhalten haben, welche wir schon im vor-

hergehenden Kapitel bestimmt haben. Ausserdem aber erleidet

sie, in Folge der Centrifugalkräfte, die Einwirkung derjenigen

Kräfte, weiche ich hier unter der dritten Art umfasst habe, so dass

diese Aufgabe nur darin von der 17. abweicht, dass hier aus-

serdem die Kräfte der dritten Art hinzugefügt werden müssen.

A u fg a b e 24.

§. 418. Wird ein starrer Körper, während er sich um eine

feste Axe dreht, durch beliebige Kräfte angetrieben, so soll

man die Kräfte bestimmen, welche der Zusammenhang des

ganzen Körpers auszuhalten hat.

Auflösung.

Es ist demnach die Frage, durch welche Kräfte der Kör-

per, wenn er sich in Ruhe befände, angetrieben werden müsste,

damit sein Zusammenhang dieselbe Einwirkung erlitte, als in

dem hier betrachteten Zustande der Bewegung. Zuerst sind

daher an dem Körper dieselben Kräfte anzubringen, durch

welche er wirklich angetrieben wird und auch in denselben

Punkten, weil hier die Hauptsache auf den Orten, an denen

alle Kräfte angebracht sind, beruht. Zweitens muss man an

den einzelnen Elementen des Körpers Kräfte anbringen, welche

den elementaren gleich und entgegengesetzt sind. Wenn näm-

lich das Moment aller Kräfte zur Beschleunigung der Bewe-

gung = F/*ist, so denke man sich an dem, im Abstände r

von der Axe befindlichen, Elemente dM und in einer seiner

VfrdM
Bewegung entgegengesetzten Richtung eine Kraft = ~

r'2/i/
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angebracht (§. 374.) Ist drittens die Winkelgeschwindigkeit

= £1, so denke man sich wegen der drehenden Bewegung an

jenem Elemente auch die Kraft —g-— (§. 402.) angebracht,

durch welche es direct von der Axe entfernt wird. Viertens

bringe man an der Axe eben die Kräfte an, welche zu ihrer

Unterstützung erforderlich und in der vorhergehenden Aufgabe

angegeben worden sind. Alle diese Kräfte zusammen am Kör-

per angebracht werden sich wechselweise im* Gleichgewicht

erhalten und seine einzelnen Theile eben so antreiben, wie

diess bei der vorausgesetzten Bewegung geschieht. Hieraus

wird man daher schliessen können, wie. fest alle Elemente des

Körpers unter sich zusammenhängen müssen, damit durch jene

Kräfte keine Auflösung oder Trennung hervorgebracht werde,

sondern der Körper seine Figur unversehrt beibehalte.

Zusatz 1.

§. 419. Ist die Verbindung der Theile zu schwach, um
der Wirksamkeit dieser eben bestimmten Kräfte zu widerstehen,

so wird man den Körper, weil seine Figur wirklich eine Aen-

derung erleidet, in Bezug auf die Bewegung für einen nicht

starren halten müssen.

Zusatz 2.

§. 420. Wir nehmen daher beständig an, dass alle Theil-

chen des Körpers so fest mit einander verbunden sind, dass

sie die erwähnten Kräfte ohne irgend eine Auflösung oder Aen-

derung der Figur auszuhalten vermögen-.

Anmerkung.

§. 421. Diess sind die vorzüglichsten Kapitel, auf welche

wir alle Fragen über die drehende Bewegung starrer Körper

um eine feste Axe, wenn erstere durch beliebige Kräfte ge-

stört wird, zurückführen können. Ausser der Beschleunigung

oder Verzögerung der Bewegung selbst haben wir nämlich be-

stimmt, wie grosse Kräfte so wohl die Drehungsaxe als auch

der Zusammenhang des Körpers auszuhalten habe. Die For-

meln , welche wir zu diesen Bestimmungen gefunden haben,

enthalten aber gewisse Integrale, nämlich fydM, fzdßl, fxydM,
fcczdM und fr2d31, die man nicht als veränderliche oder unbe-

stimmte Grössen anzusehen hat; man muss vielmehr diese In-

tegrale als über die ganze Masse des Körpers ausgedehnt
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betrachten , so dass sie constante und bestimmte, von der

Natur und Form eines jeden Körpers abhängige Werthe ent-

halten. Wir haben ferner gesehen, dass die Werthe der bei-

den ersten Integrale durch die Lage des Mittelpunktes der

Trägheit bestimmt werden; die Werthe der übrigen müssen,

der Natur des Körpers entsprechend , nach den bekannten Re-

geln der Integration ermittelt werden. Das letzte Integral ist

insbesondere bemerkenswerth, da dasselbe allein bei der Be-

stimmung der Beschleunigung oder Verzögerung der Bewegung
eintritt, wahrend die übrigen sich nur in den Ausdrücken be-

finden, welche die von der Axe auszuhaltenden Kräfte angeben.

Da nun hier die Frage in Betreff der Störung der Bewegung

die vorzüglichste ist, so wird es der Mühe werth sein, die

Formel fifidM für verschiedene Arten von Körpern zu ent-

wickeln und die Vorschriften anzugeben , nach welchen man
dieselbe in jedem beliebigen Falle leichter bestimmen kann.

Es verdient aber diese Formel allerdings, dass wir ihr eine

besondere Benennung, nämlich die des Moments der Träg-

heit beilegen und der Bestimmung desselben werden wir das

folgende Kapitel widmen.
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Kapitel V.

Von dem Momente der Trägheit.

Erklärung 7.

§. 422. Das Moment der Trägheit eines Körpers in

Beziehung auf eine beliebige Axe ist die Summe aller Producte,

welche entstehen , indem man die einzelnen Elemente des Kör-

pers durch die Quadrate ihrer Abstände von der Axe multiplicirt.

Zusatz 1.

§. 423. Da so wohl die Elemente des Körpers, als auch

die Quadrate ihrer Abstände immer positiv sind, müssen es

nothwendig auch alle diese Producte sein; demnach wird durch

die Vermehrung der Masse eines Körpers nothwendig auch

sein Moment der Trägheit vergrössert.

Zusatz 2.

§. 424. Das Moment der Trägheit kann man daher anse-

hen als das Product der Masse eines Körpers in das Quadrat

irgend einer Linie; wenn also die Masse eines Körpers — M
ist, wird sein Moment in Bezug auf eine jede Axe eine Form

von der Art Mh% haben.

Zusatz 3*

§. 425. Hat man daher das Moment der Trägheit eines

Körpers in Bezug auf eine Axe, um welche er sich nach un-

serer vorigen Annahme dreht, gefunden und ist dasselbe

= Mk2
; so ist es angemessen, in den oben gefundenen For-

meln statt des Ausdrucks fr
2dM zu schreiben Mit2. Wenn da-
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her das Moment der antreibenden Kräfte = Vf und die Win-

kelgeschwindigkeit = Sl ist, so haben wir
' 2Vfydt

a^- Mit*"

Erläuterung.

§. 426. Der Grund dieser Benennung ist der Aehnlichkeit

mit der fortschreitenden Bewegung entnommen, so wie näm-

lich bei dieser, wenn dieselbe durch eine längs ihrer Richtung

antreibende Kraft beschleunigt wird,, das Increment der Ge-

schwindigkeit der antreibenden Kraft, dividirt durch die Masse

oder Trägheit, proportional ist; müssen wir bei der drehenden

Bewegung statt der antreibenden Kraft selbst ihr Moment be-

trachten und nennen den Ausdruck fi#dM, welcher statt der

Trägheit in die Rechnung eintritt, das Moment der Träg-
heit, damit das Increment der Winkelgeschwindigkeit auf ähn-

liche Weise dem Momente der antreibenden Kraft, dividirt

durch das Moment der Trägheit, proportional werde. Diese

Aehnlichkeit ist um so vollkommener, als wir in feeiden Fällen

durch das Zeitelement dt und die doppelte Linie 2g multipli-

ciren müssen, um einen Ausdruck für das Increment der Ge-

schwindigkeit zu erhalten.

Anmerkung.

§. 427. Da man denselben Körper auf unzählige Axen be-

ziehen kann, wird er in Bezug auf jede beliebige ein beson-

deres Moment der Trägheit haben, wesshalb man dasselbe

absolut nur dann bestimmen kann, wenn man es auf eine be-

stimmte Axe bezieht. Inzwischen ist es nicht immer nöthig,

wenn man das Moment der Trägheit desselben Körpers nach

und nach in Bezug auf mehrere Axen bestimmen soll, die

Rechnung von neuem nach der Formel fv*dM anzustellen; son-

dern es trifft sich oft, dass, wenn man das Moment der Träg-

heit in Bezug auf Eine Axe gefunden hat, man hieraus leicht

auf die Momente der Trägheit desselben Körpers in Bezug

auf andere unzählige Axen schliessen kann. Diese Bequemlich-

keit findet besonders alsdann statt, wenn die Axen einander

parallel sind, so dass, wenn das Moment der Trägheit für die

eine Axe bekannt ist, man hierdurch leicht das Moment für

jede andere ihr parallele Axe angeben kann; diess wollen wir

in der folgenden Aufgabe zeigen.
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Aufgabe 25.

§. 428. (Fig. 49.) Gegeben ist das Moment der Trägheit

eines gewissen Körpers in Bezug auf die Axe OA; man soll

sein Moment der Trägheit in Bezug auf eine andere, ihr pa-

rallele Axe oa finden.

Auflösung.

Es sei Oo=zc der gegenseitige Abstand dieser Axen, in

ihrer Ebene nehme man die Axe OB normal auf OA und eine

dritte OC normal auf jene beiden an. Man betrachte ein be-

liebiges Element des Körpers, welches sich in Z befindet,

seine Masse sei = dM 9 die des ganzen Körpers =M, fälle

von Z auf die Ebene AOB das Perpendikel ZY und von Y
auf OA das Perpendikel YX und es treffe das letztere verlän-

gert die Axe oa in x. Man setze für die gegebene Axe OA
die Coordinaten OXzzzx, XY'= y und YZ = z. Da nun in

Bezug auf diese ;Axe das Moment der Trägheit gegeben ist,

so sei dasselbe = M.k2 und es wird alsdann

f(y
2 + z2) dM= M.k2

.

Für die neue Axe oa wird nun, weil oxz=zx, xY=c -\-y

und YZ = z ist, das Moment der Trägheit sein

= f[(c + y)
2 + z2]dM—fc2dM-\-2fcydM +f(y2+ z

2)dM.

Da nun f(y*+z*)dM=M.k* und fc2dM~M.c2 ist, so ziehe

man zur Bestimmung des Gliedes (2fcydM='2cfydM den Mit-

telpunkt der Trägheit des Körpers in Betracht, es befinde sich

derselbe in f. Fällt man von hier auf die Ebene der Axen
das Perpendikel IK und aus K auf die Axen die Normale

KGg, so wird fydM— M.GK. Hiernach erhalten wir das Mo-

ment der Trägheit in Bezug auf die Axe oa

=3Lk2 + M.c2+ VMc.GK,
und es wird dasselbe, weil Gg=c und c2 -\-2c.GK~gK2—GK2

ist, auch ausgedrückt durch

M.k2 + M.gK2^M.GK2
.

Kennt man daher das Moment der Trägheit in Bezug auf

die Axe OA~ M.k2
, so findet man leicht das Moment in Be-

zug auf jede andere, ihr parallele Axe oa.

Zusatz 1.

§. 429. Ist die Axe oa weiter vom Mittelpunkte der Träg-

heit / entfernt, als die Axe OA, so ist auch das Moment der

Trägheit in Bezug auf jene grösser, als in Bezug auf diese.

14
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Es ist nämlich das Moment der Trägheit in Bezug auf die

Axe oa = M.k*+ M.gP—M.GP.
Zusatz 2.

§. 430. Denkt man sich daher unzählige einander parallele

Axen, so wird das Moment der Trägheit am kleinsten sein in

Bezug auf diejenige Axe , welche durch den Mittelpunkt der

Trägheit selbst gezogen ist. Befände sich nämlich der Mittelpunkt

der Trägheit in G und ginge die Axe OA durch denselben, in

Bezug auf welche das Moment der Trägheit = M.k% ist; so

würde in Bezug auf die Axe oa das Moment der Trägheit

= M.IP+ M.Gg*
sein.

Zusatz 3.

§. 431. Ist daher das Moment der Trägheit M.k2 in Bezug

auf irgend eine, durch den Mittelpunkt der Trägheit des Kör-

pers gehende, Axe gegeben, so übertrifft das Moment in Bezug

auf jede andere, jener parallele Axe das erstere um das Pro-

dukt der Masse in das Quadrat des Abstandes dieser Axe

vom Mittelpunkte der Trägheit.

Anmerkung.
§. 432. Hiernach wird die Erforschung der Momente der

Trägheit für jeden Körper nur an die Axen gebunden, welche

durch seinen Mittelpunkt der Trägheit gezogen sind und hat

man in Bezug auf diese die Momente der Trägheit bestimmt,

so wird man daraus leicht auf die Momente in Bezug auf an-

dere beliebige Axen sehliessen können. Diese Eigenschaft des

Mittelpunktes der Trägheit, dass die Momente der Trägheit in

Bezug auf die durch ihn gezogenen Axen die kleinsten sind

unter allen, in Bezug auf andere ihnen parallele Axen ange-

nommenen, Momenten, ist sehr merkwürdig, da sie auch in Be-

treff der drehenden Bewegung den ausgezeichneten Vorzug

dieses Mittelpunktes klar macht. Man kann aber durch diesen

Punkt unzählige Axen ziehen, in Bezug auf welche die Mo-

mente der Trägheit von einander sehr verschieden sein werden

und es ist nicht klar, auf welche Weise man durch einige von

ihnen, welche gegeben sind, die übrigen bestimmen könne.

Da indessen keines derselben weder verschwinden, noch ins

Unendliche wachsen kann, so muss es nothwendig so wohl

ein grösstes, als ein kleinstes Moment geben und dieses durch

eine sorgfältigere Untersuchung zu bestimmen, scheint durch-

aus würdig zu sein. Damit diess leichter geschehen könne,
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wird es angemessen sein, die Momente der Trägheit in Bezug
auf jede beliebige, durch den Mittelpunkt der Trägheit ge-

hende,, Axe zu bestimmen.

Aufgabe 26.

§. 433, Die Natur eines Körpers ist durch eine Gleichung

zwischen je drei Coordinaten ausgedrückt; man soll sein Mo-
ment der Trägheit in Bezug auf eine beliebige, durch seinen

Mittelpunkt der Trägheit gezogene, Axe bestimmen.

Auflösung.

(Fig. 50.) Es sei /der Mittelpunkt der Trägheit des Körpers,

in welchem zugleich die drei unter sich normalen Axen JA, IB
und IC zusammentreffen, den letztern parallel sind die Coor-

dinaten des beliebigen in Z gelegenen Elements dM des Kör-

pers, IX— x 9 XY~ y und YZ = z angenommen. Nähme
man nun eine der Coordinatenaxen als Drehungsaxe an, so

würde in Bezug auf sie das Moment der Trägheit leicht ange-

geben werden. Es sei nun aber dasselbe zu bestimmen in

Bezug auf eine beliebige Axe IG, durch welche eine auf A1B
normale Ebene gelegt ist, die erstere längs der geraden Linie

IF schneidet, und man setze den Winkel ALF = rj und FIG
= 0; alsdann kommt daher die Frage darauf hinaus, den Punkt

Z durch drei andere Coordinaten zu bestimmen, deren eine

auf der Axe IG selbst angenommen wird. Verändern wir die

drei Coordinaten zuerst so, dass die eine IF sei, während IC
unverändert bleibt und die dritte auf diesen beiden normal stehe 5

zieht man dann YX4 normal auf IF; so werden die drei Coor-

dinaten

IX/=x /z=zxcosrj-\-ysmrj, X' Y=y'=ycosr]—^sin^ und YZ=zz'=zz.

Auf ähnliche Weise geschieht der Uebergang von diesen

zu den drei neuen Coordinaten x" > y" und z", von denen x" auf

der Axe IG angenommen werde; es wird alsdann

a/'rra/cosö + z'sinÖ, z"=z'cosö—^'sinö und y"—y'.

»Substituirt man nun die vorhergehenden Werthe, so erhält man
x"= x cos 7} cos 6 -\-y sin rj cos 6 -f z sin 0,

y" =ycos7j— xsmrj und

z"= z cos 6— x cos 7] sin 6—y sin rj sin #.

Das Quadrat des Abstandes des Punktes Z von der Axe
IG wird demnach

= y"*+ z'"*- x* sin if+ y
2 cos t}*

14*
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-f 22 cos öa— *2xy sin rj cos rj—2xz cos rj sin 6 cosß—2yzs'mrj sinö cosÖ

-\-x2 cos rj
2, sin Ö2+ #

2 sin r\
l

. sin Ö2 + 2a:«/ sin rj cos ^ sin ö2.

Setzen wir nun die folgenden, über den ganzen Körper sich

erstreckenden, Integrale:

fxMM = A, Jy*dM= B, fzH3I= C, fxydM^D 3 fxzdM=E
und fyzd3I=F;

so wird das gesuchte Moment der Trägheit in Bezug auf die

Axe IG = J[sin^2 + cos^sinö2] +B [cos?/2 + sin^sinö2]

+ Ccosö2-—2Dsmrj cosrjcosG2—2Ecosrjsif\6co&6--2Fs\ nrj sinÖ cos#.

Zusatz 1.

§. 434. Hier sind die Grössen A, B und C nothwendig

positiv, die übrigen Dy E und F können aber nach Verhältnis^,

des Körpers positiv oder negativ sein.

Zusatz 2.

§. 435. Das Moment der Trägheit in Bezug auf die Axe
JA ist= B -\ C, in Bezug auf die Axe IB = A\ C und in

Bezug auf die Axe IC = A-{- B\ kennt man daher diese drei

Momente, so werden auch die Werthe von A, B und .. C -bekannt.

Zusatz 3.

§. 436. Wie man auch immer die Winkel rj und 6 anneh-

men mag, so kann doch das gefundene Moment der Trägheit

niemals verschwinden, sondern erhält immer einen positiven

Werth.
Anmerkung.

§. 437. Wollen wir nicht nur die Bewegung des Körpers

um die Axe IG, sondern auch die Kräfte bestimmen, welche

die Axe auszuhalten hat, so müssen wir ausser dem Momente
der Trägheit in Bezug auf dieselbe auch die Werthe der In-

tegralformeln Jx"y"dM und fx"z"dM kennen (§. 343.). Es wer-

den aber diese Formeln, durch die Coordinaten x, y und z

ausgedrückt:

fx"y"dM—fd3I[x cos rj cos 6 -\-ys\nrj cosO + zsmß] [ycosrj—xsinrj]

und fx"z"d3I=.fd31\x cos rj cos 6 -{-y sin rj cos 6

-\-zsmQ] [2 cos 6— ^cos^sinö

—

y sin rj sin 6].

Substituirt man daher die oben angenommenen Werthe,
so erhalten wir:

fx"y"d31~>—A sin r\ cos rj cos 6 + Z?sin rj cos rj cos

+ D [cos rf —• sin rj
2
] cos 6— E sin rj sin + Fcos rj sin 6
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und .fasVdM=— A cos vf sin ß cos ß—B sin r\
2 sin 6 cos 6

+ Csin cos 6 — 22) sin r\ cos rj sinß cos + E cos ^ [cos ö2— sin Ö2J

+ Fsin^[cosö2~sinÖ2
J.

Diese Werthe sind um so bemerkensweither, als sie in

den Fällen, in welchen das Moment der Trägheit ein maximum
oder minimum ist, versehwiüden, wie wir bald sehen werden.

Aufgabe 27.

§. 438. Unter allen Axen , welche durch den Mittelpunkt

der Trägheit eines gegebenen Körpers gezogen sind, soll man
diejenige bestimmen, in Bezug auf welche das Moment der

Trägheit entweder ein maximum oder minimum wird.

Auflösung.

Es bleibe alles wie in der vorhergehenden Aufgabe und es

sei IG eine solche gesuchte Axe, so dass man die Winkel

AIF=f] und FW= 6 bestimmen muss. Da nun dass Moment
der Trägheit in Bezug auf diese Axe =f(y"'

2+z"2)dM
— Asinr]2 + ^coS'?72sin02+ /? cos ^

2 +Z?sin'>72 sinö2

+ Ccosö2—2/>sin^cos^cos^2—2Fcos^sin0cos0—2Fsin^sin#cos0

ist, so differentiire man dasselbe auf doppelte Weise, indem

man zuerst t\ und hierauf als veränderlich ansieht und setze

dann beide Differentiale =0. Aus der ersten Differentiation er-

gibt sich die Gleichung

2A sin 7] cos rj cos 2— 2Z?sin v\ cos rj cos ß2— 2/> cos rf cos ß2
'

-f 2D sin ^
2 cos ß2 + 2Fsin rj sin ß cos ß— 2Fcos v\ sin ß cos ß=

und wenn man dieselbe durch — 2cosÖ dividirt,

—
(A— B) sin v\ cos rj cos ß -f- D (cos n

2— sin rf) cos ß—E sin rj sin ß

+ Fcos^ sin ö=0 oder fx"y"dM~0.
Man hat demnach

*— (A—B)s\n7f cos rj -j-D (cos rf— sin rf)

8 ~~ E sin rj — Fcos 7]

Nimmt man aber ß als veränderlich an , so gelangt man
zu der Gleichung

2A cos r]
2 sin öcos ß + 22? sin rf sin ß cos ff— 2Csin ß cos ß

+4/>sin77Cos?;sin(9cosö-2Fcos^(cosö2-sinÖ2)~2Fsin^(cos02-sinö2)

oder J cos ??
2 sin 20+ 2? sin ??

2 sin 20— Csin 20

-f 2ösin^cos^sin20 —- 2F cos ?? cos 20— 2Fsin?7 cos20—0;
2Fcos^ + 2Fsin^

also tg20 =
j_ CQ87fL^ ß s \nrfi^c + 2D Sinti cos^
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2t<rß
Da aber tg2ö ~t—r->j2 ist, so folgt aus dem vorhergehen-

den Werthe von ig 6

9ß__ 2[l£sin^—Fcos?7][(Z?—^sin^eos^ + Z)(eos^2—sin^2)J_
° ~ [Eslnrj—Fcosrf]2—[(B—^4)sin^cos^+i>(cos7]2—sin??2)]

2
'

Setzt man nun diese beiden Werthe von tg 20 - einander

gleich, so erhält man die Gleichung

[E cos rj + Fsin iq\ l^ 8,n V—Fcos rj]
2,

= [E cos ^ + Fsin q][(B— Ä) si n v\ cos ^ + 2) (cos ?7
2— sin -j?

2
)]
3

+ [Fsin^

—

F cos rf\ [(B — .4) sin i? cos ^-f/>(cos^2 -~sin^2
)]

X [^4 cos 7}%-{-B sin ?]
2— C+ 2D sin ^ eos ^]

=[(^—^()sin^cos^+D(cos^2—sin^jfE^sin^— Csin^-fDcos^)
—F(Acos7j— Ccos^-|-Z)sin^)].

Da nun überall sin^ und cos^ gleich viel Dimensionen bil-

sin 71

den, so erhalten wir, wenn wir = tff ri = £ setzen, die
cos^ ö '

Gleichung
[F + F(| [F—£*]*= [D + (B- A)t—I)t*]{DE— AF+ CF

+(BE—CE— DF)ti
oder geordnet:

Q=EF*—I)*E + 04— C) #F
+ <[Fß_2F2F+ Z)2F+ (J -fcß + O Z2F+04— B)(A— C) F]

+ t
2[E 3—2E.Fz + D2>E+(B—2A+C)DF+ (A—B)-(B-C)E\

+ P[E2F—nzF+(B—CjDE],
aus weicher cubischen Gleichung der Werth von t abgeleitet

werden muss.
Zusatz 1.

§. 439. Da die Gleichung, aus welcher der Werth von t

gefunden werden soll, eine cubische ist, so wird sie sicher

immer Eine reelle W7urzel haben, welche den Werth von tg^

ergibt und hat man so diesen Winkel AIF gefunden, so muss
der andere FIG— 6, der Gleichung

. (B— A)sinricos'ri + i9(eos^2— sin??2)
tg = —;

= :

fr~. :

TS

_ V2(ff— A) sin 2g+ D cos2q
Fsin?7— Fcost}

entsprechend, bestimmt werden.

Zusatz 2.

§. 440. Es ist aber möglich, dass alle drei Wurzeln reell

werden, in welchem Falle es im Körper drei Axen gibt, in

Bezug auf welche die Momente der Trägheit entweder maxima

oder minima sind.
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Anmerkung.

§. 441. Aus der Natur der Sache ersieht man aber, dass

in jedem Körper mehr als eine solche Axe sein wird , in Bezug
auf welche das Moment der Trägheit entweder ein maximum
oder ein minimum ist. Ist nämlich eine einzige gegeben, so

wird in Bezug auf sie das Moment entweder das grösste oder

das kleinste von allen sein und es wird daher in beiden Fällen

nothwendig eine andere Axe geben, in Bezug auf welche das

Moment der Trägheit entweder das kleinste oder das grösste

sein wird. Hieraus kann man ferner schiiessen, dass die ge-

fundene cubische Gleichung nicht nur Eine, sondern zwei reelle

Wurzeln haben wird; es werden demnach alle drei Wurzeln

stets reell sein, was man zwar aus der Form der Gleichung

schwer ersehen kann. Ist aber eine solche Axe bereits bekannt,

so findet man ohne Schwierigkeit die übrigen von derselben

Art 9 was wir in der folgenden Aufgabe zu zeigen für der Mühe
werth halten.

Aufgabe 28.

§. 442. Es ist eine durch den Mittelpunkt der Trägheit eines

Körpers gehende Axe gegeben, in Bezug auf welche das Mo-

ment der Trägheit ein maximum oder minimum ist; man soll

die übrigen durch denselben Mittelpunkt gezogenen Axen be-

stimmen, denen dieselbe Eigenschaft zukommt.

A u f 1 o s u n g.

Ist / der Mittelpunkt der Trägheit des Körpers, so sei IA

jene gegebene Axe, in Bezug auf welche das Moment der

Trägheit ein maximum oder minimum ist, alsdann ist aus der

vorhergehenden Aufgabe bekannt, dass diese Eigenschaft nur

dann stattfinden kann , wenn fccydM=Q und foczdM= ist;

für die vorhergehenden Formeln haben wir daher D = und

E= Q. Ist nun IG eine andere derartige Axe, so setzen wir

wie vorhin Z.AIF= i\ und F1G = 6, und erhalten in Bezug

auf jene das Moment der Trägheit

= J(sin^2+ cos^2 sin(92) + B(costi^+ sinrj2 sind'1)

+ CcosÖ2-2Fsin^sinÖcosÖ.

Die Methode der maxima und minima ergibt alsdann die

zwei Gleichungen:

1. (A—i?)sin^ cosri cosö2— Fcosrj sinö cosÖ=
II. [Acosr}*+ Bsiutj'2] sinÖ cosö— CsinÖ cosö— Fsin^

X[cosö2-sinö2]==0.
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Da die erste durch cos>; cosö theilbar ist, so hat man ent-

weder cos^=0 oder cosö=0; denn wenn man die dritte Wur-
A F?

zel tgö= "—-p— sin^ in die zweite Gleichung substituirt, so be-

stimmt diese nichts, weil der Winkel t] ganz aus der Rechnung

heraustritt. Es sei demnach cos^= 5 also ^= J/F= (J0°

und sin 97= 2, alsdann ergibt die zweite Gleichung

2?sin<9cos0-Csin(9eos(9— F(cosö2—sin#2)=0,
oder H^B-Qshm—Fcos2ß=

2F
und tz^——.

Hieraus ergibt sich für den Winkel FIG ein doppelter

Werth, nämlich FIG—ß und f<7&= + 90°; es ergeben sich

also aus Einer gegebenen Axe IA immer zwei neue, welche

dieselbe Eigenschaft des maximum und minimum haben und

welche drei Axen den drei Wurzeln der vorhergefundenen cu-

bischen Gleichung entsprechen. Die Wurzel cos 6= der er-

sten Gleichung bewirkt hier durchaus nichts, da nämlich der

Winkel FIG ein Rechter ist, wie auch der Winkel AlF=fj
sich verändern mag, so behält die gerade Linie IG stets die-

selbe Lage IC bei und es findet hier keine Differentiation statt

Da aber 97
— 90° ist, wird das Moment der Trägheit in Bezug

auf die Axe IG
=J + ^sinö2+ Ceos02 ~-2Fsin0eose

und das Moment in Bezug auf die gegebene Axe IA
=B+C (§.435.).

Zusatz 1.

§. 443. Da nun der Winkel AIF—ti= 90° ist, so sind die

beiden übrigen Axen auf IA normal und weil jene auch mit

einander einen rechten W7
inkel bilden, gibt es in jedem Körper

drei durch den Mittelpunkt der Trägheit / gehende Axen y

welche unter sich normal und in Bezug auf welche die Momente
der Trägheit entweder maxima oder minima sind.

Zusatz 2.

§. 444. Sind daher die geraden Linien IA, SB und IC
selbst diese drei Axen, in Bezug auf welche die Momente der

Trägheit entweder maxima oder minima sind, so wird

fxydM=D=zQ, fxxdBI=E~Q und fyzdM=F=Q>
Anmerkung.

§. 445. In diesen Aufgaben haben wir zwar angenommen,
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dass 1 der Mittelpunkt der Trägheit des Körpers sei , weil wir

die Berechnung des Momentes der Trägheit nur auf derartige

Axen, welche durch den Mittelpunkt der Trägheit gehen, be-

schränkt haben ; allein in der ganzen Rechnung beider Aufga-

ben befindet sich nichts, was die Natur des Mittelpunkts der

Trägheit mit dem Punkte 1 verbände. Diese Aufgaben er-

strecken sich daher viel weiter, so dass, wenn man einen be-

liebigen Punkt / annimmt, man unter allen durch denselben

gehenden Axen drei bestimmen kann, in Bezug aufweiche die

Momente der Trägheit entweder maxfma oder minima sind und
so, dass diese drei Axen auf einander normal stehen. Ich be-

trachte hier aber nur diese Eigenschaft als dem Mittelpunkte

der Trägheit zukommend und es wird sehr wichtig sein, für

jeden beliebigen Körper diese drei Axen zu kennen, weil man
vermittelst derselben die Momente der Trägheit in Bezug auf

alle Axen sehr leicht finden kann.

Erklärung 8.

§. 446. Die Hauptaxen eines jeden Körpers sind jene

drei durch seinen Mittelpunkt der Trägheit gehenden Axen, in

Bezug auf welche die Momente der Trägheit entweder maxima
oder minima sind.

Zusatz 1.

§. 447. Aus dem Vorhergehenden ersieht man, dass es nicht

nur für jeden beliebigen Körper solche drei Hauptaxen gibt,

sondern dass dieselben auch auf einander normal sind ; man
wird daher sehr bequem dieselben als die drei Axen annehmen,

auf welche man den Körper bezieht.

Zusatz 2.

§. 448. (Fig. 50.) Wenn daher JA 1B und IC die Haupt-

axen irgend eines Körpers sind und man, zur Bestimmung des

in Z gelegenen Elementes dM des Körpers, ihnen parallel die

Coordinaten IX=x, XY=y und YZ= 2 annimmt, so wird

nicht nur
fxdM=zQ, ft/dM=zO und fzdM^Q,

sondern auch

fxydM=Q.9 fjczdM=0 und fyzdM=0.
Zusatz 3.

§. 449. Setzt man nun aber f&dM—A, fifdM—B und

fz
zdM=C 3 so wird das Moment der Trägheit des Körpers in

Bezug auf die Axe IA=ß+'C, die Axe IB = A+ C und die
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Axe 1Cz=lA-\-B und zwar sind diese Momente maxima oder

minima.
Anmerkung,

§. 450. Von der grössten Wichtigkeit ist die Thatsache,

dass es in jedem Körper drei solche Hanptaxen gibt, der Be-

weis derselben ergibt sich offenbar aus dem Vorhergehenden.

Nimmt man nämlich je drei Axen IA, Iß und IC, welche sich

im Mittelpunkte der Trägheit /normal schneiden, beliebig an,

so haben wir gezeigt, wie man durch Auflösung der eubisehen

Gleichung Eine derartige Hauptaxe IG bestimmen kann; ist aber

Eine bekannt, so kann man die übrigen durch leichte Rechnung
angeben. Nun wird uns aber kaum ein so unregelmässiger Kör-

per aufstossen, dass man nicht wenigstens eine der Hauptaxen

kennen sollte, worauf sich die beiden übrigen sehr leicht erge-

ben. Ich werde daher künftig annehmen, dass in jedem Körper

diese drei Hauptaxen uns bekannt seien; und wenn wir nur in

Bezug auf sie die Momente der Trägheit kennen, werden wir

dieselben für alle anderen Axen sehr rasch darstellen können,

wie man aus der folgenden Aufgabe ersehen wird.

Erläuterung.

§. 451. In welcher Weise diesen drei Hauptaxen das

maximum oder minimum zukomme, sieht man nicht so leicht

ein. Da nämlich sicher eine sich unter ihnen befindet, in Be-

zug auf welche das Moment der Trägheit das grösste von allen,

und eben so eine, in Bezug auf welche das Moment der Träg-

heit das kleinste von allen ist; so wird nothwendig in. Bezug,

auf die dritte Axe das Moment weder das grösste noch das

kleinste von allen sein, ausgenommen wenn es etwa mit dem
einen von jenen beiden übereinstimmt, was bisweilen geschehen

kann. Allein die Rechnung der maxima und minima gibt oft

derartige Grössen an, welche absolut weder maxima noch mi-

nima sind, weil diese Rechnung nur ergibt, dass, wenn man
sich unendlich w-enig von dem gefundenen Orte entfernt, weder

eine Zu- noch eine Abnahme stattfindet. Ist daher IA die Axe
des maximum absolut genommen und IC die Axe des minimum

ebenfalls absolut genommen; so wird in Bezug auf die Axe
IB das Moment der Trägheit weder das grösste noch das

kleinste von allen sein, aber doch auf eine solche Weise die

Mitte halten, dass, wenn man eine andere unendlich wenig

von ihr abstehende Axe nach einer beliebigen Seite hin annimmt,
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ihr Moment der Trägheit weder zu- noch abnimmt. Aus die-

sem Grunde findet der grosse und besonders zu bemerkende
Unterschied zwischen diesen drei Hauptaxen statt, dass näm-
Jich eine von ihnen das grösste, eine zweite das kleinste, die

dritte aber ein mittleres Moment hat, welches jedoch in der

Rechnung als ein maximum oder minimum angesehen werden
kann. Der Grund hiervon wird in der folgenden Aufgabe noch

deutlicher werden.
Aufgabe 29.

§. 452. Gegeben sind die Momente der Trägheit eines ge-

wissen Körpers in Bezug auf die drei Hauptaxen; man soll sein

Moment der Trägheit in Bezug auf eine beliebige, durch seinen

Mittelpunkt der Trägheit gezogene, Axe bestimmen.

Auflösung.
(Figur 50.) Es seien IA, Iß und IC die drei Hauptaxen

des Körpers, welche sich wechselseitig im Mittelpunkte der

Trägheit / normal schneiden und es seien, wenn man die

Masse des Körpers = M setzt, seine Momente der Trägheit

in Bezug auf die Axen IA, Iß und IC respective 3Ia* 9 3Ib <l

und Mc2
; man sucht hieraus sein Moment der Trägheit in Be-

zug auf die beliebige Axe IG, welche gegen die Ebene A1B
unter dem Winkel GIF= 6 geneigt und wobei der Winkel

AlF~rj ist. Betrachtet man nun das Element dM des Körpers

in Z und sind die Coordinaten dieses Punktes IX= a, XT
•=y und YZ= z; so wird, wenn man die Integrale

fx*dM*=A, fy*dM=B und fz*dM= C setzt,

fxydM=D=0, ficzdM=zE= und fyzdM=zFz=0.

Nach §. 433. wird daher das Moment der Trägheit in Bezug

auf die Axe IG
~A [sin rf + cos rf* sin ö

2
] + ß [cos rj* + sin tf* sin ö2] + Ccos ö2.

Da wir aber aus den drei gegebenen Momenten
Ma*=±B + C, MW^A + C und Mc*= A + B

haben, so erhält man aus diesen Gleichungen umgekehrt

A^\M\b2 + c2-a2
], B=\M[a* + c2-62

] und C=\M[a*+b*--c*\.

Substituirt man diese Werthe, so ergibt sich das Moment
der Trägheit in Bezug auf die Axe IG

^=Jir[aa cos^2 cosöa + ö2 siii^2 cos6a +ca sin(99].

Hierbei bemerke man , dass

cos tj cos 8— cos AIG, sin?? cos 6=^ cosBIG und sm 0= cos CIG
ist. Setzt man daher die Winkelabstände der Axe IG von den

drei Hauptaxen, oder
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AIG = a, BIG = ß und CIG^y,
so wird das Moment der Trägheit in Bezug auf die Axe IG

= Ma2 cos a2 + Mb2 cos ß
2 + Mc2cos y

2
.

Die Winkel et, ß, y sind aber so beschaffen, dass man hat

cos et
2 + cos ß

2 + cos y
2= 1.

Zusatz 1.

§. 453. Setzt man das Moment der Trägheit in Bezug auf

die Axe IG = Mk2
, so kann man dasselbe auf die folgenden

Weisen ausdrücken:

Mk2= jtfa* -M (a2 - h2) cos /3
2— l/(a2— c-

2
) cosy2

J!/£2 =«ü/62 + ißf (a2—b2) cos a2 - üf (b2 - c2) cos y
2

Mk2= jlf

c

a + iü/(a2— c2) cos a2+M \b2—> c2) cos ß
2

;

und man kann in jedem dieser Ausdrücke die zwei Winkel

nach Belieben annehmen.

Zusatz 2.

§. 454. Ist a2>b2 und &*> ca , so wird das Moment der

Trägheit in Bezug auf die Axe IA das grösste von allen, und

das in Bezug auf die Axe IC das kleinste; das in Bezug auf

die Axe Iß wird die Mitte halten.

Zusatz 3.

§. 455. Ist («
2—b2) coset2> (b2 - c2) cosy2, so wird das Mo-

ment der Trägheit in Bezug auf die Axe IG grösser als da»

mittlere Mb2
, im Gegentheil wird es kleiner. Ist aber

(a2- b2) cosa2=(b2—c2
) cosy2 ,

was an unzähligen Orten geschehen kann , so sind daselbst

alle Momente der Trägheit einander gleich.

Zusatz 4.

§. 456. Ist aber a2=zb2=c2
, d. h. sind die Momente der

Trägheit in Bezug auf die Hauptaxen einander gleich, so

werden auch die Momente in Bezug auf alle, durch den Mit-

telpunkt der Trägheit gezogenen, Axen einander gleich sein;

man kann daher jede beliebige Axe als Hauptaxe ansehen.

Anmerkung.

§. 457. (Figur 51.) Auf elegante Weise kann man diese

Sätze nach dem, in der sphärischen Trigonometrie angenom-

menen, Gebrauche darstellen. Es seien nämlich, wenn man
den Mittelpunkt der Trägheit / im Centrum einer Kugel annimmt,

A, B und C die auf der sphärischen Oberfläche begrenzten



Kapitel V. Von dem Momente der Trägheit. 221

Endpunkte der Hauptaxen , so dass die Bogen AB, AC und

BC Quadranten sind. Den in diesen Punkten begrenzten

Axen entsprechen die .Momente der Trägheit 31a2 , Mb* und

31c2 , von denen das erste das grösste, das zweite das mittel-

grosse und das dritte das kleinste ist. Betrachtet man nun

eine andere beliebige Axe, welche durch den Mittelpunkt der

Trägheit geht und die sphärische Oberfläche im Punkte S durch-

schneidet, so wird das Moment der Trägheit in Bezug auf

dieselbe
z=31a2 cosAS2+ 31b2 cosBS2+ Mc2 cos CS2

.

Dieser Ausdruck kann, weil cos^^+cosß^+ cosC^S2—!
ist, auch folgendermaassen dargestellt werden:

31a2 -U (a2~ b2) cos BS*—M (a2— c2) cos CS2
, oder

Mb2 + M(a2—

6

2)cos AS2— M(b2— c2)cosCS2 oder

Mc2 + 31 (et
2 - c2) cosAS2 + M(b2—c2

) cosBS2
.

Hiernach wird, wenn S auf dem Quadranten BC, nämlich

im Punkte D liegt, das Moment der Trägheit in Bezug auf die

Axe ID
r=i¥(62 cos BD2 + c2 cos CD2)=z31b2—M(b2—c2

) cosCD2=zMc2

+ 31(b2—

c

2
) cosBD2

,

oder auch

= Mb2—M (b2—c2
) sinBD2=z 31c2 + 31(b2—c2

) sin CD2

Auf ähnliche Weise ist das Moment der Trägheit in Be-

zug auf die Axe IE
= 31a2— 31 (a2—c2

) sin A

E

2= 31c2+ 31 (a2— c2) sin CE2

und das in Bezug auf die Axe IF
= 31a2-M («

2— b2) sin AF2 -=, 31b2+ 31\a2- b2) sinBF2
.

Aufgabe 30.

§. 458. Man soll alle durch den Mittelpunkt der Trägheit

gezogenen Axen finden, in Bezug auf welche die Momente der

Trägheit einander gleich sind.

Auflösung.
(Figur 51.) Es seien die Momente der Trägheit in Bezug

auf die Hauptaxen IA, IB und IC respective 31a2 , 31b2 und

Mc2
, und dabei a2 >62 >c2

; man sucht alle durch den Mittel-

punkt der Trägheit / zu ziehenden Axen, in Bezug auf welche

die Momente der Trägheit einander und zwar demjenigen gleich

sind, welches der Axe IE entspricht. E ist auf dem Qua-

dranten AC angenommen, weil von A bis C alle Momente die-

ses Körpers, vom grössten bis zum kleinsten, vorkommen.

Ist nun IS eine solche Axe, so haben wir die Gleichung:
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Ma*~M{a*-c*)$mAE*=Ma*-M(a*^^ cos CS2

oder (a2---c2)shiJ£2=(a2~62)cosi?>S2 + (a2_c2) cos Cs^
Da nun cos J5>$2=sin^£2 — cos CS2 ist, so wird

(a2—

c

2
) sin AE2= (a2- 62) sin AS2 + (6

2_ c2) cos <7£2 .

Führt man ferner den Winkel CAS ein, so wird, weil cos
CS~8\nAScosCAS ist,

(a2 - c2) sin ^JE2= («*— 62) sin AS2+ (&
2— c2) sinJS2 cos O/iS2

,
• ^C2 (a2-c2)sinJ£2

also sin Ab* = -z—jir . nt> ^ tttöö* •

a2— b2+ (b2— c2) cos CAS2

Führt man aber den Winkel ACS ein, so wird

,inry - (fl
8 ~c)sinCJS?,

sinca
~ft2_ c2+ (fl

a_ Ä2) C0S^ ClS
2-

Der Winkel CAS kann bis 90° Wachsen, wenn nur

(a2— c2) sin AE2 <a2—62
, d. h. sin J£ < t/"?!=I*J ist;

f az— cz

eben so kann der Winkel ACS bis 90° zunehmen, wenn nur

• fyv^&r^— c*
i • 4i?^±ra2— b2 . .sin6A<V -s ö odersin-4jE>V -s s ist.

T «z— c2 ? a2— c2

Der Punkt S wird daher auf der Curve liegen, welche in

E aufsteigend durch den Quadranten AB geht, wenn

n2

ist; jene Curve wird durch den Quadranten Z?C gehen, wenn

inAE>^-
2-62

a*— cx

Ist aber sinAE=y % ?

1 a2— c x,2

so wird die Curve durch den Punkt B gehen und es werden

alle Momente der Trägheit= Mb2
. In diesem Falle wird daher

a2— b2

sin AS2 = ^2Z^2^T(pz^2) cos 6'^S2

4 /~^2 __ c2 a2— b2

und es folgt hieraus, weil cos AE ~ %/ — und 70
1 az— c* — c

smAE2

ist ?

cosAE2

sm AE2 1x^0 *#AE
sin ^±>S2 — ~

—

4 #™ . ^ r-10
-—^ A &? und tgAS~ ^ g ^ A g *

sin ^iA2 -J- cos ^A2 cos CAS2 ö cos 6^4&

Aus der letzten Gleichung ersieht man, dass die Orte, der

Punkte & auf einem grössten Kreise Hegen, welcher durch die

Punkte B und E gezogen ist.
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(Figur 52.) In dem Falle, dass ein^JS <V g
!~~~ist,

1 a2 — c*

oder der Punkt E näher an A angenommen wird, befinde sich

derselbe in e , alsdann wird es auf dem Quadranten AB einen

Punkt f geben, in welchem das Moment gleich gross ist. Es
(ci

2, —~ c2) sin Ae2

wird demnach sin J/2—-
r?
—

-n, 9 also, wenn man Ae

q™ r«2 sin /
2

= e, Af=f, As~s und eAs = <p setzt, weil -«—r„ = ——

«

/a « . ,«8 • q a & sine2
b 2—

c

2 sm/2 --sine2 .

und -ö z*~ 1—

s

ist, zwischen s und cp die Gleichung
a2 — 62 sine2 T ö

stattfinden:

.
sine2 sin/2 sine2 sin/2

sin e2 + (sin f
2—sin e2) cos y

2 sin e2 sin <^
2 -\- sin

/

2 cos <p
2

*

Dieselbe drückt die Natur der Linie esf aus und es ist

*"-

—

t.= sin JE. In dem Falle endlich, wo sinAE > 4/ fL—1_
sm/ ^ lf a2_ c.2

ist, liege der Punkt 12 in e' und es wird alsdann auf dem Qua-

dranten BC einen Punkt d geben, in welchem das Moment

i n i
•

t
•

4. i
• ^72 («

2—c2)sinCe'2 .

dasselbe als in e' ist, so dass sm Cd1 =
y^

~ wird.
bz— cz

Setzen wir nun Ce'= e, Cd^f, Cs'~s und e
1 Cs !

~<p, so wird, weil

a2—

c

2 sin/2 a2— b2 sin/2— sine2 . ,

jö o = -

—

ö und r^ ö ~ ;—ö- ist, zwischen s und2— c2 sine2 b2 — c2 sine2

qp die Gleichung stattfinden:

2 __ sine2 sin/2 __ sine2sin/2

sine2 +(sin/2— sin e2) cos g?
2 " sine2 sing)2 -j- sin/2 coscp2

'

welche die Natur der Linie e's'd ausdrückt und wobei -7—

>

sin/
= sin CE ist.

Zusatz 1.

§. 459. Durch den ganzen von B durch E gezogenen

\ra2__ß
-
2

/
'

a_- 2
sei,

das Moment der Trägheit = Mb 21
. Weil man ferner den Bogen

AE so wohl negativ als positiv annehmen kann, gibt es auf der

Kugel zwei grüsste Kreise, welche dieselbe Eigenschaft haben.

Zusatz 2.

§. 460. Auf ähnliche Weise werden so wohl um den Pol
A, als um den ihm entgegengesetzten zwei elliptische Bahnen
auf der Kugel stattfinden, deren halbe grosse Axe der Bogen
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Af und deren halbe kleine der Bogen Ae ist und auf welchen

überall dasselbe Moment der Trägheit, grösser als Mb2
, statt-

findet. In der Figur stellt die Linie fse einen Quadranten die-

ser elliptischen Bahnen dar.

Zusatz 3.

§. 461. Die Linien, auf welchen das Moment der Trag«

heit kleiner als 31b2 ist, werden zwei elliptische Bahnen sein,

deren Mittelpunkte im Pole C und dem ihm entgegengesetzten

liegen , deren halbe grosse Axe der Bogen Cd und halbe kleine

der Bogen Ce' ist. In der Figur stellt die Linie ds'e
1 einen

Quadranten dieser elliptischen Bahnen dar.

Anmerkung 1.

§. 462. Wenn auch diese auf der Oberfläche der Kugel

gezogenen Linien fse und ds'e' sich nicht in derselben Ebene

befinden, so finden wir es doch angemessen, sie elliptische

Bahnen zu nennen, weil ihre Projectionen auf Ebenen, welche

die Kugel in den Punkten A und C berühren, Ellipsen sind,

deren Mittelpunkte in A und C liegen. Setzt man nämlich

in der Projection der Linie fse auf die, die Kugel in A berü'h-

m2 az—c2

rende, Ebene s\nAf=m 9 s\nAe=n, so dass —$ = -
a > 2

wird und nimmt man für die Projection des Punktes s auf m
die Abscisse =za; = sin 5. sing? und die darauf normale Ordinate

= y = sins cosg> an ; so hat man zwischen x und #die Gleichung

»¥+j»y=m¥(5,458.),
welche einer Ellipse angehört, deren Mittelpunkt in A liegt

und deren halbe Axen m und n sind. Auf gleiche Weise fin-

det man, dass die Projection der Linie ds'e' auf die, die Kugel

in C berührende, Ebene eine Ellipse ist.

Ist etwa Mb2= 31c2 9 in welchem Falle der Punkt E in C
fallt, so wird Ae= Afund m= n, es geht die Ellipse in einen

Kreis über und zwar wird die Linie fse ein um den Pol A be-

schriebener kleinerer Kreis.

Anmerkung 2.

§. 463. Wir haben demnach die Aufsuchung des Momentes

der Trägheit darauf zurückgeführt, dass es für jeden beliebigen

vorliegenden Körper hinreichend ist, je drei Momente der Träg-

heit zu bestimmen, welche nämlich in Bezug auf die drei Haupt-

axen genommen sind. Denn wenn diese bekannt sind , kann
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man leicht das Moment der Trägheit desselben Körpers in Be-

zug auf irgend eine andere, durch seinen Mittelpunkt der Träg-

heit gehende, Axe und hieraus ferner in Bezug auf alle andern

jener parallelen Axen angeben. Auf diese Weise ist die Auf-

findung der Momente der Trägheit, welche anfangs für jeden

Körper gleichsam ohne Ende zu sein schien, auf bewunderungs-

würdige Weise abgekürzt worden. Ausserdem aber verdient

bei dieser Arbeit ein anderes ausgezeichnetes Hülfsmittel be-

merkt zu werden, durch welches man auf das Moment der

Trägheit irgend eines Körpers leicht aus den Momenten seiner

Theile schliessen kann; dieses wollen wir in der folgenden

Aufgabe auseinandersetzen.

Aufgabe 31.

§. 464. Gegeben sind die Momente der Trägheit zweier

Theile in Bezug auf Axen, welche einander parallel sind und

durch den Mittelpunkt der Trägheit eines jeden gehen; man
soll das Moment der Trägheit des ganzen Körpers in Bezug

auf eine Axe bestimmen, welche jenen parallel ist und durch

den Mittelpunkt der Trägheit des letzteren geht.

Auflösung.

(Fig. 53.) Es sei demnach der Körper aus zwei Theilen

zusammengesetzt, deren Massen M und N sind und deren Mit-

telpunkte der Trägheit sich respective in M und N befinden,

der Zwischenraum MN werde — c gesetzt. Es sei nun das

Moment der Trägheit des ersten Theiles M in Bezug auf die

Axe mm' gegeben und =.M*m*9 eben so das des andern Thei-

les N in Bezug auf die Axe nn'— N.n*, diese Axen mm 1 und

nn\ welche durch die Mittelpunkte der Trägheit beider Theile

gehen, werden einander parallel angenommen, man soll« hier-

durch das Moment der Trägheit des ganzen Körpers, in Bezug

auf die jenen parallele und durch seinen Mittelpunkt der Träg-

heit I gehende Axe i i' bestimmen. Die Masse des ganzen

Körpers ist aber ~M~\-N und man findet seinen Mittelpunkt

der Trägheit auf der geraden Linie MN im Punkte /, so dass

man hat
Nc Mc

IM^^r^r und /ZV=-
' M.\ N u M\N'

Da nun diese drei Axen in derselben Ebene liegen, so

setze man ihre Neigung gegen die Linie MN oder den Win-

kel 2V//= 6%. alsdann wird der Abstand der Axen mm' und ü'

15
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von einander = tjJjTT/v un(* so ^as Moment &ev Trägheit des

Theiles M, in Bezug auf die Axe ii'

™ ' M.N2.c2smd2
..

,OA x^Mm2+ (Jf+ jy)a"(§-
430.).

Da ferner der gegenseitige Abstand der Axen nn' und ü'

TÜ^Fcsinö= jMtjy ^t, so ergibt sich das Moment der Trägheit des

Theiles N, in Bezug auf die Axe ii'

.-iV.rc + (M + iV)2
•

Hiernach wird das Moment der Trägheit des ganzen Kör-

pers , in Bezug auf die Axe ii'

mo 7,r o .
MNc2smö2

:= M.m* + N.n*+
jtf + jy

'
•

Zusatz 1.

§. 465. Das Moment des ganzen Körpers ist demnach

grösser, als die Summe der Momente seiner Theile, in Bezug

auf Axen, welche einander parallel und durch den Mittelpunkt

der Trägheit eines jeden gezogen sind; und zwar ist der Ueber-

78/ N.c2s'mö2
schuss —: J, iy • dem Quadrat desAbstandes der Axen pro-

portional.

Zusatz 2.

§. 466. Setzt man die Masse des ganzen Körpers — /
= üf£+ iV und sein Moment der Trägheit, in Bezug auf die

Axe ii*9 —Li2
, so wird

r.o „ o . *r o M.N.c2smö2

li2=Mm2+ N,n2 +
j

.

Setzt man ferner den Abstand IM= a und den IN=b, so

.
_ N.c . , M.c

wird a==-y- und o-— -y-, also

I.i*=M.m*+ Nm2+ lab sind2 .

Zusatz 3.

§. 467. Ist daher das Moment des ganzen Körpers = /.ia

zugleich mit dem Momente des einen Theiles r=zM,m2 gegeben,

so schliesst man hieraus auch leicht auf das Moment des an-

deren Theiles

= IV.n2= /. i2—Mm2- labsinö*

;

hierbei sind nämlich die Axen einander parallel angenommen
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und es gehen dieselben durch den Mittelpunkt der Trägheit

eines jeden.
Zusatz 4.

§. 468. ..Besteht der Körper aus mehreren Theilen, deren

Momente der Trägheit in Bezug auf Axen, welche einander pa-

rallel durch den Mittelpunkt der Trägheit eines jeden gehen

bestimmt sind; so wird man hieraus, indem man je zwei mit

einander verbindet, endlich auf das Moment der Trägheit des

ganzen Körpers in Bezug auf eine Axe, welche jenen parallel

ist und durch den Mittelpunkt der Trägheit des letztern geht,

schliessen.
Anmerkung. 1.

§, 469. In diesem Falle, wo mehrere T heile gegeben sind,

hat man nicht nöthig, der Aufgabe gemäss je zwei mit einan-

der zu verbinden, sondern kann sogleich auf das Moment des

ganzen Körpers schliessen. Es seien nämlich M.m1
, N.n2,

P.p2
- und Q.q* die Momente der Theile in Bezug auf Axen,

welche einander parallel sind und durch den Mittelpunkt der

Trägheit eines jeden gehen; für den ganzen Körper denke man
sich aber eine jenen parallele Axe, welche durch seinen Mittel-

punkt der Trägheit geht und von welcher die Axen der Theile

31, N, P, Q um die Abstände a, b, c und d entfernt sind. Sind diese

bekannt, so wird das Moment der Trägheit des ganzen Körpers

= i»T0w2+aa)+iV(w2+62
)+ P(pa+c2

) + 0(^+^2) (§. 430).

Auf diese Weise kann man daher oft auf leichte Weise die

Momente der Trägheit sehr unregelmässiger Körper bestimmen,

wenn diese nur aus solchen Theilen zusammengesetzt sind, de-

ren Momente der Trägheit man angeben kann, und es wird

durch dieses Verfahren die Berechnung der Momente der Träg-

heit nicht wenig erleichtert.

Anmerkung 2.

§. 470. Es ist aber nicht hinreichend, eine Methode ange-

geben zu haben, nach welcher man die Momente der Trägheit

aller Körper finden kann; sondern man muss dieselben auch für

die vorzüglichsten Arten von Körpern entwickeln, damit man
sie, so oft es der Gebrauch verlangt, von hier entnehmen kann.

Damit aber die Arbeit keine unendliche werde, beschränken wir

diese Untersuchung auf homogene Körper, welche in ihrer gan-

zen Ausdehnung aus ähnlicher Materie bestehen, so dass wir

die Rechnung gleichsam nur geometrischen Körpern anzupassen

haben, wobei wir lediglich die hauptsächlichsten Figuren be~

15*
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trachten werden. Zuerst wollen wir, weil man sehr dünne Fä-

den und Scheiben als Linien und Oberflächen betrachten kann,

mit diesen anfangen und von ihnen zu den verschiedenen Arten

von Körpern, welche vor den übrigen vorzukommen pflegen,

übergehen. In diesen einzelnen Körpern wollen wir aber die

drei Hauptaxen und die Momente der Trägheit in Bezug auf sie

bestimmen ., da man nämlich von diesen mit leichter Mühe auf

die Momente in Bezug auf alle Axen schliessen kann. Hieraus

ward auch zugleich klarwerden, auf welche Weise man die Rech-

nung so bequem als möglich allen Arten von Körpern anzupas-

sen habe.
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K ap i t.e i vi.

Aufsuchung des Moments der Trägheit in homogenen Körpern.

Aufgabe 32.

§. 471. (Figur 54.) Wenn ein Körper ein sehr dünner ge-

radliniger Faden AlB ist, soll man seine Haüptaxen und die

Momente der Trägheit in Bezug auf sie bestimmen.

Auflösung.

Es sei die ganze Länge des Fadens AB=2a, alsdann wird in

seinem Mittelpunkte /der Mittelpunkt der Trägheit liegen, so dass

IA~lft= a wird; die Masse des Fadens aber, welche geome-

trisch durch 2« ausgedrückt wird, sei =M. Eine der Haüpt-

axen wird nun sicher die Linie AB selbst sein, in Bezug auf

welche das Moment der Trägheit = 0, also ein minimum ist;

die zwei andern sind in / auf AB normal und da die Momente
der Trägheit in Bezug auf sie einander gleich sind, so wird

ihre Lage nicht bestimmt. Um daher das Moment der Träg-

heit in Bezug auf eine solche, in / auf AB normale Axe zu

finden, nehme man IP=lQ=x an, alsdann sind die Momente

der Elemente Pp= Qq~dx gleich x^dx und so beide vereint

zzz^lx^dx. Integrirt man diese Summe, so wird das Integral

=%o;3 und dasselbe ergibt für xzzza das Moment der Träg-

heit des ganzen Fadens, in Bezug auf die in / auf AB norma-

len Axen, = 2
/3a

3~y3 /J!/.a
2

, weil \fli=:2a ist.

Zusatz 1.

§.' 472. Die zwei andern Haüptaxen ausser AlB werden

nicht bestimmt und es ist gleichgültig, welche zwei, sowohl
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unter sich als in / auf AB normale, Linien man für sie an-

nimmt. Das Moment der Trägheit in Bezug auf sie = 1
/3 M.a

2

ist ein maximum, so dass das mittlere mit dem grössten über-

einstimmt.
Z u s a t z 2.

§. 473. Da das Moment der Trägheit in Bezug auf die

Axe AB = () ist, so wird dasselbe in Bezug auf eine andere

beliebige Axe SIs , welche gegen AB um den Winkel AIS
~0 geneigt ist, =n 1

/3 i¥«
2 sinö2. Diess ist aus dem Vorherge-

gehenden einleuchtend, wenn man die eine der beiden übrigen

Hauptaxen in der Ebene AIS annimmt; alsdann wird die Axe
Ss nämlich gegen sie um den Winkel 60°— 6 und gegen die

andere um 90° geneigt sein (§. 452.).

Aufgabe 33.

§. 474. (Figur 55.) Wenn ein Körper ein kreisförmig ge-

krümmter sehr dünner Faden AEBF ist, so soll man seine

Hauptaxen und die Momente der Trägheit in Bezug auf sie

bestimmen.
Auflösung.

Es sei der Kadius des Kreises IA= a, also die Länge des

Fadens = 27ca, welche letztere*zugleich seine Masse =M dar-

stellt. Da der Mittelpunkt der Trägheit sich im Mittelpunkte

I des Kreises befindet, so wird zuerst eine in diesem Punkte

auf die Ebene des Kreises perpendiculäre Linie die eine Haupt»

axe und das Moment der Trägheit in Bezug auf sie =: 31a2 sein.

Die zwei übrigen Axen liegen in der Ebene des Kreises und

man kann für sie je zwei beliebige, auf einander normale Durch-

messer AB und EF annehmen. Nimmt man nun die Abscisse

W=x und die Ordinate F-tM—y — ^fd1—.T
2 an, so ist das Ele-

adoc
ment des FadensMm~ ' und sein Moment in Bezusr auf die

V
*

Axe AB-=.ayäx\ mithin das ganze Moment
— afydx — aXdle Fläche des Kreises mjra3

.

Da nun jj/=2n;a, so hat man das Moment in Bezug auf

einen beliebigen Durchmesser — y^M.a2.

Zusatz 1.

§. 475. Das Moment der Trägheit in Bezug auf die, auf

der Ebene des Kreises normal stehende, Hauptaxe oder M.a2

ist daher das grösste und es stimmt das mittlere mit dem
kleinsten überein, indem jedes der Hälfte des grössten gleich ist
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Zusatz 2.

§. 476. Denkt man sich eine andere beliebige Axe, welche
in / gegen die Ebene des Kreises um einen Winkel rj geneigt

ist, so bildet dieselbe mit der ersten Axe einen Winkel =^90°

— ?1, mit der einen der zwei andern einen Winkel =^ und mit

der dritten Axe einen rechten Wr

inkel; es wird daher das Mo-
ment der Trägheit in Bezug auf diese Axe (nach §. 452.)

= Ma? sin ^
2+ y2iHoa.cos^= %Md?- (I '+ sin ^

2
).

Aufgabe 34.

§.- 477. (Fig. 56 ) Ist der Körper eine sehr dünne, ebene

und dreieckige Scheibe ABD, so soll man seine drei Haupt-

axen und die Momente der Trägheit in Bezug auf sie bestimmen,

A u f 1 ö s u n g,

Um den Mittelpunkt der Trägheit /zu erhalten, ziehe man
vom Winkel A aus die gerade Linie AC, welche die gegen-

überliegende Seite BD in C halbirt und nimmt man nun CI
== l

/3AC an, so ist /der Mittelpunkt der Trägheit. Wir setzen

C7=«, CB=CD=c und Z.ACB=t, so dass Al=2a, AC
zr 3a und BD~2c wird. Man sieht nun ein, dass die eine

Hauptaxe in / auf der Ebene des Dreiecks normal stehen wird,

weil, wenn wir auf ihr die Coordinate x annehmen, wegen x
= 0, so wohl fxyäM~Q als auch fxzdM~0 sein wird. Man
nehme daher nach Aufgabe 28. (§.442.) ausser dieser Axe in der

Ebene des Dreiecks die zwei übrigen Coordinatenaxen an, deren

eine JA sei. Nimmt man nun ein beliebiges Element dM in Z
an, so sei, wenn man von hier auf 1A das Perpendikel ZY
fällt, /F=?/ und YZ~z und man setze die Integrale fx^AM
=A~Q, Jy*.dM=B , fz*.dM == C und fyulM=F. Sind nun

IF und IG die beiden übrigen Hauptaxen und setzt man den

Winkel AIF—G, so haben wir bewiesen, dass
2JP

und das Moment der Trägheit in Bezug auf die Axe IF
=:A + Bsinßi + Ccose2—2Fs\n0cos0

sei, wo so wohl den Winkel AIF, als auch den AIG be-

zeichnet. Ferner wird das Moment der Trägheit, in Bezug

auf die erste, auf die Ebene des Dreiecks normale, Axe= i?

+ C Um nun diese Werthe zu finden, ziehe man durch Z
die Linie MN^BD und wenn man dann A-P=t und PZ-=.u

setzt, so erhält man
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PM=PN=~, YZ=:usmZ, PF^wcosg

und das in Z befindliche Element

dM=dl.du s'mg.

Hiernach wird y=:2a — tf-f wcos g, z=ns\n£, man denke

sich ferner ein anderes gleiches Element dt.dus\n£ auf der an-

dern Seite von CA
9i

für welches u negativ wird und betrachtet

man diese mit einander vereint; so wird

ß= 2fdt sin Sfdu[$a- /)
2 + u2 cos g

2
]

,

C=2jW* sin fjfi4
acZM sing2 und

F=fdtsin £f\udu sin £(2a — tf + ucos£)--udu sin g(2a—i—wcosg)]

= 2yift sin £fu2du sin gcos g.

Nachdem die erste Integration ausgeführt ist, muss man u
et

setzen und erhält so :

3a

B= 2 sin Sfdt[g (2a~ t)*+£? cos £»

cH3

und F=2sing2 cosf/</<.ö|-3'

Ferner

5- 2sin£|_^ —+127 +321^3 C0<1
-. „ c»f*sinj
2 sin £• -324^
es/*sin£2cos£

C-2sm£.
324a3

und F=
162a, -•

Erstreckt mau diese Werthe über das ganze Dreieck, in-

dem man tf = 3a setzt, so erhalt man

Ä==yaacsinpoa + c2cosg2], C= y2ac3sing3 und F=yaac
3sin£2cosf.

Hieraus ergibt sich, zur Bestimmung der Lage der Axen
IF und IG,

'
*

__ 2ac 8 sing2 cos

g

c2 sin 2g
tg "ö ~3a 3c sin g+ac3 sing (cos g

2~ sing2) ~3a2 +

c

2 cos2g
?

woraus man nämlich zwei Werthe für 6 erhalt. Endlich wird

das Moment der Trägheit in Bezug auf die Hauptaxe, welche

auf die Ebene des Dreiecks normal ist,

= %ac sin g(3a2 + e-
2
)= %M(ßa + c2)

,

weil M=3ac&m£ ist. Ferner wird in Bezug auf die Axe IF
oder IG, je nachdem den Winkel AlF oder AIG bezeichnet,

das Moment der Trägheit



der Trägheit in homogenen Körpern. 233

=% M(3«2 + c2 cos £
2
) sin

2

+ l
/6 31c

2sm^cos62— l
/3Mc^sm^costsmecose

~%Ma*sm62 l%31c*[cos^s\n6*+sm£2cos62—2sin£cos£sin0cos0]

= y2^a2 snn92+ y6 ifc2 sin (f-<9)
2

.

Zusatz 1.

§.478. Da AB* + AD*=: 18a2 + 2c2 ist, so wird 3a2

AB* + AD* -2c* . .. .^ un(j hieraus das Moment der Iragheit in

Bezug auf die Axe, welche in / auf der Ebene des Dreiecks

normal steht, = 1
/3QM[AB* + AD*+ £D*];

also y36 des Products der Masse in die Summe der Quadrate

der drei Seiten.

Zusatz 2.

§. 479. Für die zwei übrigen Hauptaxen /Fund IG, weiche

in der Ebene des Dreiecks liegen, bemerke man, dass £ einen

Winkel bezeichnet, welcher kleiner als 90° ist, so dass sin2£

positiv sein wird. Zur Bestimmung des Winkels ALF'=
wird alsdann

A -3a2~c2cos2£+V9tf4+6a2c2cos2^c4

tgö= Wm2£ -= tgJ/F, wogegen

~3a2~c2cos2f—V9a4+^ö2c2cos2£fc4
tff 23/6= o . £

*

6 c2sm2f

Zusatz 3.

§. 480. Das Moment der Trägheit in Bezug auf diese Axen ist

= %«[%(**—%a* cos20 + yaca- y2c
2 cos2(£-0)]

,

. ^ v
3a2 sin2£ . . .. , .

.

und da nun tg 2(£~ ö)= 3^a cos 2gj. ca
; so Wlrd «»eses beider-

seitige Moment folgendermaassen ausgedrückt durch

i/
12M[3a

2 fc9+Vr
9a4+6o«cacos2£+c4 l= 1

/la afc
2

[l-cos2£-sin2£tg<9]

_ m-2 singsin(g----ß)

6cos#

Je nachdem man nämlich für den Winkel AIF oder AIG
annimmt , wird das Moment auf die eine oder die andere Axe

bezogen.
Beispiel.

§. 481. Es sei das Dreieck ABD gleichschenklig oder £

= 90°, alsdann wird tg2ö= und entweder =0 .oder =90°;

es fällt daher die eine Axe auf die gerade Linie AC, die an-
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dere aber steht auf ihr normal. In Bezug auf die erstere AC
wird das Moment der Trägheit~%Mc2

, in Bezug auf die zweite

^=z1/^Ma2,
9 während das Moment in Bezug aufdie Axe, welche auf der

Ebene des Dreiecks normal steht,—

y

2Ma2+y6 y?/6'2, also der Summe
jener beiden gleich ist. Ist das Dreieck ausserdem gleichseitig, also

jede seiner Seiten =2c, so wird 3a= cV3 oder 'a?= 1

/3 c2. Es
werden daher alle in der Ebene des Dreiecks durch / gezoge-

nen Axen das Moment der Trägheit ==y6 JI!fc2 ergeben, und es

wird das Moment der Trägheit in Bezug auf die Axe, welche

durch,/ auf das Dreieck normal gezogen ist, —^Mc2
, oder

doppelt so gross als jenes.

Zusatz 4.

§. 482. Diese letztere Eigenschaft gilt selbst allgemein.

Da nämlich das Moment der Trägheit in Bezug auf die Axe,

welche auf der Ebene des Dreiecks normal steht, '== y6 M(ßa?
+ c2), das Moment in Bezug auf die Axe /F=yiaM[3aa+

c

a—
V~9a4 f 6a2c2 cos 2£ -f c4 ] und das in Bezug auf die Axe IG

= Vj 2^C3«2 + 6'2 +^9"4 + 6ß2c2 cos^ + cT
l ist > so wird offen-

bar die Summe dieser beiden dem ersten gleich.

Anmerkung.

§. 483. Setzt man die übrigen Seiten des Dreiecks AB
= 2b und AD= 2d, wie BD= 2c ist, so hat man zu bemerken,

d2— 62

dass 9a2=2&2+ 202-c2 (§.478.) und cos? = -3^- ist ; e*

wird daher

V^^+Böäcacos-2g + c4 - 4
/3V

r6HhcM d4—6V— 6232- c232 .

Uebrigens kann man im allgemeinen nicht bestimmen*

welche der beiden Axen 1F und IG das grössere Moment iie

fert, da eben diese irrationale Formel bisweilen einen negati-

ven Werth annehmen muss. Diess ergibt sich aus dem Falle*

wo £ = 90°, ihr Werth 3a2—

c

2 aber negativ wird, wenn e2 >
3a2 ist. Im Allgemeinen können aber diese zwei Werthe einan-

der nicht gleich werden, weil die irrationale Formel nur dann

verschwinden kann, wenn ' 2£= 180° und 3«2 = c2 ist. Diese

Beurtheilung wird aber in jedem beliebigen Falle, indem man

die, beiden Axen zukommenden, Winkel 6 anwendet, leicht

mittelst der Formel

y2Ma*sm &*+%Mc* sin (£~- 6)*

angestellt.
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Aufgabe 35.

§• 484. (Fig. 57.) Ein Körper ist eine sehr dünne Scheibe,

welche die Form des Parallelogramms BDdb hat; man soll

seine drei Hauptaxen und die Momente der Trägheit in Bezug
auf dieselben bestimmen.

Auflösung.

Haibirt man die zwei einander entgegengesetzten Seiten

BD und bd in A und C und zieht man die gerade Linie AC,
so wird in deren Mittelpunkte / der Mittelpunkt der Trägheit

des Körpers liegen und die Masse des letztern setze man—31.

Ferner setze man die Seiten Bb=zDd=zAC=^2a, BD= bd—2b
und den spitzen Winkel B=.d=:£; alsdann wird der Flächen-

inhalt = 4«6ssn?=üf/. Nun wird die eine der Hauptaxen in /

auf der Ebene der Scheibe normal stehen, die zwei übrigen

1F und IG werden in der Ebene selbst liegen und um diese

zu finden, denke man sich irgend ein Element dM in Z, ziehe

durch diesen Punkt zuerst MN^BD, und setze AP=t und

PZ~i$. Ferner fälle man aus Z auf AC das Perpendikel ZY
und setze, nach §. 442., IYz=zy und YZz=z. Da nun der Win-
kel APZ=z£ ist, so wird

Z.Y=usmS und PY—iwosi;, also y=.a— t+ucost;

und z= z£sin£, wie auch il31=:dt.du sin £;

es wird aber bei jener Rechnung .#=0, damit fx2d31~Q,
fa?yd31= Q und ßvzd3J—0 sei. Wir haben demnach:

fy*dM= B^fdffdu sin £(a--t-{-uvosZ)2 ,

fz
2d31=C=Jdtfii'idiismP

und fyzdM= F=zfdtfudus\n £
2(«—t+ u cos£).

Combinirt man mit diesen das ähnliche Element Z*, wel-

ches auf der andern Seite liegt und wofür u negativ ist; so wird

:

B= 2s'mZfdtfdu[(a—*)
2+ w2 cos£2], C=2sm£ BfdtJu*du

und JF=2 sin £
2 cos tjdtfu2du.

Nachdem man die erste Integration angestellt hat, setze

man ü—b und es wird sich alsdann ergeben:

B= 2 sin£fdt[b(a-i)z + V36 3 cos

£

2
] , C=z%b3sm£3fdt

und F==%b* sin ^ cos Zfdl

Stellt man hierauf die zweite Integration an, so wird man,

indem man t=z2a setzt, erhalten:

B=z%ab sin£[a2 + 62 cos £
2
J= ya M[a* + &2 cos£2]

,

C=:%ab Bsm^ == %Mb* sm £
2

und F=%ab*s\n £
2 cos S= %m»sm l cos£.
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Hieraus schliesst man , dass das Moment der Trägheit in

Bezug auf die erste Axe, welche in / auf der Scheibe normal

steht, ==# + C=y8»(äa +4a
)

ist; dasselbe ist also nicht von der Schiefe des Parallelogramms,

sondern nur von den Seiten abhängig. Für die übrigen Axen
IF und IG finden wir aber, indem wir den Winkel A1F—0 setzen,

ff
_ 2F __ 2&a sing cos g_ 62 sin2g

tg-ö.-—B—C~ ä2+ 6a cos2g~~ aa+ 62 cos2£

und der doppelte Werth ergibt die beiden Winkel A1F und

AIG. Das Moment der Trägheit in Bezug auf diese Axen ist

J5sin02+CcosÖ2--2Fsin0cos0

.==V3ilf[a
asin02+6ac^^^

= VeM[a*—«2cos2<9+

6

2- 62cos2gcos20—62sin2gsin2<9]

=l
/6if[a

2+6a—

a

2cos2<9-62eos(2g—2(9)]

.

™ • o/i
/>
2 sin 2g

Da nun sin 20 = r ^ ntth ==> und cos 2(9VV + 2a262 cos2g+ 64

a4 + />
a eos2g - .

-
. . .. M—

ist, so wird dieses MomentW + 2«262 cos 2g + ß4

= % M[a2+ &2-V«4 + 2a262 cos 2g + 64]

,

wo die Zweideutigkeit des Wurzelzeichens so wohl die beiden

Axen /Fund IG, als auch die Momente der Trägheit in Be-

zug auf sie ergibt. Es zeigt sich daher, dass die Summe die-

ser zwei Momente dem ersten gleich ist

Zusatz I.

§, 485. Hat tf
2
-f-6

2 cos2g einen positiven Werth und nimmt

man das Wurzelzeichen positiv, so wird der Winkel 20 <yö°,

also ^/F<45°. In Bezug auf die Axe \1F wird das Moment

der Trägheit ein minimum und

= %il/[aa:+

&

2—Va4+ 2a262 cos2g + 64]

,

in Bezug auf die Axe IG hat das Moment einen mittlem Werth.

Zusatz 2.

§. 486. Hat «2 -f6
2 cos2£ einen negativen W7

erth und wird

das Wurzelzeichen für die Axe IF positiv genommen, so wird

der Winkel 20>9O° und daher Jf/F>45°; ferner wird das Mo-

ment der Trägheit in Bezug auf die Axe IF ein minimum.

Z u s a t z 3.

§. 487. Zieht man die Diagonale durch die spitzen Winkel

B und 8, so findet man, weil tgAIB~ , &cos£ *s *5
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, o„ UP_ 2a6sin£(a2~62
)

tg Zi*i* — a4 + 2«36cos ^ + 2a262 cos2^ + 2rt6 3 cos^+ 64

Hieraus ersiebt man, dass im Rhombus, • wo a =.6 ist,

beide Diagonalen Hauptaxen sind, während im Rechteck die

gerade Linie AC eine Hauptaxe ist.

Beispiel 1.

§. 488. Ist das Parallelogramm BbdD ein Rechteck, so

wird', weil g=90° ist, tg20=O, also = oder (9=90°. In

Bezug auf die in / auf der Scheibe senkrecht stehende Axe
wird daher das Moment der Trägheit

= %M(a* + b*).

Die zweite Hauptaxe ist die Linie AC, und in Bezug auf

sie das Moment der Trägheit= y3M£2
;

die dritte Hauptaxe ist aber eine, in der Ebene der Scheibe

auf AC normale Linie und in Bezug auf sie das Moment der

Trägheit = % MaK
Hierbei sind die Seiten Bb= Dd= 2a und BB—bd^Zb.

Beispiel 2.

§. 489. Ist das Parallelogramm BbdD ein Rhombus, also

b= a und jede seiner einzelnen Seiten = 2«, so wird, wenn die

spitzen Winkel =£ sind,

t«2fl=rÄc= t8c

also entweder = y2.£ oder 6= 90°
-f- y2 £. In Bezug auf die

erste, in / auf der Ebene des Rhombus normal stehende, Haupt-

axe ist daher das Moment der Trägheit ==% Map. Die beiden

andern Hauptaxen sind die Diagonalen Bd und Db, und in Be-

zug auf die erstere das Moment der Trägheit =y3 ß/a
2(l—cosf)

z=z 2,

/3 3Ja
2sm 1/^2', in Bezug auf die letztere ist es =y3 ü/a

a

(1 + cos£) = 2
/37J^

2 cosy2£
2

.

Zusatz 4.

§. 490. Geht daher das Parallelogramm in ein Quadrat

über, dessen Seite == 2a ist, so kann man alle, in seiner Ebene

durch den Mittelpunkt der Trägheit / gezogenen, geraden Li-

nien für Hauptaxen halten, und in Bezug auf sie wird das Mo-

ment der Trägheit =y3 ü/a
2

; in Bezug auf die Axe, welche in

/ auf dem Quadrat normal steht, ist aber das Moment doppelt

so gross und — 2
/3 31a

2
.

Aufgabe 36.

§. 491. Ein Körper ist eine sehr dünne, kreisförmige ebene

Scheibe; man soll seine Hauptaxen und die Momente der Träg-

heit in Bezug auf sie bestimmen.
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Auflösung.

(Figur 55.) Es sei der Radius des Kreises = a, also sein

Flächeninhalt, welcher die Masse M darstellt, =Jtaa . Da nun

die eine der Hauptaxen im Mittelpunkte / auf der Ebene des

Kreises normal steht, so setze man für ein beliebiges in Z ge-

legenes Element dM die Coordinaten IP=y und PZ=z, Da
nun dM=zdy.dz ist, so wird

fyUM=fdyfy2dz==fdy.y2z^fy*dyVtf^ y

indem man z—^fa2—y
2 gesetzt hat. Dieses Integral wird aber

reducirt auf die Fojm

fy*dM= % a*fy=IL=- %2/(«
2-%a

)V*q^
und wenn man dieses viermal nimmt und dabei y~a setzt, so

erhält man B^| «4=% Ma\

Auf ähnliche Weise wird aber fz
2dßl=: C=z%31a2

. Ferner

wird fyzdßl, wenn man auf der andern Seite des Durchmessers

ein ähnliches Element damit verbindet, auf reducirt, so dass

JyzdM=F~0 wird. Hiernach haben wir B—C~® und

tg20= jp

der Winkel 8 ist also unbestimmt, woraus man erkennt, was

auch durch sich selbst klar ist, dass alle Durchmesser für

Hauptaxen gehalten werden können, in Bezug auf welche das

Moment der Trägheit = l
/4#lö

2 ist. In Bezug 'auf die erste

Axe, welche im Mittelpunkte./ auf der Ebene des Kreises

normal steht, ist das Moment der Trägheit = B + C^^Ma2
.

Anmerkung.

§. 492. Da hier das Element der Masse 'dM= dydz ist,

so hat man zu bemerken, dass dasselbe immer positiv bleibt,

wenn auch y oder z negativ angenommen wird, in welchem

Falle sonst auch die Differentiale negativ angenommen werden

würden. Bei dieser Rechnung muss man sich demnach gehö-

rig davor hüten, dass nicht, wenn man die Coordinaten negativ

annimmt, der Ausdruck des Elements der Masse dM als ne-

gativ in die Rechnung eintrete. Es wird daher angemessen

sein, für die einzelnen Gegenden, wo die Coordinaten entge-

gengesetzte Zeichen haben, die Rechnung getrennt anzustellen.

Uebrigens erhalt man denselben Werth B^fy-dfll— 1/^^,
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wenn man 1Z = r und den Winkel AIZ^^cp setzt. Es wird

nämlich alsdann

dM—rdrdop und y~r cos cp, also y
2dM= r3drdcp cos

<p
2

und man erhält, indem man dieses Differential nach der Ver-

änderlichen r integrirt und dann r=a setzt:

y4a4dfy> cos (p
2

.

Da coscp2 = ya -f V2 cos2g), so ergibt sich das Integral

des letzten Ausdrucks

Setzt man nun 99= 27t, so ergibt sich, weil sin4yr= ist,

wie vorhin 1
/47ra

4
, woraus man ersieht, dass die obige Vor-

sichtsmaassregel dem Gesetz der Continuität nicht entgegensteht.

Aufgabe 37,

§. 493. (Figur 59.) Ein Körper sei eine sehr dünne ebene

Scheibe, welche eine beliebige Figur ACBD hat; man soll seine

Hauptaxen und die Momente der Trägheit in Bezug auf sie

bestimmen.
- Auflösu ng.

Es sei /der Mittelpunkt der Trägheit der Figur, alsdann

wird offenbar die gerade, in /auf die Ebene normale, Linie

eine der Hauptaxen sein. Ferner nehme man in der Ebene

selbst zwei auf einander normale Axen AB und CD an und

setze für ein beliebiges in % befindliches Element dM die Co-

ordinaten IP~y und PZzzzz, alsdann wird dMz=z-dydz und

fy*d3J=fdyfy*dz=fy*zdy.
Setzt man demnach z~PM, so wird

fy*dM=fPM.y*dy,
dessen Werth für die einzelnen Gegenden AIC, AID , BIG
und BID ermittelt werden muss und deren Summe = B sein

wird; so dass wir haben
- B^fiPz.MN.dlP+fiQ^iiv.dlQ.

Hierauf ist fz^dni^fdyfz^dz^JzMyz^jJPM^.dy, so dass wir

haben C^%f[P3P + PN3]dJP+%f[Q^ + Qv'^dJQ
Ferner ist fyzdM=fdyjyzdz= yJyz2dy=z%fPM^ydy9

des-

sen Werth in den Gegenden AID und BIC negativ, in BID
aber positiv ist, wesshalb wir haben werden:

F^^flP[PM2-Pm]dJP^%JIQlQ^-^Qv^]d.IQ.
Endlich wird die ganze Masse

M=fMN.dJP+f(iv.dIQ.
Hat man diese Werthe gefunden, so wird das Moment der
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Trägheit in Bezug auf die Axe, welche in / auf der Ebene
normal steht =Z?+C

Ferner seien die übrigen Hauptaxen FIf und Gig und wir

finden, indem wir den Winkel AIF=z6 setzen , t'g20= 7>37>>

wie auch das Moment der Trägheit in Bezug auf auf die Axe FIf
z=Bsm6* + Ccosö2-2Fsin0cos 0= l

/a#
+ 1/aC- 1

/2(Ä—C)'cos2ö—Fsin2a
2F

Da nun aber sin 20 = A r — , und cos 20
VYä— 6T + 4F2

/£ ,£
, so erhalten wir das Moment der Trägheit

ST{B—C)2 + 4F2

in Bezug auf die Axe FIf
- ya(£ + C)- yaV(Ä-Qa "+ 4i^2

und das in Bezug auf die Axe 6r/#

= ya(fi + o + %sfjB-ty + 4F*.

Zusatz 1.

§. 494. Die Momente der Trägheit, in Bezug auf die Axen

F/* und Gg zusammengenommen, sind daher gleich dem Mo-

mente der Trägheit in Bezug auf die erste Hauptaxe, welche

in / auf der Ebene der Scheibe normal steht.

Zusatz 2.

§. 495. Ist die gerade Linie AB ein Durchmesser der Fi-

gur, also P31=PN, so verschwindet der Werth von F; diess

geschieht auch, wenn die gerade Linie CD ein Durchmesser

ist, also für 1Q=IP> Qfi= PM wird. So oft aber F=0 ist,

werden wegen tg2ö=ö, die geraden Linien AB und CD selbst

Hauptaxen.
Zusatz 3.

§. 496. In diesem Falle, wo F=0 ist und AB und CD
Hauptaxen sind, wird das Moment der Trägheit in Bezug auf

die Axe Ff oder AB— C und das in Bezug auf die Axe Gg
oder CD— B. Sind diese ausserdem einander gleich, so haben

wir tg 26===-Ik und es werden alle durch / gezogenen geraden

Linien gleiche Momente =zB=zC haben.

Zusatz 4.

§. 497. Findet man ausser dem Durchmesser AB noch

eine andere durch / gezogene gerade Linie, in Bezug auf
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welche das Moment der Trägheit jenem gleich ist,, so werden

durchaus alle durch / gezogenen geraden Linien dieselbe Ei-

genschaft besitzen und gleiche Momente der Trägheit haben.

A u fg a b e 38.

§. 498. Ein Körper ist eine dünne, ebene und in die Figur

eines regelmässigen Vielecks ausgebildete Scheibe ; man soll

seine Hauptaxen und die Momente der Trägheit in Bezug auf

sie bestimmen.
A u f 1 V) s u n g.

(Figur 60.) Der Mittelpunkt der Trägheit eines solchen

Vielecks wird im Mittelpunkte / des darum beschriebenen Krei*

ses liegen, den Radius des letzteren IA setze man =:a und

die Zahl der leiten z=m. Hiernach wird der Winkel AIB

z=z — 5 und wenn derselbe durch die gerade Linie IG halbirt
n .

°

ist, der Winkel AfG=z-, AB z=z 2a sin— und IG~acos --
;9 nun

also der Flächeninhalt des Dreiecks AIB ~ cfism-- cos

—

n n
1 2tv= ~a2 sin— und der Flächeninhalt des Vielecks, welcher die
2 n

2%
Stelle der Masse M vertritt, ==% nd1 sin — * Zuerst bemerke

ich, dass alle in der Ebene der Scheibe durch / gezogenen

geraden Linien gleiche Momente haben werden (§. 497.), von

denen je zwei zusammengenommen das Moment in Bezug auf

die, in / normal auf der Ebene der Scheibe stehende, Axe
ausmachen werden. Dieses Moment kann aber aus dem obigen ab-

geleitet werden. Man betrachte nämlich das Dreieck AlB,

dessen Masse —m gesetzt wird und dessen Mittelpunkt der

Trägheit in i ist, so dass

^r. " 1 ^
1 *'

2 n
* i 1 • A<n •

n
" 4.Gi~ -ä« cos- und Ii=7,a cö8— wird, wobei AG~asm — ist*

6 n 6 n n
Da nun dieses Dreieck gleichschenklig ist, so ist (nach

§. 481.) sein Moment der Trägheit in Bezug auf die Axe, wel-

che in i normal auf der Ebene des Dreiecks steht,

=% m.GP + V6m.A G*=m[yi8 a* cos J+% «*sin^J \

hiernach sein Moment in Bezug auf die, in / auf derselben

Ebene normal stehende, Axe[7t1 7T
2 4 ^2 "|

V18 oa cos — + V6 a\sin - + 9«
2 cos—

J

16
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Multiplicirt man dasselbe in n, so erhält man, weil nm~M
ist, das Moment des ganzen Vielecks in Bezug auf die in /

normal stehende Axe

= üfa»|}/a cosJ +!%«„ J] =% Ufa« [l +% cos I
71

] •

In Bezug auf jede Axe, welche in der Ebene der Scheibe durch

den Punkt /gezogen wird, ist aber das Moment der Trägheit

halb so gross, also

Zusatz 1.

§. 499. Setzt man ausserdem die Seite des Vielecks

irr Q
AB= c, so dass c=2a sin — , alsoa== -wird; so ist das

2 sin—
n

Moment der Trägheit in Bezug auf die Hauptaxe, welche in /

normal auf der Ebene steht,

12sin— I—cos—
n n

In Bezug auf die übrigen Hauptaxen ist das Moment halb so

gross.

Zusatz 2.

§. 500. Führt man ausser dem Radius des umschriebenen

Kreises lA = a die Seite des Vielecks AB— c ein, so wird,

weil

. it c
,

2tz _ c2

sin—= cT- un(* cos —— 1~~ö~~5"

n 2a n 2a2

ist, das Moment der Trägheit in Bezug auf die in / normal

stehende Axe

In Bezug auf die in der Ebene durch / gezogenen Axen

ist das Moment halb so gross.

Aufgabe 39.

§. 501. (Figur 61.) Ein Körper ist ein gerader Cylinder,

dessen Axe Aa=z2a und Radius der Grundfläche AB=AD=c
ist; man soll seine Hauptaxen und die Momente der Trägheit

in Bezug auf sie finden.
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Auflösung.

Da der Flächeninhalt der örundfläche=7cc2 ist, so wird der Körper

desCylinders oder seine Masse —27rac2== M. Im Mittelpunkte 1

der Axe wird aber sein Mittelpunkt der Trägheit liegen, so

dass AIz=.ta=.a ist. Diese Axe Aa wird aber offenbar selbst

eine der Hauptaxen sein und nehmen wir durch dieselbe eine

beliebige Ebene BDbd an, so erhält man für ein beliebiges

Element äM in Z die Coordinaten IX—x, XY=y und YZ=z9

also dMzzzdxdydz. Hieraus schliesst man auf die folgenden

Werthe:

1) fxPdM—fx^dxdgdz , woraus, wenn man zuerst x und y
als constant betrachtet und nach der Integration z=Vc2—y%

setzt, sich ergiebt

fxUM ^fxMafdyVTF^f.
c

Nun ist aber fdyy c2—y
1 der Flächeninhalt des durch X

gelegten Schnittes —nc1
, so dass man

fx^dM= 7tc2fx2dx
erhalt und wenn man dieses Integral sowohl bis A 9 als bis a9

d. h. von#=—- a bis a?= -J-a ausdehnt, so ergibt sich %7tc2a3
.

Es wird demnach
fx*dM=A=i 1

/ti M.a*

2) fyUM=fy*dxdydz=fdxfyUySTc^y\

Setzt man aber nach der Integration y=c, so wird fy^dySTc^—y*
==1

/i6 7rc4» we 'cnes man vierfach nehmen muss, so dass

fyUM=^%c*fdx
wird. Hieraus erhält man, durch den ganzen Cylinder ausge*

dehnt, ^
fy^d3I-%7tc4a=z%Mc2=Bi

3) fz
<2ld31~fz2dxdyäz. Man nehme zuerst x und z als

constant an und setze ^Vc2-:2
, alsdann wird

fz
2dM zz=fdxfz^dzVc^—z^; also wie vorhin

fzM31= */iMc*= C=ß.

4) Das Integral fyzdM geht, wenn man es mit einem ähn-

lichen Elemente dM unterhalb der Ebene BDbd verbindet, in

Null über, so dass wir erhalten

fyzd31=F^0.
Unter diesen Voraussetzungen wird das Moment der Träg-

heit in Bezug auf die Axe Aa
^B+C=y*Me*,

16*
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zur Bestimmung der übrigen zwei Axen, welche auf derselben

normal stehen, hat man aber
2F

so dass alle Durehmesser des in / auf Äa normalen Schnittes

als Hauptaxen angesehen werden können, in Bezug auf welche

das Moment der Trägheit

-A +B (§. 477.) =üf [y8a«+ y*c*\

sein wird.

Zusatz 1.

§. 502. Nimmt man eine andere beliebige Axe an, welche

durch / geht und mit der Axe Aa einen Winkel f bildet, so

wird das Moment der Trägheit in Bezug auf sie

z=(B+C)cos^+(A+ß)sm^ (§. 476.)

= JJ/[yac
acos£a + %a2sin£2 + y4c2sin£2]

= ü/[ 1
/3a

2sine2+

y

2c
a—

y

4c
asi«e2]-

Zusatz 2,

§. 503. Es ist möglich, dass alle Momente in Bezug auf

die durch / gezogenen geraden Linien einander gleich werden,

was geschieht, wenn y3 a
2=y4c

2 oder a — —^— > also ^—=^~^

und der Winkel AaB=30° wird. Das Dreieck BaD wird mit-

hin in diesem Falle gleichseitig und jedes Moment = 1
/aiJ/c'

2

z=z%M.BD*.
Aufgabe 40.

§. 504. (Figur 62.) Ein Körper ist ein gerader Kegel, des-

sen Scheitel A s Höhe AC=a und Halbmesser der Grundfläche

CB=zCD~c ist; man soll seine Hauptaxen und die Momente
der Trägheit in Bezug auf sie bestimmen.

Auflösung.

Da der Flächeninhalt der Grundfläche =i7ti? ist, so wird

der körperliche Inhalt oder die Masse iü/=y3 ttäc2
;,
ferner wird

der Mittelpunkt der Trägheit / so auf der Axe liegen, dass

C/=y4 a und ^4/— 3
/4 a ist. Man nehme nun ein beliebiges

Element dM in Z an, wofür die Coordinaten IX— x, XY=if
und YZ—z sind, alsdann wird dM=^dxdydz. Nun setze man

aber AX=t9 alsdann wird XM= — und x=-A a — t' und man

muss nichts desto weniger dM~dtdydz annehmen. Wir haben

demnach die folgenden Formeln zu entwickeln :
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I) f^dM=A=f(%a—-t)
t2

dtdydz 9 welches Integral, wenn

man zuerst t und y als constant annimmt und z~V —%—y2

setzt, übergeht in f(%a—t)2dtfdgW — —y2
. Für den ganzen

Schnitt in X wird

so dass noch zu integriren übrig bleibt:

Setzt man nun t—a, so wird

^= y80 »c»a»=%oJlfo*.

2) fy^dM=B=fy*dtdydz=fdtfy*dy\^-^,

als erstes Integral in Bezug auf z und von z=0 bis z=V -^ —

#

2

ausgedehnt. Bleibt £ noch constant, so wird
et

/V<&Vi?-»8 = v» * i£«- 501 ' 2->-

Nimmt man den letzten Werth vierfach, so bleibt jetzt noch

zu integriren
c4£4 c*t5

und indem man für den ganzen Kegel t= a setzt,

dB= 1/ao««c*= 8/2o»ca .

3) fz*dM= C ergibt auf gleiche Weise

C= 8
/20^a= Ä und

4) wird fyzdM=F wie vorhin verschwinden.

Da nun .4C eine der Hauptaxen ist, so haben wir in Be-

zug auf sie das Moment
=B+C=*UMc*

Die übrigen Hauptaxen sind alle Durchmesser des in / auf

die Axe AC normalen Schnittes und in Bezug auf sie das Mo-

ment der Trägheit

= J+Ä= 8
/80 itf[aa+4c«].

Zusatz.

§.505. Im Fall dass a2 + 4c2=8c2 oder a=2c, also

AG—BD ist, werden alle durch /gezogenen geraden Linien
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die Eigenschaft von Hauptaxen haben und in Bezug auf sie

das Moment der Trägheit
= *AoMc*.

Aufgabe 41.

§. 506. (Fig. 63".) Ein Körper ist eine aus homogener Materie zu-

samengesetzte Kugel, deren Mittelpunkt /und Halbmesser JA=a;
man soll ihr Moment der Trägheit in Bezug auf eine beliebige,

durch ihren Mittelpunkt gehende* Axe bestimmen.

Auflösung.

Da der Halbmesser =a ist, so wird der Flächeninhalt des

grössten Kreises = ttw2, die Oberfläche der Kugel r=4rca2 und

hieraus ihr körperlicher Inhalt oder ihre Masse = 4
/3 7ra 3. Nun

setze man für ein beliebiges, in Z befindliches Element dM die

Coordinaten IX~x, XY~y und YZ~z, alsdann wird in Be-

zug auf die Axe AC das Moment der Trägheit ^fdM(y 2i
-{-z2').

Man setze XZ=r und den Winkel YXZ=q), alsdann wird

y— rcos<p, z=rsing) und dM—rdrdcpdx, also

fr'
idM==frddrd(pdx~27iß'3drdx 9 weil fd(p^27t ist.

Man nehme nun r als veränderlich an und setze r~X31
s=: V^a2—x*1, wodurch wir erhalten

Jr*dM=27tJ%r±dx^%7tfdx(a*~x2)*== %7i[a±x—%a*xS+%x5
]<

Setzt man xz=za für die eine Halbkugel und verdoppelt man
diesen Ausdruck, so erhalt man das gesuchte Moment der Trägheit

x\ufgabe 42.

§. 507. (Figur 64.) Es sei ein Körper ein beliebiges Ko-

noid, welches durch Umwälzung der Linie AMB um die Axe
AC entstanden ist; man soll seine Hauptaxen und die Momente
der Trägheit in Bezug auf sie finden.

Auflösung.

Es sei AC~a und zur Bestimmung der Curve AX=t und

XM=u, so dass eine Gleichung zwischen t und u gegeben ist;

alsdann wird der körperliche Inhalt oder die Masse
M=7tfu*dt 9

wo man nach der Integration t=a zu setzen hat. Ferner wird

aber der Mittelpunkt der Trägheit in / liegen, so dass

ftu*dt
Ai

-fu*dt
ist. Man setze demnach der Kürze wegen A/=f, so dass
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füPdt—ffu^dt wird; es ist aber AC eine der Hauptaxen. Zur
Bestimmung des in Z gelegenen Elementes dM seien die Co-
ordinaten IX=x=f~~t, XY=y und YZ=:z, man setze ferner

XZ=:r und den Winkel YXZ—tp; alsdann wird

dM=rdrdtdcp, y=zrcoscp und z=rsing?.

Nun betrachte man die folgenden Formeln:

1) fx*dM^f(f—t)*rdrdtd<p =.2nf(f-f)*rdrdt9

weil fd(p=2iT ist. Es sei t noch constant und es wird, indem

man r=JO£= tt setzt,

fxUM=i rtf{f—t)*uUtz=:A

,

A = TtpfuWt- InfftuMt + 7zfi
2u

t*dt~— 7tf*fu
2dt + nftWdt

2) f^dM=fr sdrdtd(pcos(p^=z7tfr3drdt,

weil nämlich Jdycoscp2—fdqj(%+% cos%9)~V2ff+V4i
s™%W> we^°

ches für <p= 27r in % übergeht. Ferner ergibt sich, indem man
rzzzu setzt,

Denselben Werth erhält fz2dM=C=fr3drdtdcp sincp^, und

endlich wird fyzdM= F=Q. Nachdem man diese Entwicke-

lungen vorgenommen hat, ergibt sich das Moment der Träg-

heit in Bezug auf die Axe AC

indem man nach der Integration t= a setzt. Es werden aber

alsdann alle Durchmesser in dem Schnitt, welcher in /auf
AC normal ist, die Stelle der Hauptaxen vertreten und man

findet in Bezug auf sie das Moment der Trägheit

—m
y_ Afifidt ' J

Beispiel 1.

§. 508. Es sei der Körper eine Halbkugel oder AMB der

Quadrant eines Kreises, dessen Radius CA = CB—a ist;

alsdann wird

«2=2a(—<2 und/Ma</<=o(s—Vs«
3

. oder fiMt=%a*.

Ferner wird
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fUMtz=L%at*--*kt*, oder /L2^ = 6
/laa

4
-,

mithin f=AI=z%a und CI=z%a.
Hierauf erhalten wir

fi^dt^fdt[iaH^~4a^H4]=%an^--at4
i-

1
/5t

5
> oder ßi*dt=*J15a

5

und fPuMt^ft*dt[;2cit-t*]~%ut*~%ts, oder fl*u*dt=*/1Q a
6

.

Das Moment der Trägheit in Bezug auf die Axe AC wird

-]5.4
/3 a3

und in Bezug auf jede andere, auf derselben in /normal ste-

hende Axe = I[- 25
/64flH%ö2

]=%ffl2
3

so dass jenes Moment sieh zu diesem wie 128 : 83 verhält.

Beispiel 2.

§. 509. (Figur 65.) Es sei der Körper ein abgekürzter
Kegel, dessen Axe AC~a, Radius der einen Basis BC=c
und Radius der andern A.D=zb ist. Es wird alsdann

a a ' a2

Um daher den Mittelpunkt der Trägheit/ zu linden, haben wir

fu*Öb=bH+
b (c
~b^ +

(c~y*
, oder/W*d*=y8 o[6

a + bc + c*}

und so den körperlichen Inhalt oder die Masse
M= y3 rca[62 + bc + c2] . Ferner wird

JUfidt=W*t*+
26(C~6) *

3

+ ^=§^ oderfiu*dt= V12a2

° X.[6» + 2*c + 3ca],
woraus wir erhalten den Abstand

A r f
a[b* + <2be + 3c*\ a[i* + 2bc+3b*\

*'-}—
4[62 + 6c + ca]

und 01 — 4[62 +6c+ ca]
'

Ferner wird weil m4 = 64 -J
— -\ 2 —

4ö(c—6)3*3 (C_ft)^4 .+ ^3 + ai «St

ße*dt=6*t I

263
(c
~6)*2 +

2&2(c-6)2/
3 6(c-6)»<« (c-A)«*»

a a2 a 3 5a4

und fühlt= Vö«L*
4 + ^3c + 62c? <- ^c3 + c4 ] >

endlich flwat^m+i/Jb^

und ß?u*dt= y8üa3
[6

a +36c +6c*J.
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Aus diesen Werthen erhält man das Moment der Trägheit

in Bezug auf die Axe AC

Das Moment in Bezug auf die Axen, welche in I auf AC
normal stehen, wird aber

~-/20^-
62 +te + c2

ii/ m 2 )
8(*2 + 3ftc + 6c2) 5(62 + 26g + 3c«)«

)

f /SO"-*« ) 62 + 6<? +6.2 [£2 + 6c _|_ C2j2 j

-/2o^. 6*+6 c -|-ca
+/80^a

(62 -f6c+ c2)
2 *

Zusatz 1.

§. 510. Ist b=zc'9 so ergibt sich der Fall eines Cylinders,

in welchem Al—f^^a, das Moment der Trägheit in Bezug
auf ^C==y2#/c

2 und das Moment in Bezug auf die Axen, wel-

che auf AC in / normal stehen, = 1
/4Mc2+yi .2Ma2 wird.

Zusatz 2.

§.511. Ist 6=0, so ergibt Mch der Fall eines geraden

Kegels, in welchem AI—f= 3/^a 9 das Moment der Trägheit

in Bezug duf die Axe AC= B
/10Mc* und das Moment in Bezug

auf die 'Axen, welche in / auf AC normal stehen, =: B
)20 Mc*

4- 3
/80Ma2 wird ; wie oben.

Zusatz 3.

§. 512. Damit alle Momente in Bezug auf die durch / ge-

gezogenen Axen einander gleich werden, muss
c7H-v^ 4 4-462c2

4(64 +.b*c + b*c*+ bc* + c±)= a*^^++ jr
sein und wenn die Grundflächen des abgekürzten Kegeis gege-

ben sind, die Höhe AC=a so bestimmt werden, dass man hat

o „ 4(6
2+-6c+ c2) (6

4 + 6 3c+ 62c2 + bc*+ c4)
a~ ~

(6 + c)4 -f46
2c2

Beispiel 3.;

§. 513. (Figur 66.) Es sei der Körper ein elliptisches

Sphäroid, welches durch Umdrehung der halben Ellipse AEB
um die Axe AB entstanden ist, alsdann liegt in deren Mittel-

punkte / der Mittelpunkt der Trägheit. Man setze die halbe

Axe Al~IBz=za und die conjugirte IE~-c, alsdann wird
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u*=~(2at-t?)

und man muss in den Integralen t=2a setzen. Wir haben demnach

c-.2 2a

fuUt- -2 (at2— y3 *
3
) und fu*dt= 4

/3«c
2

,

a o

also die Masse M=z%7tac*. Ferner wird

ftfdt^^kat*- 1/^) und/^2^~4
/3a

2c2 , also Al-f—a.

Hierauf erhalten wir
,.2 2a

yÄ«a*=-2(y
afli*-y6 /

5
; und f(*u*dt=2%a*c*

(l o

C4

und da wir ««
4=-^(4a2^—4a/ 3 + /

4
) haben, so wird

,,4 2a

>*£»= ^(V^—«rfH %<*) und fu*dt^™/lbac\

Mittelst dieser Werthe erhält man das Moment der Träg-

heit in Bezug auf die Axe AB
= %'Mc*

und in Bezug auf die Axen, welche in /auf AB normal stehen,

=V5M(a2+c2
).

B e i s p i e l 4

.

§. 514. (Figur 67.) Der Körper sei eine Linse, welche

aus zwei gleichen Abschnitten einer Kugel zusammengesetzt

oder durch die Umdrehung der, aus den zwei gleichen halben

Kreisabschnitten AIE und BIE bestehenden, Figur AEB um die

Axe AB entstanden ist, in deren Mitte / der Mittelpunkt der Träg-

heit liegen wird. Man setze die halbe Axe AI~BI~a und IE—IF

~b, alsdann wird der Durchmesser des Kreises™ ; wir

a2+ b2
wollen denselben =2c setzen, so dass c~ —-. wird. Wir

haben demnach ul= 2ct— 1%,

und man muss in den Integralen t— a setzen und hierauf die-

selben verdoppeln; nur ist von selbst AI=f=za und daher

Wir haben hiernach

ftu*dt=*/3 ct*--ii4l* und ftuUtzzz^aH- 1/^,
ö

fu2dt=ct2— y3 *3 und fu*dt— cPc-y^a3
, M=2tz(o?c— y3 <e

3
),

ö
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fi*u*dt^%ct*-%t5 und ffhPdt=%a*c--*lbab endlich

Hieraus findet man das Moment der Trägheit in Bezug

auf die Axe AB
1f

„20äca—15a2£ + 3a8
t/ „a* + 5a2Äa + 106 4

=V ^c-~a = yl0M -sqpagä >

und das Moment in Bezug auf die Axen EF, welche in /

auf AB normal stehen,

Aufgabe 42.

§. 515. Ein Körper ist ein rechtwinkliges Parallelepipedum,

man sucht seine Hauptaxen und die Momente der Trägheit in

Bezug auf sie.

Auflösung.

(Figur 68.) Es sei das Rechteck BDdb die Basis des

Parallelepipedums, dessen Seiten Bb= 2a, BD— Zb, die Höhe

aber =2c* ist; offenbar wird dann der Mittelpunkt der Trägheit

des Parallelepipedums in seinem Mittelpunkte Hegen und die

Hauptaxen drei gerade, den Seiteu parallel durch diesen Punkt

gezogene Linien sein. Man suche demnach das Moment der

Trägheit in Bezug auf die der Höhe parallele Axe, welche auf

der Basis in ihrem Mittelpunkte G perpendikulär steht. Zu
diesem Ende betrachte man dieses Rechteck BDdb als einen

der Basis parallelen Schnitt und es sei dasselbe vom Mittel-

punkte der Trägheit um einen Zwischenraum = x entfernt,

ferner setze man GY=^y und YZ=z; alsdann ist dxdydz das

Element des Cubikinhaltes oder der Masse =dM, also

M=8abc.
Hierauf werden wir aber haben

fx2dM—fx*dxdydz,
integrirt man nun zweimal in Bezug auf y und z, setzt als-

dann y= a und «= b, und verdoppelt man endlich die Integrale,

um sie über den ganzen Schnitt auszudehnen; so erhält man
fx*d3f—4abfx*dx= %abx*.

Setzt man nun x=c und verdoppelt den Werth, so erhal-

ten wir über das ganze Parallepipedum

fa^dM—Ä= 8/3afo
8= y3M.c*.

Auf ähnliche Weise wird
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und fz*dM=C^ y3 Mb* , ferner fyzdM=F= 0.

Hieraus schliesst man, dass das Moment der Trägheit in

Bezug auf die Hauptaxe, welche der Höhe parallel oder auf

die Basis BDdb perpendiculär ist,

=Ä+C=y3 ilf(a» + 62)

sein wird; ferner wird das Moment der Trägheit in Bezug auf

die der Seite Bb parallele Axe = % ü/(62 + c2) und in Bezug
auf die der Seite BD parallele Axe = V3 il!f(aa + £a).

Zusatz 1.

§. 516. (Figur 69.) Ist daher ABCDabcd ein solches

rechtwinkliges Parallepipedum, dessen Masse = M, so werden

seine Hauptaxen den Seiten AB, AC und AD parallel durch

seinen Mittelpunkt gehen und es wird das Moment der Trägheit

JB\
in Bezug auf die, der Seite \AC\ parallele, Axe

(AD)
(y^MiACP + AD*)

==] y^MiABt+AD*)
( yl2M(AB*+AC*).

Zusatz 2.

§. 517. Ist der Körper ein Würfel, dessen Seite —a, so

werden diese drei Momente einander gleich und daher auch

die Momente in Bezug auf alle, durch den Mittelpunkt des

Würfels gezogenen, Axen einander gleich und zwar z=y6 31a2 .

Eine solche Gleichheit muss aber in allen regulären Körpern

stattfinden.

A u fg a b e 43.

§. 518. (Figur 70.) Ein Körper ist eine ausgehöhlte Kugel,

so dass die Aushöhlung ebenfalls eine Kugel zu demselben

Mittelpunkt ist; man soll sein Moment der Trägheit in Bezug

auf alle durch seinen Mittelpunkt gezogenen Axen bestimmen.

Auflösung.

Es sei / der Mittelpunkt, IA=a der Radius der Kugel,

la=:b aber der Radius der Höhlung, so dass die Dicke der

sphärischen Kruste = a—b~Aa ist; alsdann wird die Masse
dieser ausgehöhlten Kugel z=z%7t(a3— 6 3

), welche wir = M
setzen. Dass aber alle durch den Mittelpunkt / gezogenen

Axen gleiche Momente haben, ist von selbst klar; suchen wir

daher das Moment der Trägheit in Bezug auf die Axe AB.
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Wäre aber die Kugel eine volle, so würde, weil ihre Masse
=i 4

/3na
z wäre, ihr Moment der Trägheit — 4

/3 7ca
3

.
2
/5«

2 =: 8
/15 7i;a

5
,

das Moment der aus der Mitte fortgenommenen Kugel = 8
/15 7ib

5

sein, und wenn man dieses von jenem subtrahirt, erhält man

das Moment der hohlen Kugel = 8
/i 5^0 5—

6

Ö
) =% 3̂Tp

Man wird daher das Moment der Trägheit der ausgehöhlten

Kugel, in Bezug auf alle durch den Mittelpunkt gezogenen Äxen,

~ lbM
a*+ ab+ b*

erhalten.

Zusatz 1.

§. 519. Ist b— 0, so ergibt sich der Fall einer vollen Kugel^

deren Radius =. a und für welche das Moment der Trägheit,

in Bezug auf alle durch den Mittellpunkt gezogenen Axen, wie

oben = */bMa* ist.

Zusatz 2.

§. 520. Ist diese sphärische Kruste sehr dünn , also sehr

nahe b-=a, so wird das Moment der Trägheit

—

2
/3 il/w2 , welche

Formel auch für die Oberfläche der Kugel gilt. Wollen wir

aber die Dicke Aa, welche =c= a

—

b sei, nicht ganz vernach«

lässigen, so wird das Moment

/0 oa zc—äac*

Anmerkung.

§. 521. Diese Fälle sind überflüssig hinreichend, nicht nur

um aus ihnen die Momente der Trägheit für mehrere Körper zu

entnehmen, sondern auch um, wenn andere Körper vorkommen,

die Rechnung desto leichter anstellen zu können, Wir wollen

daher nun zur Bestimmung der drehenden Bewegungen von

Körpern übergehen, welche durch die Schwere angetrieben

werden; indem diess der vorzüglichste Fall ist, welchem diese

Behandlung angepasst zu werden pflegt.
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Kapitel VII.

Von der schwingenden Bewegung schiverer Körper.

Aufgabe 44.

§. 522, (Fig. 71.) Ein starrer Körper ist um eine feste

horizontale Axe beweglich und es wird seine Bewegung durch

die Schwere allein gestört; man soll die augenblickliche, in sei-

ner Bewegung hervorgebrachte, Veränderung bestimmen.

Auflösung.

Ich nehme hier die allgemeine Voraussetzung der Schwere

an, nach welcher die einzelnen Elemente des Körpers den

Massen proportional abwärts, längs einander paralleler Richtun-

gen fortgetrieben werden. Insofern daher der Körper ein starrer

ist, ist allen diesen Kräften eine einzige, dem Gewicht des

Körpers gleiche, Kraft gleichgeltend, deren abwärts strebende

Richtung durch seinen Mittelpunkt der Trägheit geht. Wenn
man demnach die Masse des Körpers M nennt und sein Mit-

telpunkt der Trägheit sich in / befindet, wenn man von hier ab-

wärts die vertikale gerade Linie IG zieht; so wird der Körper

in Folge der Schwere in der Richtung IG durch eine Kraft

angetrieben, welche seiner Masse ^gleichzusetzen ist, insofern

wir die letztere durch das Gewicht dieses Körpers ausdrücken.

Da ferner die Drehungsaxe horizontal ist, so denke man sich

normal auf dieselbe eine durch den Mittelpunkt der Trägheit

/ gehende Ebene, welche vertikal sein und durch die Ebene
des Papiers dargestellt werden wird. Die Drehungsaxe denke

man sich normal auf diese Ebene durch den Punkt O gehend,

alsdann wird die von diesem nach / gezogene gerade Linie Ol
den Abstand des Mittelpunktes der Trägheit / von der Dre-
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hungsaxe darstellen. Nach diesen Voraussetzungen halte nun

der Körper AEBF die in der Figur dargestellte Lage ein, als-

dann wird, wenn man die Vertikale OC zieht, durch den Win-

kel COI die Lage des Körpers bekannt. Man setze den Ab-

stand OJ=f und zur Zeit t den Winkel COI~cp, alsdann wird

das Moment der Kraft 1G~M, in Bezug auf die Drehungsaxe,

— Mßmcp und es hat dasselbe das Bestreben, den Winkel cp

zu vermindern; dasselbe muss daher in §. 408. an die Stelle

des Moments Vf substituirt werden. Ausserdem muss man
nothwendig das Moment der Trägheit des Körpers in Bezug

auf die Drehungsaxe O kennen, dasselbe war dort durch fr^dM
bezeichnet. Zu diesem Ende denke man sich eine, durch den

Mittelpunkt der Trägheit / gehende, Axe der Drehungsaxe pa-

rallel, und es sei in Bezug auf sie das Moment der Trägheit

des Körpers z=:Mk*\ alsdann wird, weil der Zwischenraum

dieser Axen OIz=zf ist, das Moment der Trägheit desselben,

in Bezug auf die Drehungsaxe O, = M(f* + K2). Wenn daher

der Körper sich so dreht, dass die gerade Linie Ol sich der

Vertikalen OC nähert und die Winkelgeschwindigkeit = Sl ist,

so wird, weil die antreibende Kraft diese vermehrt, nach §.408.

_ _ 2qMfsing) _ _ 7^ 2fgs\ncpdi
d&= M(f*+**)

dt £^~ fq^--'
Wenn aber die gerade Linie Ol, in Folge der Winkelge-

schwindigkeit = .&, sich von der Vertikalen OC entfernte, so

würde
__ 2fgsm(pdtau —— ^2+Ä2

sein. Da nun aber in jenem Falle Sl= j~ , in diesem £l= -t-

ist, so wird, wenn man dt constant annimmt, in beiden Fällen

7 7 2/V/sina?6Z/2

dd<p=
f*+k* '

wo das Zeichen — dasteht, weil das Moment der antreibenden

Kraft dahin strebt, den Winkel cp zu vermindern.

Zusatz 1.

§. 523. Hat der Körper in der Lage AEBF noch keine

Bewegung, so wird er durch die Schwere so gegen die vertikale

Linie OC gedrängt, dass er sich ihr im Zeittheilchen dt um
/V/s i nwdfö

einen Winkel = * ~
2

s-g— (§.361.), welcher unendlich klein von

der zweiten Ordnung ist, nähern wird.
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Zusatz 2.

§. 524. Befindet sieb demnach der Körper in Ruhe, so kann

er nur dann in derselben verharren, wenn sin cp= ist, d. h.

wenn der Mittelpunkt der Trägheit / sich auf der vertikalen

geraden Linie OC befindet. Wird daher ein beliebiger Körper

auf diese Weise aufgehängt, so kann er nur dann in Ruhe ver-

harren , wenn die gerade Linie Ol vertikal ist, was geschieht

wenn der Mittelpunkt der Trägheit den untersten oder obersten

Ort einnimmt.
Zusatz 3.

§. 525. So oft aber die gerade Linie Ol eine schiefe Lage

hat, wird der Körper in Folge der Schwere zur Bewegung an-

getrieben werden; hat er aber schon eine Bewegung, so wird

diese durch Beschleunigung oder Verzögerung gestört werden,

je nachdem die Bewegung nach OC hin oder von da zurückgeht

Zusatz 4.

§. 526. Es ist auch klar, dass, wenn die Axe durch den

Mittelpunkt der Trägheit / selbst geht, also OI — f~0 ist,

das Moment der Schwere verschwinden und die drehende Be-

wegung daher gar nicht gestört werden wird. In diesem Falle

wird also der Körper entweder ruhen oder sich gleichförmig

um die Axe O drehen.
Anmerkung.

§. 527. Es ist hier sogleich angemessen zu bemerken,

dass der Körper sich nicht eben so bewegt, als wenn seine

ganze Masse in seinem Mittelpunkte der Trägheit / vereinigt

wäre, wie diess bei der fortschreitenden Bewegung in Gebrauch

gekommen ist. Wäre nämlich hier des Körpers ganze Masse

M im Mittelpunkte der Trägheit / vereinigt, so würde sein

Moment der Trägheit in Bezug auf die durch diesen Punkt ge-

zogene Axe verschwinden, also £2— sein und die Bewegung

demnach so gestört werden, dass man hätte

%g$h\cpdt'i

ddcp=—'

J
>

eine Formel, welche grösser als im vorausgesetzten Falle ist.

Hieraus ersieht man, dass die Bewegung eines ausgedehnten

Körpers, wie wir ihn hier betrachten, weniger durch die

Schwere gestört wird, als wenn seine ganze Masse im .Mittei-

punkte der Trägheit vereinigt wäre. Unten werden wir aber

sehen , dass es auf der geraden Linie Ol einen andern weiter

von der Axe O entfernten Punkt gibt, so beschaffen, dass, wenn
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die ganze Masse des Körpers in ihm vereinigt wäre, die Be-

wegung dieselbe Störung erleiden würde. Dieser Punkt ver-

dient bei der schwingenden Bewegung besonders bemerkt zu

werden, weil er eben derjenige ist, welchen man gewöhnlich

den Seh wingungs - Mittelpunkt zu nennen pflegt und zu

dessen Auffindung hin und wieder viele Vorschriften vorkommen.

Aufgabe 45.

§. 528. (Figur 71.) Ist ein starrer Körper AEBF um eine

horizontale Axe beweglich, und ist seine Lage nebst der Ge-

schwindigkeit im Anfange der Bewegung gegeben; so soll man
für eine beliebige Zeit seine Lage und Geschwindigkeit finden.

Auflösung.

Es bleibe alles wie in der vorigen Aufgabe, nämlich die

Masse des Körpers =:M, der Abstand des Mittelpunktes der

Trägheit / von der Drehungsaxe, oder 01=f und das Moment
der Trägheit in Bezug auf die, der Drehungsaxe parallele und

durch / gehende, Axe = MkK Nach Verlauf der Zeit t nehme

der Körper die in der Figur dargestellte Lage ein, und es sei

der Winkel COI~cp, wenn CO eine vertikale gerade Linie

ist; alsdann gelangen wir, wenn das Element dt constant an-

genommen wird, zu der Gleichung

^fgsmtpdt^
dd(f= .

^2_J_#2~
*

Multipliciren wir dieselbe durch 2d<p und integriren, so er-

halten wir

woraus man das Quadrat der Geschwindigkeit

oa-g . 4/ffcosg

kennen lernt Setzt man nun ferner der Kürze wegenWrp—

^

so findet man, weil dcp2~dt2
(ß f leosep) ist

_ dep . P d0
dt= A .

— und t= /7p •

' ;

V ß+lcoscp J V ß fIcosy

wo die constante ß und die andere, bei der letzten Integration

eintretende, Constante durch den gegebenen Anfangszustand

bestimmt werden müssen.

IT
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Zusatz 1.

§.529. Verschwindet der Winkel COI—y, so wird die

Winkelgeschwindigkeit

die grösste von allen; in gleichen Ausweichungen der geraden

Linie Ol von der vertikalen OC sind aber die Geschwindig-

keiten einander gleich. Wird ferner die Constante ß nicht kleiner

als y^Vp » so wird der Körper ganze Umwälzungen um die

Axe ausführen, weil alsdann für <p = 180o die Winkelgeschwin-

digkeit noch reell ist.

Zusatz. 2.

§. 530. Ist aber ßKjvqk* 9 so feann der.Wiokel COJ=q>

nicht über eine gewisse Grenze hinaus wachsen und wenn der

Körper bis zu dieser gelangt ist, wird er wieder niedersteigen

und eine schwingende Bewegung ausführen. Zieht man ferner

die horizontale Linie IK, so wird, weil OK—fcoscp ist, dem
Ausweichungswinkel COI—cp die Winkelgeschwindigkeit

entsprechen.
Anmerkung.

§. 531. Mag der Körper ganze Umwälzungen ausfuhren,

oder schwingend hin- und hergehen, so erfordert die Bestim-

mung der Bewegung dieselbe Rechnung, als die Bewegung
eines einfachen Pendels, bei welcher ein an einem von Träg-

heit freien Faden befestigter unendlich kleiner Körper sich um
eine horizontale Axe dreht. Da wir diese Bewegung oben schon

ausführlich auseinander gesetzt haben , würde es überflüssig

sein, dieselben Rechnungen hier zu wiederholen; es wird

daher hinreichen, für jeden einzelnen Fall ein einfaches Pendel

anzugeben, welches mit gleicher Winkelbewegung herum-

geführt wird. Hier kommt zwar nur die Länge dieses ein-

fachen Pendels in Rechnung, da seine Bewegung von dieser

Länge allein abhängig ist, indem wir nämlich im Anfange bei-

den dieselbe Winkelbewegung beilegen.

Erklärung 9.

§. 532. Für die drehende oder schwingende Bewegung



Bewegung schwerer Körper. 259

eines jeden schweren Körpers um eine horizontale Axe wird

ein isochrones einfaches Pendel dasjenige genannt, wel-

ches, wenn es einmal in gleicher Ausweichung von der verti-

kalen geraden Linie eine gleiche Winkelgeschwindigkeit em-

pfangen hat, hierauf beständig mit ähnlicher Winkelbewegung

fortgeführt wird.

Erläuterung.

§. 533. (Figur 71.) Wenn man einen beliebigen Körper

AEBF voraussetzt, welcher sich unter alleinigem Antrieb der

Schwerkraft um die horizontale Axe O dreht, so hat man zu-

erst seinen Mittelpunkt der Trägheit / zu betrachten, welcher,

wenn er sich auf der vertikalen geraden Linie OC befindet, die

natürliche Lage des Körpers angibt, in welcher dieser ruhet;

der Winkel COI wird aber die Ausweichung von der
natürlichen Lage genannt. Wenn nun diesem Körper in

einer gegebenen Ausweichung eine gegebene Winkelbewegung

beigebracht worden ist, so muss ein isochrones einfaches Pen™

del so eingerichtet sein, dass, wenn man demselben in gleicher

Ausweichung eine gleiche Winkelbewegung beibringt, seine Be-

wegung beständig der des vorausgesetzten Körpers entsprechen

wird. Da nun die ganze Sache von der Länge dieses einfachen

Pendels abhängt, so wird es, wenn seine Länge OS und es

an der gemeinschaftlichen Axe O aufgehängt ist, bei seiner

Bewegung stets die des Körpers AEBF begleiten, wenn es

nur einmal eine gleiche drehende Bewegung empfangen hat.

Es ist zwar gleichgültig, ob man sich dieses einfache Pendel

an derselben i^xe angebracht denkt, oder nicht; aber weil die

Ausweichungen von der vertikalen Lage OC beiderseits stets

dieselben sein müssen, so hat man die Ausweichung des Kör-

pers nach der Lage der geraden Linie Ol abzuschätzen und

man betrachtet am bequemsten ein einfaches in O aufgehäng-

tes Pendel, damit seine Lage OS stets auf die gerade Linie

Ol falle und die ganze Frage auf die Bestimmung des Punktes

*S zurückgeführt werde.

Zusatz 1.

§. 534. Hat man den Punkt S auf der Verlängerung der

geraden Linie Ol gefunden, so wird der Körper sich ebenso

bewegen, als ob seine ganze Masse in eben diesem Punkte S
vereinigt wäre; man erhält nämlich dann, wegen der verschwin-

denden Ausdehnung, ein einfaches Pendel von der Länge OS.

17*
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Zusatz 2.

§. 535. Diesen Punkt S muss man demnach auf der ge-

raden Linie suchen, welche durch den Mittelpunkt der Trägheit

des Körpers normal auf die Drehungsaxe gezogen wird, wenn
es auch hier nicht nothwendig ist, dass das einfache Pendel

OS an demselben Punkte ö der Axe aufgehängt gedacht werde.

Anmerkung.

§. 536. Da dieses mit ähnlicher Bewegung fortgeführte

Pendel wegen des Verschwindens der Masse ein einfaches
genannt wird, so pflegt man nach dieser Weise beliebige aus-

gedehnte Körper, welche um eine feste Axe beweglich sind,

zusammengesetzte Pendel zu nennen. Es wird auf diese

Weise die Frage darauf zurückgeführt, dass, wenn irgend ein

beliebiges zusammengesetztes Pendel, was also ein starrer

Körper ist, vorausgesetzt wird, wir ein mit demselben isochro-

nes einfaches Pendel angeben; diese Aufgabe werden wir

jetzt sehr leicht lösen können. Uebrigens muss man daran

erinnern, dass der Faden, mittelst dessen wir uns das einfache

Pendel an die Axe befestigt denken, nicht nur als frei von Träg-

heit, sondern auch als starr vorausgesetzt werden muss, damit

keine Biegung die Rechnung stören könne.

Aufgabe 46.

§. 537. (Fig. 71.) Es wird ein beliebiger starrer und schwerer

Körper AEBF vorausgesetzt, welcher um die horizontale feste

Axe Ö beweglich ist; man soll ein einfaches isochrones Pen-

del OS bestimmen.
Auflösung.

Man setze die Masse des ganzen Körpers = M, seinen

Mitelpunkt der Trägheit in / und ziehe normal auf die Axe
die gerade Linie 0/=/", welche jetzt von der Vertikalen OC
um den Winkel COI=<p absteht; es sei aber M,k2 das Moment
der Trägheit des Körpers, in Bezug auf die durch / der Dreh-

ungsaxe parallel gezogene Axe. Unter diesen Voraussetzungen

wird, welches auch die anfangs dem Körper beigebrachte Be-

wegung gewesen sein mag, nach Verlauf der Zeit t die Aende-

rung der Bewegung ausgedrückt durch die Formel

:

aaip——
fij^ip

Setzt man nun die Länge des isochronen einfachen Pendels

GS—/, so wird, weil es um denselben Winkel COS~q) von
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der vertikalen Lage absteht, seine Bewegung eine solche Ver-

änderung erleiden, dass wir haben

V

Diese Formel ergibt sich aus der vorhergehenden, iudem
man £=0 und /=/ setzt. Da nun beiderseits dieselbe Verän-

derung herauskommen soll, so erhalten wir

/
/*+ *»

A ,-/u>/=

—

j
—

- oder l—f-r-f-

Zusatz 1.

§. 538. Die Länge des isochronen einfachen Pendels OS
übertrifft demnach den Abstand des Mittelpunktes der Trägheit

/ von der Drehungsaxe O, und zwar um den Zwischenraum

k2,

lSz=.-j-. Kennt man aber die Länge OS=l, so wird

so dass für denselben Körper das Rechteck OIJS constant wird.

Zusatz 2.

§.539. Wenn für denselben Körper der Abstand Ol sich

ändert, so wird offenbar so wohl für /*—(), als auch für fzzzoo

die Länge des isochronen einfachen Pendels l unendlich gross

werden. Am kürzesten wird aber dasselbe, wenn man f~.k
annimmt, in welchem Falle

t^2k

wird; ausserdem ist stets />2/£.

Zusatz 3.

§. 540. Hat man die Länge des isochronen einfachen Pen-

dels r=/ gefunden, so wird, weil die sehr kleinen Schwingun-

gen eines Körpers ebenso wie die dieses Pendels isochron sind,

die Zeit einer jeden Schwingung in Secunden

= ^(§.215.).

2q
Wenn sich daher l=~% ergibt, so werden die einzelnen

sehr kleineu Schwingungen des Körpers in einer Secunde aus-

geführt.

Anmerkun g.

§. 541. Hieraus folgt eine leichte Methode, das Moment
der Trägheit eines jeden Körpers praktisch zu bestimmen. Hat
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man nämlich den Körper an einer horizontalen Axe aufgehängt, um
welche er sich ganz frei drehen kann, so bestimme man zuerst

mit aller Sorgfalt den Abstand des Mittelpunktes der Trägheit

/ von der Drehungsaxe O, nämlich 0/=/*, was ebenfalls prak-

tisch geschehen kann. Hierauf treibe man den Körper an,

sehr kleine Schwingungen auszuführen und wenn man deren

mehrere in einer gegebenen Zeit gezählt hat, schliesst man
hieraus auf die Zeit Einer Schwingung. Ist diese in Secunden

2r/T2= r, so hat man 1=2^-^- und wenn diess gefunden ist,
TT
2 °

*a=AH0-
Das Gewicht des Körpers M,~ multiplicirt durch k2, wird das

Moment der Trägheit in Bezug auf eine Axe, welche durch

seinen Mittelpunkt der Trägheit der Drehungsaxe parallel ge-

zogen ist, ergeben. Man kann diesen Versuch auch vervielfäl-

tigen, indem man den Körper nach und nach an verschiedenen

Axen, welche jedoch unter sich parallel sind, aufhängt, damit

wir den wahren Werth von k2, um so sicherer kennen lernen.

Man kann auch selbst umgekehrt hieraus die Länge des einfachen,

in einzelnen Secunden schwingenden, Pendels erforschen, wenn
man sich nämlich weder einfacher Pendel bedienen, noch die

in Einer Secunde hervorgebrachte Fallhöhe g durch Fallversuche

hinreichend genau bestimmen kann. Hier muss man aber für

einen aufgehängten Körper die Grössen f und k2, genau kennen,

woraus man

erhält; wenn alsdann die Zeit r einer sehr kleinen Schwingung

beobachtet ist, erhalten wir
7t\l

^—
2t»

und hieraus die Länge des einfachen, in den einzelnen Secun-

den schwingenden Pendels

Erklärung 10.

§. 542. Der Schwingungsmittelpunkt in einem zu-

sammengesetzten Pendel hat die Eigenschaft, dass, wenn in

ihm die ganze Masse des Körpers vereinigt wäre, sich dieselbe

schwingende Bewegung ergeben würde. Man nimmt diesen

Punkt aber auf der geraden Linie an, welche durch den Mittel-
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punkt der Trägheit des Körpers geht und normal auf die Dre-
hungsaxe ist.

Zusatz 1.

§. 543. Der Abstand des Schwingungsmittelpunktes von
der Drehungsaxe ist der Länge des isochronen einfachen Pen-
dels gleich und es ist dieser Punkt von der Drehungsaxe O wei-

ter entfernt, als der Mittelpunkt der Trägheit um den Zwischen-

räum IS=-~-

Zusatz 2.

§. 544. Um daher den Schwingungsmittelpunkt 5 zu finden,

inuss man das Moment der Trägheit des Körpers in Bezug auf

die, durch seinen Mittelpunkt der Trägheit / gehende und der

Drehungsaxe parallele, Axe kennen. Ist dasselbe =i]Oa , so

muss man es durch Mf, d. h. das Product der Masse des

Körpers M in den Abstand der Drehungsaxe vom Mittelpunkte

M.k2,

der Trägkeit, dividiren; alsdann wird der Quotient -^r den Ab-

stand des Schwingungsmittelpunktes vom Mittelpunkte der

Trägheit ergeben»

Anmerkung.

§. 545. Auf diese Weise pflegt man die Erforschung der

Bewegung zusammengesetzter Pendel auf die Erforschung des

Schwingungsmittelpunktes zurückzuführen, obgleich es hinrei-

chend ist, wenn man die Länge des einfachen isochronen Pen-

dels kennt und kein Grund uns dazu drängt, uns dieses Pen-

del an derselben Aufhängungsaxe und zwar längs der geraden,

durch den Mittelpunkt der Trägheit normal auf die Aufhängungs-

axe gezogenen, Linie zu denken. Diese Weise, die Sache auf-

zufassen ist aber die bequemste und wenn der Körper in der

Lage der Ruhe hängt, so dass die, durch den Mittelpunkt der

Trägheit normal auf die Axe gezogene, gerade Linie zugleich

vertikal ist; so wird der Schwingungsmittelpunkt auf derselben

Linie, tiefer als der Mittelpunkt der Trägheit liegen; 'es ist

nämlich nicht nöthig, dass man den Körper als in Bewegung

befindlich ansehe. Man betrachtet demnach die gerade Linie

Ol als auf die Vertikale OC fallend, auf welcher der Schwin-

gungsmittelpunkt S tiefer als der Mittelpunkt der Trägheit /

liegen wird, und dieser erhält hier in Wahrheit den Namen
des Schwerpunktes, so dass der Zwischenraum
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wird. Die Berechnung des Schwingungsmittelpunktes wird da-

her sehr leicht mittelst derjenigen Rechnung ausgeführt, welche

wir oben zur Auffindung des Momentes der Trägheit gelehrt haben.

ß eispiel.

§. 546. (Figur 7*2.) Die vorher erwähnten Versuche pflegt

man mittelst einer Kugel anzustellen, welche aus gleichartiger

Materie zusammengesetzt ist und, mittelst des Fadens OB
aufgehängt, zu sehr kleinen Schwingungen angetrieben wird;

hierbei hat man aber den Faden so dünn anzunehmen, dass

man seine Masse, im Vergleich mit der der Kugel, für nichts

halten darf. Es sei daher der Radius der Kugel 7?7=6 und

der Abstand des Aufhängepunktes O vom Mittelpunkte der Ku-
gel /, der zugleich ihr Mittelpunkt der Trägheit oder ihr Schwer-

punkt ist, nämlich 0/=/"; alsdann wird, wie wir oben (§. 506.)

gefunden haben, k2= 2
/ö b2 . Der Schwingungsmittelpunkt wird

262
demnach so in $ liegen, dass /*S=-~-r wird, odej es werden

die Schwingungen mit denjenigen eines einfachen Pendels über-

262
einstimmen, dessen Länge =/?

4--^rist. Damit nun dieses Pen-

del in einzelnen Secunden schwinge, muss

7+f^-S §-540.) oder r=M^ %^
sein. Hieraus folgt

/^VS-w
so dass wir für f zwei Werthe erhalten, deren Summe aber

=% ist Diese beiden Werthe werden einander gleich, wenn

man die Kugel so gross annimmt, dass

wird, d. h. es muss in Rheinland ischen Füssen der Radius der

Kugel =2,50317 sein. Es wird alsdann ferner der Abstand

07=/= 1,583144, so dass der Aufhängepunkt oder die Dreh-

ungsaxe innerhalb der Kugel angenommen werden muss. Da

aber /= —,^=bV2
/5 oder /==£ ist, so wird die Kugel offenbar

in diesem Falle am schnellsten schwingen (§. 539.). Ist näm-

lich /co=6 Wo und zieht man die horizontale Linie ftv, welche
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die Drehungsaxe darstellen wird, so wird cosB(x~V2
/5i also der

Bogen B(1=^50° 46'. Ist aber die Kugel, wie es zu geschehen

pflegt, sehr klein, so muss zur Hervorbringung von Secunden

U1
-7t*~~ 6g

sein; damit also die am Punkte B aufgehängte Kugel diess

leiste, muss ihr Radius

, (V65 — 5)<7 , , , />,-*,,.»,.
o== 9-2— > oder sehr nahe =0,1 osl'öbg

sein.

Aufgabe 47.

§. 547. Ein, um eine horizontale Axe beweglicher starrer

Körper besteht aus mehrern Theilen, deren einzelne Mittel-

punkte und Momente der Trägheit bekannt sind; man soll den

Schwingungsmittelpunkt des »ganzen Körpers bestimmen.

Auflösung.

(Figur 73.) Man denke sich die horizontale Drehungsaxe

normal auf die Ebene der Figur im Punkte O, und es seien

A, B, C und D die Mittelpunkte der Trägheit der Theile,

aus denen der Körper zusammengesetzt ist. Die Massen dieser

Theile seien A, B, C und D und ihre Momente der Trägheit

in Bezug auf Axen, welche der Drehungsaxe parallel durch

den Mittelpunkt der Trägheit eines jeden gehen, A.a21
, B.b*,

C.c2, und -D.92 ; diese Mittelpunkte der Trägheit mögen aber

von der Drehungsaxe um die Abstände AO, BO, CO und DO
entfernt sein. Es ist nämlich gleichgültig, ob diese Abstände

nach demselben Punkte O der Axe, oder nach verschiedenen

Punkten gerichtet sind , weil so wohl die Momente der Schwere,

als auch die der Trägheit nur von den Abständen von der Axe
abhängig sind und die Verschiedenheit der Punkte ö nichts

dazu beiträgt. Zuerst bestimme man den Mittelpunkt der Träg-

heit /des ganzen Körpers, dessen Masse z=M—A-{-B + C
-\- D sei und welcher auf einer solchen geraden Linie Ol liege,

dass wir haben

A.AO.smAOI+B.BO.sinBOI^aCO.smCOI+n.DO.s'mDOI;
alsdann wird

M.OI=zA.AO.cosA01+B.BO.co$B01+C.COcosC01
+ D.DO. cos DOL

Diese Grösse hat man, in der obigen Gleichung 7*$= -^^,
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statt Mf zu setzen. Das Moment der Trägheit des ganzen
Körpers in Bezug auf die Drehungsaxe wird aber aus den

Theilen so zusammengesetzt, dass wir haben:

M(P + k*) = A(AO* + a2) + B(BO* + b*) + C(C02+c2
)

+ D(DOa + 8a).

Da nun OS= —'—^-—- ist, so erhalten wir

^A.AO.cosAOnB.BO.cosBOI+aCOcosCOI+D.DO.cosDOI

Zusatz 1.

§. 548. Betrachtet man die einzelnen Theile für sich und

setzt man ihre Schwingungsmittelpunkte in a, b, c und d, so

wird , weil Oa= t~~T7\— *$t,A.AO

n o— A . OA Oa+B.OB.Ob+aOC.Oc+D.OD.Od
° AAOxosAOI+B.BO.cosBOI+aCO.cosCOI+D.IJO.cosDOT

Zusatz 2.

§. 549. Hat man aber den Mittelpunkt der Trägheit oder

den Schwerpunkt des ganzen Körpers / gefunden, so kann

man statt des Nenners M.Ol setzen. Nach den Lehren der

Statik findet man aber leicht den Schwerpunkt des ganzen

Körpers, wenn die Schwerpunkte seiner Theile gegeben sind.

Beispiel.

§. 550. (Figur 74.) Es sei ein Pendel zusammengesetzt

ans dem geraden cylindrischen Stabe ACB und der an ihr be-

befestigten Kugel BEDF, dasselbe sei unr die horizontale Axe
EOF beweglich und man suche seinen Schwingungsmittelpunkt

S. Der Stab und die Kugel mögen aus gleichartiger Materie

bestehen und man setze die Länge des erstem AB~a, sein

Gewicht z=zA } den Abstand des Endpunktes B von der Dre-

hungsaxe oder BO=b, den Radius der Grundfläche dieses

Cyliriders =c; alsdann wird sein Mittelpunkt der Trägheit in

C liefen, so dass
AC= BC=:%a und OC=&-V,

sein Moment der Trägheit aber in Bezug auf eine Axe, welche

durch C der Drehungsaxe parallel gezogen ist,

=J (%*»»+V) (§• 501.)

wird. Ferner sei die Masse der angefügten Kugel z=zE, ihr

Radius BG=e, alsdann wird ihr Mittelpunkt der Trägheit in

G Hegen und ihr Moment der Trägheit



Bewegung schwerer Körper, 267

=%E.«*(§. 506.).

Liegt nun der Mittelpunkt der Trägheit des ganzen Kör-

pers in /, so hat man
(A+ E)01—A(b-y*a)+ E(b+e)~Mf.

Es wird nun das Moment der Trägheit in Bezug auf die

Drehungsaxe

=^[%ao«+ V4c*+(6-V)a
]+£[%ea+ (& + «)*],

welcher Werth statt Mff^+ k2) substituirt werden muss. Der

Schwingungsmittelpunkt wird demnach so in S liegen, dass

man hat
A[%a*-a&+ b*+ V4C*]+E[6*+26e+ y5e*]

J[t>-%a}+E[b+e] ~~~~
und weil 06r= 6-t-e ist, erhalten wir

„ A[be+ Va«6-Vaae- V,a^-y4Ca]-yaJB.g«
bB>— A[b-%a]+E[b + e]

Zusatz 1.

•§. 551. Nimmt man die Drehungsaxe in der Spitze A des

Stabes, also 6= a an, so wird

A\\a* +V2
] + E[a* + 2ag +W\

und GS=
j.yaa+jE[a+e]

-'
indem wir annehmen, dass der Punkt «S oberhalb G liege.

Zusatz 2.

§. 352. Es sei z. ß. E=Z0A, a=6=3Fuss, e=V12 Fuss -

und c= y5oo Fuss, so dass man c2 mit Sicherheit vernachläs-

sigen kann. Alsdann wird

OG=3yla=3,0833

3+285^ _ 288+y24
ulld 0Ä="%+92% = 94 =3 >0669

und es liegt in diesem Falle der Punkt S oberhalb G* Wenn
aber die Masse des Stabes verschwindend klein wäre, so würde

0£= 3,0842 und in diesem Falle S unterhalb G liegen.

Anmerkung.

§. 553. Dieser letzte Fall ist desshalb bemerkenswerth,

weil gewöhnlich der Faden, wenn er sehr dünn und leicht im

Vergleich mit der Kugel ist, kaum etwas zum Schwingungs-

mittelpunkte beizutragen scheint, hier nämlich würde, obgleich

die Kugel 30mal so schwer als der Faden ist, die Rücksicht
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auf diesen ohne einen bemerkbaren Irrthum nicht vernachlässigt

werden können. Setzen wir nämlich, dass dieses Pendel seine

Schwingungen in Secunden ausgeführt habe und dass man hier-

aus die Länge des isochronen einfachen Pendels bestimmen

solle. Diese würde sich daher, wenn man die Masse des Fa-

dens vernachlässigt hätte, = 3',0842 ergeben, während sie doch

in Wahrheit =r3',0669 ist, so dass ein höchst unsicher zu er-

tragender Fehler von 0',0173 = 2,5 Linien begangen werden

würde.

Wenn aber bei übrigens gleich bleibenden Dimensionen der

Faden noch leichter und E=6(L4 wäre, so würde sich

ergeben und wenn man statt dessen 3,0842 annehme, so würde

der begangene Fehler /,006ö=: 1^/
1 5 Linie betragen.

Aulgabe 48.

§. 554. (Figur 75.) Ein Pendel besteht aus einem sehr

dünnem Stabe OB, welcher frei von Trägheit aber doch starr

ist und der Kugel BEDF; man soll den Ort finden, wo eine

andere gegebene Kugel an dem Stab befestigt werden muss,

damit die Schwingungen am schnellsten ausgeführt werden.

Auflösung.

Während die Drehungsaxe sich in befindet, sei der Ab-

stand 06f=6, der Radius der unten befestigten Kugel BG
== c, die Masse derselben — B; ferner die Masse der andern

zu befestigenden Kugel =L, ihr Radius QK=e iind für ihren

gesuchten Ort OQ = q. Diess vorausgesetzt, sei / der ge-

meinschaftliche Mittelpunkt der Trägheit, alsdann wird

(ß + L)OI=ffl + Lq=Mfc
ferner das Moment der Trägheit des ganzen Pendels in Bezug

auf die Drehunffsaxe

=B[%c* + l>*] + L[%e* + q*]=M[n+ lf].

Setzt man daher den Schwingungsmittelpunkt in #; so wird

US— Bb + Lq ~
und diese Länge muss am kleinsten sein, damit die Schwin-

gungen die schnellsten werden. Hieraus ergibt sich die fol-

gende Gleichung

<2BLbq~BL[%c*+b*]-*/
!i
L*e* + L*q* =

oder Lq=-Bb+ V'BW + BLb* +^»BI*a +%&e*.
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wodurch OQ—q bekannt wird. Ferner erhält man hieraus die

Länge des isochronen einfachen Pendels

OS^^^^+BM* + z/
5 B.Ld* + 2

/5L2e2—~^= fy.

Bestehen nun beide Kugeln aus derselben Materie , so er-

halt man, weil B: L= c 3 :e3
,

__, 2Vc%* + cH%* +%^TT%^—2c 36
0,S= ~>

™ Vc«6a+cW+ a
/öc¥ + 2

/6e
8- c3&

und OQ=- -
3

= ?.

Zusatz 1.

§. 555. Sind die Durchmesser der Kugeln sehr klein , so

dass man c2 und e2 gegen 62 vernachlässigen kann, so muss der

Abstand OQ=q so angenommen werden/ dass man habe

und es wird die Länge des isochronen einfachen Pendels

Zusatz 2.

§. 556. Wenn man die zweite Kugel KLMN durchaus

unbeachtet lässt, so wird
2r2

°?=* + W'.
welche Länge grösser ist als in dem Falle, dass man diese

Kugel hinzugefügt hat, wenn
2c2,

56
\T$ i~ 2c2 "I

Wenn demnach nicht g> ~.
|
b + -~j- § ist, so können

durch Hinzufu'gung dieser zweiten Kugel die Schwingungen be-

schleunigt werden.

Zusatz 3.

§. 557.1st aber e= ~Tt=^| b +-frr I» so muss, wie gross auch

die Masse L dieser Kugel sein mag, um die schnellsten

Schwingungen zu erhalten,

oq= 9 --=v8*+m

b + -£:>2eV%.
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angenommen werden und es wird alsdann die Länge des

isochronen einfachen Pendels

ganz als ob die Kugel KLMN entfernt wäre.

Zusatz 4.

§.558. Sind beide Kugeln einander gleich, also L = B
und e=c, so ergeben sich die schnellsten Schwingungen,

indem man OQ~g=:—b + V^ä+%?
annimmt und, im Fall man c2 gegen 62 vernachlässigen kann,

indem man OQ=OG(V~2-l)
setzt. Hieraus folgt die Länge des isochronen einfachen Pen-

dels ]= 2OG(V2- 1)=0,828427. O G.

Zusatz 5.

§. 559. Bestehen beide Kugeln aus derselben Materie, so

kann man den Radius e der Kugel KLMN so bestimmen, dass,

wenn man sie nach der Vorschrift anbringt, die Schwingungen

am schnellsten ausgeführt werden; man muss nämlich den

Werth von e aus der Gleichung

16e10—48c5e5~120b2c*e5—60062c6e2 + 9c6(562+2c2
)
2=0

suchen.

Anmerkung.

§. 560. Uebrigens wird offenbar, je kleiner der Radius e

der Kugel KLMN ist, während ihre Masse L unverändert

bleibt, desto kleiner der Abstand OQ — q sich ergeben und

es werden daher die Schwingungen desto schneller erfolgen.

Bleibt aber der Radius e unverändert, so erfolgen die Schwin-

gungen am schnellsten, wenn die Masse L der hinzuzufügen-

den Kugel so gross als möglich ist. Wäre nämlich L~0, so

würde ^ c 7 . 2c2
0,S==ö+

56 (§'
554)>

welches der grösste Werth ist, wenn man durch Hinzufügung

der zweiten Kugel die Schwingungen schneller machen kann.

Ist aber

562+ 2c2 = 26ßVH), oder e= -\.

-

,

so bleiben, wie gross auch die Masse L dieser Kugel sein

mag, wenn diese nach der Vorschrift angebracht wird, die

Schwingungen von derselben Dauer (§. 557.) und wenn die
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Kugel noch grösser wird, werden die Schwingungen selbst

langsamer ausfallen.

Sind beide Kugeln aus gleich schwerer Materie angefertigt,

so muss die Grösse der hinzuzufügenden, damit die schwin-

gende Bewegung die geschwindeste werde, aus der Gleichung

vom lOten Grade hergeleitet werden. Geht aber die Axe durch

den Mittelpunkt G der Kugel BCDF, so dass 6= ist, so

folgt aus jener Gleichung

für den Radius, der hinzuzufügenden Kugel, und zur Bestim-

mung ihres Ortes hat man

OQ = q = tf%jl+%e*= c\T%7 >

so wie auch die Länge des isochronen einfachen Pendels

Die durch den Mittelpunkt der ersten Kugel gehende

Drehungsaxe muss daher bei der andern so vorbeigehen, dass

sie von ihrem Mittelpunkte um den Abstand

OQ=e\r%7

entfert sei, welcher Abstand kleiner ist, als ihr Radius

Derartige Fragen in Betreff der schwingenden Bewegung
könnten noch mehrere aufgestellt werden , allein sie lassen sich

nach den hier aufgestellten Principien ohne Schwierigkeit lösen.

Sehr viel kommt aber darauf an, zu erforschen, wie grosse

Kräfte die Drehungsaxe selbst während der Bewegung auszu-

halten hat.

Aufgabe 49.

§. 561. (Figur 76.) Während ein schwerer starrer Körper

sich um die horizontale feste Axe OA dreht, soll man zu jeder

Zeit die Kräfte bestimmen, welche eben diese Axe in zwei

gegebenen Punkten ö und A auszuhalten hat.

Auflösung.

Es stelle das Papier eine vertikale Ebene vor, welche

durch die Drehungsaxe OA geht und es befinde sich jetzt der

Mittelpunkt der Trägheit des Körpers ausserhalb dieser Kbene
in /, von wo aus man so wohl auf die vertikale Ebene, als

auf die Axe die Perpendikel IK und IG fälle; alsdann wird
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der Winkel IGK—cp die Ausweichung des Körpers von der

natürlichen Lage und, wenn man den Abstand IG=f setzt,

KI ^='f sin q> und GK~fcoscp.

Ferner sei die Masse des Körpers =M und da diese zu-

gleich sein Gewicht ausdrückt, so wird die antreibende Kraft,

welche in der vertikalen Richtung IV drängt, =71/ und es

strebt ihr Moment —31fsiny dahin, den Winkel 1GK zu ver

mindern. Hierauf betrachte man ein beliebiges Element dM
des Körpers in Z, fälle von hier auf die vertikale Ebene und

auf die Axe die Perpendikel ZT und ZX 3 und setze die Co-

orditiaten -OX=^oc 9 XT—y und TZ=^z; alsdann w7ird

^ fxd'M „„ JgdM .-.fzüM0G=Z M~' GK=m undKI~
-jjT-

Setzt man nun aber den Abstand JfZ=V?/2 + z 2, == r, so

drückt fr2dM das Moment der Trägheit des Körpers in Bezug

auf die Axe OA aus, es sei dasselbe = Mk2
; endlich setze

man den gegenseitigen Abstand der Punkte auf der Axe oder

OA=a und ziehe durch beide die geraden Linien BOb, COc
und EAe, FAf parallel den Linien KG und KL Nach diesen

Vorbereitungen bemerke ich zuerst, dem §. 413. entsprechend,

«fass keine Kraft da ist, deren Richtung mit der Axe in der-

selben Ebene liegt; da aber hier das Moment der Kraft Mfs'mcp

im entgegengesetzten Sinne von dem dort angenommenen wirkt,

so wird F/= — 3Ifsm y.

Es hat daher in Folge der Kraft IV=M? welche an der

Axe im Punkte G längs der Richtung GK angebracht zu den-

ken ist, die Axe in den Punkten O und A diese Kräfte aus-

zubauen:

länss OB die Kraft = und längs AE die Kraft=

Mit diesen hat man diejenigen zu verbinden, welche aus

den entgegengesetzt angebrachten elementaren Kräften entsprin-

gen; es sind diese:

längs Ob die Kraft= , 2

nr _f*m<pKa--x)ydM
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{'

• m i. rr o fsmwfxzdM
\ längs Ae die Kratt= j^

für den Endpunkt As
^ßmyfxydM

[
' Ab ' " - a~M*

und zwar hat die Axe diese Kräfte in Folge der Wirksamkeit

der Schwere des Körpers auszuhalten. In Folge der Bewe-

gung aber, mit welcher der Körper sich bereits dreht, hat die

Axe, wenn wir die Drehlingsgeschwindigkeit Sl nennen, in den

Punkten O und A folgende Kräfte auszuhalten

:

jlängs OB die Kraft == ' ^ '*. —*.

für den Endpunkt Oj Wf(a-x)zdM
{

• OC *
~

2aJ^

Uangs AE die Kraft=—%-^

für den Endpunkt a\ WfxzdM
( *

ÄF
' ' = Zag '

Zusatz 1.

§. 562. Setzt man die Abstände der Endpunkte O und A
vom Punkte 6?, nämlich OG= b und AG= c, so dass a?=b + c

wird, ferner GX=u, wonach x= b—u und a—x= c+ u wird;

so erhalten wir

f(a~x)zdMz=if(c+ u)zdM=r Mc.KI+fuzdM,
f(a—x)ydM =/(c+ u)ydM= Mc.GK +fuydM,
fxzdM=f{b~u)zdM=z Mb.KI-fuzdM

und fxydM=flb-u)ydM= Mb.GK—fuydM.
Z u s a t z 2.

§. 563. Führt man diese Werthe ein, so hat die Axe im

Punkte ö folgende Kräfte auszuhalten:

erstens längs der Richtung OB die Kraft

Mc 31cfsin y.KI /sin yfuzdM S&Mc.GK _. S&fuydM
li alt1 ~ a.k* + 2ag + 2ag '

zweitens längs der Richtung OC die Kraft

Mcfs'my.GK fsmyfuydM £l*Mc.Kl S&fuxdM
.

aJc*
+

a.k*
+ 2ag + lag '

im Punkte A aber erstens längs der Richtung AE die Kraft

J/Ä Mbfsiny.KI fsinyfuzdM SPMb.GK SiyiiydM

T~ a.k*
+

aJ>*
+

2oflr 2ag
*'

zweitens längs der Richtung JF die Kraft

Mbfsmy.GK fsmyfiiydM Sl*Mb.Kl SlJuzdM
a.k* a.B + 2ag 2ag

*

18
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Zusatz 3.

§. 564. Ist der Körper so beschaffen, tlass er durch die

Ebene 1GK in zwei gleiche und ähnliche Theile getheilt wird

und ist GO=GA= 1
/2la, so wird, weil fnzdM— Q und fuydM

= ist, die Axe im Punkte O die folgenden Kräfte auszu-

halten haben:

längs OB dieKraft=%ilf '-yjjr
+ j^—

>

'„. Mf.smy.GK . SPM.KI
" 0C

' ' ^—W + ~~47~ ;

im Punkte A aber

längs AE die Kraft= 1
/a ilf 2#*

+ 4^ '

a e. -^sin V-£^ ,
Sl*M.KI

' AF '
'

*~ V2A»- + ~~W~'
In diesem Falle sind daher die Kräfte von der Grösse des

Abstandes OA=za unabhängig.

Zusatz 4.

§. 565. In diesem Falle, wo fuydM=Q und fmdM=0 ist,

hindert uns nichts, den Abstand 0^4= a als verschwindend an-

zunehmen und es wird die Axe in dem einzigen Punkte G
festgehalten werden können. Hier hat sie nämlich je zwei

Kräfte auszuhalten,

i.
* I- rv m ^sinys

,
TE/^/cosy

die eine längs GK=M— ^ + g
-

, .. , ... ^„ MP sing? cos cp MSI2fsin wund die andere längs GH=— ^—~ + 9 — >

wobei GH#K1 ist.
^

Anmerkung.

§. 566. Die Körper, welche man gewöhnlich zur schwin-

genden Bewegung anzuwenden pflegt, sind so beschaffen, dass

sie durch eine Ebene, welche durch ihren Mittelpunkt der

Trägheit normal auf die Drehungsaxe gelegt ist, in zwei gleiche

und ähnliche Theile zerschnitten werden ; bei ihnen kann daher

die Axe in einem einzigen Punkte festgehalten werden. Wenn
nämlich die Figur 71. eine vertikale Ebene darstellt, welche

durch den Mittelpunkt der Trägheit I eines solchen Körpers

gelegt und auf die Drehungsaxe normal ist, welche letztere

wir uns in O normal auf der Figur stehend denken ; so wird,

wenn OC eine vertikale und OH eine in dieser Ebene horizontale

Linie ist, die Axe im Punkte O die eben angegebenen Kräfte
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auszuhalten haben. Setzt man nämlich den Winkel COI~cp,
den Abstand OI==f, die Masse des Körpers =M9

- sein Mo-
ment der Trägheit in Bezug auf die Drehungsaxe — ÜO2

, ist

ferner seine Winkelgeschwindigkeit in diesem Zustande =z£l,

mag diese nach Vergrösserung oder Verkleinerung des Winkels

6Y0/ streben ; so hat die Axe O die zwei Kräfte auszuhalten:

,. . ... „„ ™ Mf*s\n<p* , MSI*fcos <p-

die eine längs OC~ M ^ - + £—-£•

, ' , ... ^„ ' Mf2 sin q> cos cp . M£l*fsm'q>
und die andere längs 0// =— p 1- ——5 —

.

Durch die erste Kraft wird sie demnach abwärts angetrieben

und es hat eine Unterlage dieselbe auszuhalten, in Folge der

andern Kraft aber wird die Axe das Bestreben erlangen, nach

der Seite hin, auf welcher sich der Mittelpunkt der Trägheit

befindet, horizontal über der Unterlage fortzuschreiten, welche

Wirkung man angemessen mittelst eines Riegels aufhebt. Wenn
der Mittelpunkt der Trägheit auf die entgegengesetzte Seite

fällt, nimmt diese horizontale Kraft ebenfalls die entgegenge-

setzte Richtung an. Uebrigens, bestehen beide Kräfte aus zwei

Theilen, von denen der eine aus der Wirksamkeit der Schwere,

der andere aus der drehenden Bewegung entspringt. Zieht

man nun OL auf Ol normal, so werden diese Theile dermaas-

sen auf wenigere zurückgebracht, dass die Axe im Punkte O
durch folgende Kräfte angetrieben wird

:

längs OC durch die Kraft =M9

-OL - - - w—
und - Ol -

~W~*
Haben wir nicht fuydM = unäfuzdM~0, so hat die

Axe ausser diesen Kräften noch in den Punkten und A
(Figur 76.) die Theile der Kräfte in §. 563. auszuhaiten, welche

diese Integralformeln enthalten, weil man die übrigen von ihnen

freien Theile auf einen einzigen Punkt reduciren konnte.

A u fg a b e 50.

§. 567. (Figur 77.) Ist die Axe OA, um welche ein star-

rer schwerer Körper beweglich ist, nicht horizontal; so soll

man die drehende Bewegung, wie auch die Kräfte bestimmen,

welche die Axe auszuhalten hat.

18*
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Auflösung.
Man denke sich durch die Axe OA eine vertikale Ebene

gelegt, in welcher GC eine vertikale Linie ist und setze den

Winkel OGC=z f, alsdann ergibt das €omplement des letztern

oder 90°—•£ die Neigung der Axe OA gegen den Horizont.

Es befinde sich nun der Mittelpunkt der Trägheit des Körpers

I ausserhalb der vertikalen Ebene und man fälle von ihm auf

die Axe die Normale lG'=f, ferner errichte man aus G in der

vertikalen Ebene, ebenfalls normal auf die Axe, die Linie GK;
alsdann wird die Ebene IGK normal auf die vertikale Ebene.

Ferner setze man den Winkel IGK= cp 3 derselbe misst die

Ausweichung des Körpers von seiner natürlichen Lage, indem

nämlich die gerade Linie Gl sich in der Ebene IGK bewegen

wird. Man setze die Masse des Körpers oder sein Gewicht

=M und sein Moment der Trägheit in Bezug auf die Axe OA
= M.k?, welches man eben so erhält, als wenn diese Axe ho-

rizontal wäre, indem die Neigung sich nur auf die antreibende

Kraft bezieht. Die Wirkung der Schwere kommt aber darauf

hinaus, dass der Körper im Punkte I nach der vertikalen Rich-

tung IV durch eine Kraft =M angetrieben wird und um diese

zu zerlegen, ziehe man IMi%.GO und IN^iGK; alsdann wer-

den IM, /Fund IN in einer vertikalen Ebene liegen und der

Winkel MIV~ f sein. Hiernach entspringen aus der Kraft

IV— M die folgenden zwei Kräfte, die eine längs IM= #/cosf

und die andere längs IN=Ms\i\£. Da die erste der Axe pa-

rallel ist, so trägt sie durchaus nichts zur Bewegung bei, son-

dern wird ganz auf die Axe verwandt, wie wir oben gelehrt

haben. Für die Bewegung bleibt demnach allein die Kraft IN
= JK/sin£ übrig und da ihre Richtung parallel GK ist, so ent-

steht das Moment = Mfs\n£ sin op,

welches dahin strebt, den Winkel IGK zu vermindern. Ferner

werden zur Bestimmung der Bewegung die oben für eine hori-

zontale Axe gefundenen Formeln gelten, nurmuss man statt des Mo-
mentes der antreibenden Kraft, welches vorher =7J!//sin<p war, hier

Mfsint smy schreiben; oder man muss, insofern als #/ das Gewicht

des Körpers bezeichnet, statt desselben M sin £ setzen, insofern

es aber in das Moment der Trägheit eintritt, muss es unver-

ändert bleiben. Die Bewegung wird daher der eines einfachen

M.Ii1 k2
Pendels, dessen Länge= ~Wlhr~~r = ~f~

T
~t IS *' nm e *ne nor*"

zontale Axe ähnlich sein , wodurch die Bewegung vollkommen
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bestimmt wird. Was aber die Kräfte anbetrifft, welche die Axe
inzwischen in den beliebig gegebenen Punkten O und A aus-

zuhalten hat, so wird zuerst, in Folge der Kraft IMz=z 31 co&£,

die Axe längs ihrer Richtung AO durch eine eben so grosse

Kraft angetrieben, ausserdem aber in den beiden Punkten O
VI

und A durch eine Kraft = yr-j . 31cos £ nämlich in A nach der

Gl parallelen Richtung, in O aber nach der entgegengesetzten.

(§.372.) Ferner wird die Axe, ausser durch diese Kräfte, in

den Punkten O und A durch dieselben Kräfte angetrieben,

welche wir in der vorhergehenden Aufgabe bestimmt haben,

indem man nur diess beobachtet, dass ü/siu£ statt 31 und

/sin g sin^ statt fsmcp. gesetzt werden muss. Ist nämlich in

der Figur 76. OA unsere geneigte Axe und bleibt alles übrige

wie in der vorhergehenden Aufgabe, so hat die Axe ausser

den, aus der Kraft 131—M cos £ entspringenden Kräften noch

überdem die folgenden auszuhalten. Erstens im Punkte O,

nach der Richtung OB die Kraft

üfc sing Mcf*sm<p*8mS fsinysmtfazdM Meßl*coB(p

a ~~ a.k*
~~

aJc*
+

'lag

S&fuydM

und nach der Richtung OC die Kraft

J/c/2 sing sin y cos y fsm£sm<pfuydM Mcßl*sm<p~
a~J*

-+
ajp + 2ag

S&fuzdM .

+ 2ag *

zweitens im Punkte A 9 nach der Richtung AE die Kraft'

31csm ^ Mbf* sing sin ya /sing sin cpfuzdM

a aJP + a.k*

MbfSl* cos q> __ S&fuydM+ lag ' Vag
und nach der Richtung AF die Kraft

Mbf*sm gsin q> cos <p __ fsinfaiDyfiiydM Mb'fS&shup ^Jl^fmdM
*~

al? a.k*
+

"lag lag

nach §. 563., indem OA= a, OG=b, AG=:'c und die Win-

kelgeschwindigkeit = Sl ist und die Integrale so genommen

werden, wie wir dort festgesetzt haben.

Zusatz I.

§. 568. Da die Länge des einfachen isochronen Pendels

z=z^-r-z ist, so wird der Körper seine wSchwingungen um die
/sing f
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geneigte Axe langsamer ausführen, als wenn dieselbe horizon-

tal wäre und wenn die Schwingungen sehr klein sind, wird die

Dauer einer einzelnen =ny gTr-^-p Secunden (§.540.).

Zusatz 2.

§. 569. (Figur 77.) Ist die Axe geneigt, so hat sie auch

längs ihrer Richtung AO eine Kraft =Mcos£ aufzuhalten,

alle übrigen Kräfte sind auf die Axe normal und können auf

zwei gegebene Punkte ö und A zurückgeführt werden.

Zusatz 3.

§. 570. Wird der Körper durch die Ebene IGK in zwei

gleiche und ähnliche Theile zerschnitten, so verschwinden die

Werthe der Integrale JuydM und fiizdM und es lassen sich

alle Kräfte, die aus der Kraft IM entspringenden ausgenommen,

auf einen einzigen Punkt G zurückführen, wie oben.

Anmerkung.
§. 571. Diess hielten wir für angemessen über die dre-

hende Bewegung starrer Körper um eine feste Axe vorzutragen,

wobei übrigens die Bestimmung der Bewegung selbst darauf

zurückgeführt ist, dass sie nicht mehr Schwierigkeit hat, als

die Bewegung eines kleinen Körpers um eine feste Axe, wenn

nur das Moment der Trägheit erforscht worden ist. Die Kräfte

aber, welche die Drehtingsaxe während der Bewegung auszu-

halten hat, erfordern meistenteils eine lästigere Rechnung,

weil aus der Figur des Körpers die Werthe der zwei Integrale

fxydM und JxzdM hergeleitet werden müssen. Diese Erfor-

schung ist aber von der grössten Wichtigkeit, wenn wir zur

Bewegung starrer Körper um nicht feste Axe fortschreiten wol-

len; wobei es zwar angemessen ist, diejenigen Fälle aufmerk-

samer zu entwickeln, in denen die Axe von freien Stücken

unbeweglich bleibt, wenn sie auch von aussen her nicht fest-

gehalten wird. Liegt demnach ein beliebiger starrer Körper

vor, so hat man- zu uniersuchen, ob es in demselben derartige

Axen gibt, um welche der Körper eine drehende Bewegung
annehmen kann, ohne dass sie dadurch Kräfte auszuhalten haben.

Ferner muss
L
man darauf sehen, welche Kräfte den um eine

solche Axe sich bewegenden Körper antreiben müssen , damit

auch hieraus keine, nach Fortbewegung der Axe strebenden,

Kräfte entspringen.
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K a p i t e 1 VIII.

Von der freien Drehnnsaxe und der Bewegung starrer

Körper um solche Axen.

Erklärung 11.

§. 572. Eine freie Dreh im gs axe ist in einem beliebi-

gen starren Körper eine solche Axe, welche, während der Kör-

per sich um sie dreht, keine Kräfte in Folge dieser Bewegung
auszuhalten hat.

Zusatz 1,

§. 573. Wenn daher ein Körper angefangen hat, sich um
eine freie Axe zu drehen, so wird diese von selbst in Ruhe
bleiben und es wird nicht nöthig sein, dass sie von aussen her

in ihrer Lage festgehalten werde. Dies ist aber nur so zu ver-

stehen, wenn der Körper durch keine Kräfte angetrieben wird.

Zusatz 2.

§. 574. Ein keinen Kräften unterworfener Körper wird dem-

nach, wenn er um eine solche freie Axe eine beliebige drehende

Bewegung angenommen hat, mit dieser Bewegung beständig

fortfahren sich gleichförmig zu drehen, eben so als ob die Axe

fest wäre.
Anmerkung.

§. 575. Hier haben wir daher einen anderen Fall der freien

Bewegung, welche starre Körper betrifft und deren Erklärung

deutlich ist. Der erste Fall war nämlich der, wo, wie wir ge-

sehen haben, ein solcher Körper mit fortschreitender Bewegung

frei fortgetragen wird, gingen aber die antreibenden Kräfte durch

seinen Mittelpunkt der Trägheit, so haben wir die Störung der
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Bewegung schon bestimmt. Zweitens habe ich gezeigt, dass

ein Körper, welchem eine drehende Bewegung um eine feste

Axe beigebracht war, dieselbe Bewegung stets beibehalten wird,

während jene Axe festgehalten wird. Nun ist es einleuchtend,

dass, wenn diese Axe so beschaffen ist, dass die von ihr aus-

zuhakenden Kräfte sich wechselseitig aufheben, dieselbe von

selbst unbewegt bleiben und der Körper die drehende Bewe-

gung beständig fortsetzen wird; diess ist daher der Fall einer

freien Bewegung. Hierbei ist es nun nicht zweifelhaft, dass

es auch Kräfte geben werde, welche, während sie die drehende

Bewegung beschleunigen oder verzögern, auf die Axe nicht

einwirken, so dass diese noch in Ruhe verharren wird; hiervon

werden- wir später handeln. Vor allem müssen wir aber noth-

wendiger Weise untersuchen, ob es in einem jeden Körper

solche freie Drehungsaxen gibt und auf welche Weise dieselben

aufzufinden sind. Hierbei wird dasjenige den höchsten Nutzen

bringen, was wir oben über die drei Hauptaxen eines jeden

Körpers gelehrt haben, indem wir finden werden, dass diese

zugleich freie Drehungsaxen sind.

Aufgabe 51.

§. 576. Man soll die Bedingungen der freien Axen bestim-

men, welche gar keine Kräfte auszuhalten haben, während Kör-

per, die durch keine Kräfte angetrieben werden , sich um sie

drehen.
Auflösung.

(Figur 33.) Diese Aufgabe wird nach §. 338. leicht gelöst.

Dreht sich nämlich ein Körper um eine beliebige Axe OA mit

derWinkelgeschwindigkeit= yund nimmt man für ein beliebiges, in

Z gelegenes Element dM die rechtwinkligen Coordinaten OX—x,
XY=y und ¥Z=:z an, wovon x auf der Drehungsaxe
selbst angenommen wird; so haben wir gesehen, dass im all-

gemeinen in Folge dieser Bewegung die Axe zwei Kräfte Ee
und Ff auszuhalten hat und zwar ist

die Kraft Ee=z %-fydM und die Kraft Ff=£~fzdM.

Dieselben sind ferner in den Punkten E und /^angebracht, so
dass wir haben

nv fxydM fxzdM

Damit nun diese Drehungsaxe eine freie sei, müssen zu-

erst die beiden Kräfte Ee und Ff, jede für sich, verschwinden
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und es muss daher so wohl fydM=zO als auch fzdM~0 sein;

es muss also die Axe OA durch des Körpers Mittelpunkt der

Trägheit / gehen, weil, wenn man die Masse des Körpers

~ltf setzt

fyÜM=M.Gk •uniJxdM-JU.kt
'"

ist. Die erste Bedingung freier Drehungsaxen ist demnach,

dass sie durch den Mittelpunkt der Trägheit / des Körpers

gehen; allein wenn auch diese zwei Kräfte verschwinden, wer-

den doch, weil die Abstände OE und OF unendlich gross

werden, ihre Momente zur Drehung der Axe um den Punkt Ö

sich gleich k-JxydM und = 4—fxzdM ergehen und wenn diese

nicht ebenfalls verschwinden, wird auch die Axe nicht von

freien Stücken in Ruhe verharren. Damit daher die Drehungs-

axe OA eine freie sei, ist es nicht hinreichend, dass dieselbe

durch den Mittelpunkt der Trägheit /des Körpers geht, son-

dern sie muss auch die Eigenschaft haben, dass für sie

so wohl fxydM=0, als auch fxzd31—0
werde. Da diess nun die oben erwiesene Eigenschaft der Haupt-

axen ist, in Bezug auf welche die Momente der Trägheit ihre

grössten oder kleinsten Werthe haben, so werden offenbar die

Hauptaxen eines jeden Körpers, welche zu finden wir eben ge-

lehrt haben, zugleich freie Drehungsaxen sein.

Zusatz 1,

§. 577. In jedem freien Körper gibt es demnach gewiss

drei freie Drehungsaxen, die nämlich seine Hauptaxen sind,

um welche er sich so frei drehen kann, dass die Axen von

freien Stücken in Ruhe verharren.

Zusatz 2,

§. 578. Sind die drei Hauptmomente einander ungleich, so

gibt es nur drei freie Drehungsaxen, und es kann sich der

Körper um keine andere Axe, wenn sie auch durch den Mit-

telpunkt der Trägheit geht, drehen, ohne dass es äusserer

Kräfte zur Festhaltung der Axe bedarf.

Zusatz 3.

§. 579. Ist aber das mittlere Moment dem grössten oder

kleinsten gleich, so werden zwei Hauptaxen nicht bestimmt,

sondern es werden alle auf die dritte normalen die gleiche Ei-

genschaft haben und daher auch freie Drehungsaxen sein.



282 Kapitel VllL Von der freien Drehungsaxe

Zusatz 4.

§. 580. Sind aber alle drei Hauptmomente einander gleich,

wie in der Kugel und im Würfel, so werden durchaus alle durch

den Mittelpunkt der Trägheit gehenden geraden Linien die Ei-

genschaft der Hauptaxen haben und der Körper sich frei um
sie drehen können.

Anmerkung,

§. 581. Das, was wir oben in Betreff der Hauptaxen aller

Körper gelehrt haben, hat nicht nur bei der Auffindung des

Momentes der Trägheit den grössten Nutzen , sondern macht

auch bei der gegenwärtigen Untersuchung die ganze Arbeit aus;

da in jedem Körper die Hauptaxen und diese allein freie Die*

hungsaxen sind, um welche sich ein Körper so drehen kann,

dass es keiner äussern Kraft bedarf, um dieselben in Ruhe zu

erhalten. So wie daher in jedem starren Körper der Mittei-

punkt der Trägheit ein höchst merkwürdiger Punkt ist, dessen

Verhältniss sich durch die ganze Mechanik sehr weit erstreckt,

ebenso sind die Hauptaxen, welche zugleich freie Drehungs-

axen sind, in jedem Körper nicht weniger .bemerkenswert!],

weil sich auf sie die ganze Lehre von der freien Bewegung der

Körper stützt Unter den mechanischen Eigenschaften der Kör.

per nehmen daher diese Hauptaxen nach dem Mittelpunkte der

Trägheit den Hauptplatz ein, und man wird bei jedem Körper,

dessen Bewegung man zu prüfen unternimmt, sich vorzüglich

darauflegen müssen, dass man seineHauptaxen erforsche. Es gibt

nämlich eine dreifache Kenntniss der Körper, erstens die geo-

metrische, bei welcher ihre Ausdehnung gemessen wird; zwei-

die mechanische, bei welcher man ihre Masse oder Trägheit

betrachtet und drittens die physische, bei weicher die übrigen

Eigenschaften erwogen werden. Man muss daher annehmen,

dass die mechanische Kenntniss vorzüglich im Mittelpunkte

der Trägheit und in den Hauptaxen enthalten sei.

Aufgabe 52.

§. 582. Wahrend ein Körper sich um eine freie Drehungs-

axe bewegt, soll man bestimmen, durch weiche Kräfte derselbe

angetrieben werden muss, damit aus ihnen keine Wirkung auf

die Axe entspringe und diese auch jetzt von freien Stücken in

Ruhe verharre.
Auflösung.

Welche drehende Bewegung auch ein Körper um die Haupt-
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oder freie Axe angenommen haben mag, so haben wir eben gese-

hen, dass er diese Bewegung immer beibehalten und die Axe von

freien Stücken in Ruhe verharren wird, da die aus der ßewe*

gung entspringenden Kräfte sich wechselseitig vollständig auf-

heben. Jetzt wollen wir daher sehen, wie die antreibenden

Kräfte beschaffen sein müssen, damit die Axe keine Einwirkung

von ihnen erleide; diess wird man nach Aufgabe 17. (§• 385.)

leicht durchschauen können. Zuerst werden aber offenbar die

schief wirkenden Kräfte ausgeschlossen, aus denen nämlich

durch Zerlegung der Axe parallele Kräfte entspringen, welche

durch die elementaren Kräfte nicht aufgehoben werden können.

Es bleiben demnach die Kräfte übrig, deren Richtungen in Ebe-

nen liegen, welche auf der Axe normal stehen. Wir haben

aber gezeigt, dass derartige Kräfte so auf die Axe einwirken,

dass diese zuerst dieselben Kräfte, jede in ihrer Ebene auf die

Axe übertragen, auszuhaken hat; ferner aber ausserdem die

den elementaren entgegengesetzten, gleichfalls auf die Axe
übertragenen Kräfte. Da aber wegen der Eigenschaft der

Hauptaxen

fxydM=zQ } fxzdM=zO, f(a-~x)ydM^0 und f(a—x)zdM=0
ist, so verschwinden die aus den elementaren entspringenden

Kräfte, welche in der Aufgabe 17. an den Punkten O und A
angebracht waren; es wird daher die Axe nur die antreibenden

und auf die Axe übertragenen Kräfte auszuhalten haben. Die

antreibenden Kräfte müssen daher so beschaffen sein, dass,

wenn sie einzeln in Ebenen, die auf der Axe normal stehen,

an dieser nach ihren Richtungen angebracht werden, sie sich

wechselseitig aufheben. Je zwei beliebige und entgegengesetzte

Kräfte, welche in derselben auf die Axe normalen Ebene an-

gebracht sind, werden daher bewirken, dass die Axe von ihnen

gar keine Einwirkung erleidet. (Figur 78.) Ist nämlich 1A
eine freie Drehungsaxe und denkt man sich im beliebigen

Punkte L eine auf sie normale Ebene, in welcher die zwei

gleichen und entgegengesetzten Kräfte Nn und Mm wirken;

so wird durch sie, in so fern sie in verschiedenen Abständen
von der Axe angebracht sind, die drehende Bewegung zwar
verändert werden, allein die Axe wird nichts desto weniger

von freien Stücken in Ruhe verharren. Wieviel derartige Paare
von je zwei Kräften daher auch am Körper angebracht sein

mögen, so wird die Axe von ihnen auf keine Weise eine Ein-

wirkung erleiden.
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Zusatz I.

§. 583. Ist demnach eine beliebige Kraft Nn gegeben,

deren Richtung in einer auf die Axe normalen Ebene liegt und

schneidet die letztere jene Axe im Punkte L, so wird, wenn
man ausserdem in diesem Punkte eine gleiche und entgegen-

gesetzte Kraft LI anbringt, die Axe durch diese zwei Kräfte

gar keine Einwirkung erleiden.

Zusatz 2.

584. Wird daher ein Körper durch zwei derartige Kräfte

Nn und LI angetrieben, so bleibt die iVxe unbewegt und es

wird nur die drehende Bewegung durch die Momente derselben

gestört werden. Da aber die Kraft LI gar kein Moment hat,

so wird die Aenderung der Bewegung durch das Moment der

Kraft Nn allein bestimmt werden müssen.

Zusatz 3.

§. 585. Ist nun die Winkelgeschwindigkeit =•&, das Mo-
ment der Kraft Nn = Vf und das Moment der Trägheit des

Körpers in Bezug auf die Axe 1A = JU;k*; so wird (§.425.)

wo das doppelte Zeichen entweder eine Beschleunigung oder

eine Verzögerung anzeigt.

Anmerkung.

§. 586. Wenn daher ein starrer Körper sich um eine be-

liebige seiner Hauptaxen dreht und zugleich durch beliebige

Kräfte dieser Art angetrieben wird, welche einzeln ihnen gleiche

und entgegengesetzte, an der Axe angebrachte, Kräfte gleich-

sam als ihre Begleiter haben; so sind wir im Stande, die Fort-

setzung der Bewegung anzugeben, weil die Axe von freien

Stöcken in Ruhe bleibt und die Bewegung eben so verändert

wird, als wenn die Axe festgehalten würde, welchen Fall wir

oben schon entwickelt haben. Diese Bestimmung ist aber an dieses

Verhältniss der antreibenden Kräfte gebunden und es ist noch kei-

nesweges klar, was für eine Wirkung andere Kräfte hervorbringen

werden. Diess sieht man zwar wenigstens ein, dass die Axe
nicht in Ruhe bleiben wird, ob sie aber eine einfache fort-

schreitende Bewegung annehmen oder sich neigend fortschrei-

ten wird, ist noch nicht zu ersehen. Inzwischen geht der Fall,

in welchem der Axe eine fortschreitende Bewegung beigebracht
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wird, so einfach aus diesem, wo sie in Ruhe verharret, hervor,

dass wir seine Entwicklung zu unternehmen im Stande sind.

Man hat nämlich zu bemerken, dass, wenn mit einer beliebigen

Bewegung eine fortschreitende gleichförmige und geradlinige

verbunden wird, die Wirksamkeit der Kräfte durchaus keine

Störung erleidet; dieses Princip wollen wir nun unserm gegen-

wärtigen Vorhaben anpassen.

Lehrsatz 4.

§. 587. Die drehende Bewegung, welche ein starrer Kör-

per um eine ruhende Axe ausführt, wird er um dieselbe auch

fortsetzen können, wenn sie gleichförmig in gerader Linie fort-

schreitet; wird nur der Körper durch dieselben Kräfte angetrieben.

Beweis.

Während die Axe ruhet und der Körper sich auf beliebige

Weise um sie drehet, zerlege man die Bewegungen der ein-

zelnen Elemente längs je dreier Axen, denen man die Coordi-

naten x, y und z parallel setzt; alsdann werden, wenn man
das Zeitelement = dt set7A, diese Seitengeschwindigkeiten

dx du .dz . „ , ,. ddx ddy . ddz .. _ T7 .

Tt' dt
und

dt
sein

'
felner stellen

-dt'-dt
md

~dt
d,eW,r'

kungen der den Körper antreibenden Kräfte dar, so weit die

einzelnen Elemente von ihnen afficirt werden. Setzen wir nun

voraus, dass dem Körper ausserdem eine fortschreitende Be-

wegung zugetheilt werde, vermöge welcher die Axe, mit ihr

selbst paralleler Bewegung, gleichförmig und geradlinig mit

einer Geschwindigkeit = c und längs der Richtung, welcher

parallel man die Coordinaten x annimmt, fortschreite. Es wer-

den alsdann die Geschwindigkeiten der einzelnen Elemente

. dx dxi . dz
c + 7lt' dt

imd
dt

sein, deren Differentiale von den vorhergehenden nicht abwei-

chen. Die drehende Bewegung um eine gleichförmig und ge-

radlinig fortschreitende Axe wird sich daher eben so verhalten,

als ob diese sich in Ruhe befände; die etwa vorhandenen

Kräfte werden die drehende Bewegung auf gleiche Weise stören,

mag die Axe ruhen oder gleichförmig in gerader Linie fort-

schreiten.
Zusatz 1.

§. 588. Wird daher einem Körper, während er sich um
eine Hauptaxe dreht, eine fortschreitende Bewegung zugetheilt



286 Kapitel VIIL Von der freien Drehtengsaxe

und wird er durch keine Kräfte angetrieben, so wird er beide

Bewegungen gleichförmig fortsetzen.

Zusatz 2.

§. 589. Wird inzwischen der Körper durch derartige Kräfte

angetrieben, welche die drehende Bewegung allein verändern,

auf die Axe aber nicht einwirken, so wird auch die drehende

Bewegung eine Veränderung erleiden, die fortschreitende wird

aber gleichförmig und geradlinig bleiben.

Zusatz 3.

§. 590. Wird aber der Körper inzwischen durch eine Kraft

angetrieben, deren Richtung durch den Mittelpunkt der Träg-

heit geht, so wirkt dieselbe nur auf die fortschreitende Bewe-

gung ein. Da nämlich aus dieser Kraft weder irgend ein Mo-

ment in Bezug auf die Drehungsaxe entspringt, noch die Axe
aus der ihr selbst parallelen Lage gebracht wird, so erleidet

die drehende Bewegung keine Veränderung.

Anmerkung.

§. 591.. Die Wahrheit dieses Lehrsatzes wird auch durch

dasjenige, was wir oben über die absolute und respective Bewe-

gung aus einander gesetzt haben, wenn der Körper, auf wel-

chen man die Bewegung bezieht, sich gleichförmig in gerader

Linie bewegt, genügend bestätigt. Da nämlich ein Körper,

welcher eine drehende Bewegung um eine gewisse Hauptaxe

angenommen hat, diese Bewegung beständig so beibehält, dass

die Axe von freien Stücken in Ruhe bleibt; so muss notwen-
dig dasselbe eintreten, wenn der Körper sich in einem gleich-

förmig und geradlinig fortgeführten Räume befindet und in Be-

zug auf diesen seine Axe ruhet. Alsdann kommt nämlich die

Sache auf dasselbe hinaus, als ob der Körper absolut gleich-

förmig in gerader Linie Fortschritte und sich zugleich um die

Hauptaxe, welche beständig eine ihr selbst parallele Lage bei-

behielte, gleichförmig drehete. Hiernach kann die Sache so auf-

gefasst werden, als ob in dem Körper eine doppelte Bewegung
stattfände, eine drehende, bei welcher der Körper sich um
eine gewisse Hauptaxe dreht, die andere aber eine fortschrei-

tende, durch welche die Axe mit dem Körper so fortgeführt

wird, dass sie beständig eine ihr selbst parallele Lage beibe-

hält. Man ersieht ferner auch hieraus, dass durch die oben

bestimmten Kräfte die drehende Bewegung eben so beschleu
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nigt oder verzögert werden muss, als ob die Axe sich in Ruhe
befände und dass zugleich die Kräfte, welche, wie wir oben

gezeigt haben, nur auf die fortschreitende Bewegung einwirken,

gar nichts in der drehenden Bewegung verändern, so dass man
jede von beiden Bewegungen für sich, als ob sie aHein da

wäre, betrachten kann. Dieses also, worin der so ausgezeich-

nete Fall der freien Bewegung starrer Körper enthalten ist,

verdient durchaus eine sorgfältigere Entwicklung.

Erklärung 10.

§. 592. Eine aus fortschreitender und drehender
gemischte Bewegung ist eine solche, bei welcher ein Kör-

per sich theils um eine Haupt- oder freie Axe dreht, theils

aber ausserdem sich so bewegt, dass seine Axe immer eine

ihr selbst parallele Lage beibehält.

Zusatz 1.

§. 593. Um eine solche gemischte Bewegung zu erkennen,

muss man zu jeder beliebigen Zeit

1) die Winkelgeschwindigkeit um die Drehungsaxe,

2) die Geschwindigkeit, mit welcher die Axe bei der fort-

schreitenden Bewegung fortrückt und

3) die Richtung dieser fortschreitenden Bewegung, wie sie

gegen die Drehungsaxe geneigt ist

,

kennen.
Zusatz 2.

§. 594. Die Winkelgeschwindigkeit wird ferner auf dieselbe

Weise abgeschätzt, als ob die Axe sich in Ruhe befände; die

Geschwindigkeit aber und Richtung der fortschreitenden ße^
wegung muss nach der Bewegung der Drehungsaxe oder nach

der Bewegung des Mittelpunktes der Trägheit beurtheilt werden.

Erläuterung.

§. 595. Diese Idee der gemischten Bewegung ist aus den

beiden Ideen der fortschreitenden und der drehenden Bewegung
zusammengesetzt, wesshalb keine von beiden in ihr rein und
vollständig enthalten ist. Da wir nämlich die fortschreitende

Bewegung so erklärt haben, dass alle geraden Linien, welche

man sich im Körper denken kann, sich beständig parallel blei-,

ben, so gilt diese Eigenschaft in der gemischten Bewegung
durchaus nicht, sondern ist nur auf die Drehungsaxe beschränkt;

indessen ist es doch einleuchtend, dass, wenn die drehende

Bewegung aufgehoben würde oder verschwände, die fortschrei^
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tende vollständig übrig bleiben würde. Auf ähnliche Weise
war die oben gegebene Erklärung der drehenden Bewegung an

eine feste oder ruhende Axe gebunden, wird aber jetzt auf

eine sich bewegende ausgedehnt, welche Uebertragung durch

die Idee des sich bewegenden Raumes verstärkt wird; wenn

nur, wie wir hier angenommen haben, die Axe sich immer pa-

rallel bleibt. Es ist fernerauch klar, dass, wenn die fortschrei-

tende Bewegung aufgehoben würde oder verschwände, die dre-

hende vollständig, wie wir sie oben beschrieben haben, übrig

bleiben würde. Man wird daher um so weniger bezweifeln

dürfen, dass eine solche Bewegung ganz richtig eine aus der

fortschreitenden und. drehenden gemischte genannt wird, weil,

wenn eine von beiden aufgehoben wird, die andere ihren Na-

men mit Recht für sich in Anspruch nimmt.

Anmerkung.

§. 596. In Betreff einer solchen gemischten Bewegung

kommen mannigfaltige Fragen in Betracht, deren erste ist, auf

welche Weise sich eine solche Bewegung, wenn keine Kräfte

hinzutreten, verhalten wird; hier haben wir schon gesehen, dass

beide gleichförmig fortgesetzt werden. Wenn ferner Kräfte

hinzutreten, so darf man die Aufgabe durchaus nicht im allge-

meinen behandeln, dass man nämlich die aus beliebigen Kräften

hervorgehende Aenderung beider Bewegungen bestimmen wolle,

sondern man muss sie auf bestimmte Arten von Kräften be-

schränken. Da es nämlich gewisse Kräfte gibt, welche beide

Bewegungen, jede für sich, so stören, dass die Art der Be*

wegung nicht verändert wird, so erlangen wir durch die Ver-

bindung derselben diejenigen Kräfte, deren Wirkung wir in ge-

mischten Bewegungen dieser Art werden bestimmen können.

In Betreff der übrigen verbundenen Kräfte wird man aber nichts

anderes behaupten können, als dass die Drehungsaxe die ihr

selbst parallele Lage nicht beständig beibehalten werde. So

lange nämlich die Axe sich parallel bleibt, ist die Bewegung

immer aus einer fortschreitenden und drehenden gemischt und

muss zu der Art, welche wir hier behandeln, gezählt werden;

hierin erblickt man ein vorzügliches Kennzeichen dieser Be-

wegung.

Lehrsatz 5.

§. 597. Ist einem starren Körper eine aus fortschreitender

und drehender gemischte Bewegung beigebracht worden, und
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wird derselbe ferner durch keine Kräfte angetrieben ; so wird

er beide Bewegungen gleichförmig fortsetzen und es wird die

fortschreitende Bewegung eine geradlinige sein.

B e w eis.

Die Wahrheit dieses Lehrsatzes ersieht man deutlich nach

dem Vorhergehenden, da jede von beiden Bewegungen für sich

durch die Kraft der Trägheit fortdauert, und die Fortsetzung

der einen der Fortsetzung der andern nicht hinderlich ist; in-

dem, wenn wir dem Räume eine der fortschreitenden gleiche

und entgegengesetzte Bewegung beigelegt dächten, die fort-

schreitende selbst aufgehoben werden und die drehende Be-

wegung gleichförmig bleiben würde, nach dem, was wir oben

bewiesen haben. Es ist aber, was man wohl zu bemerken hat,

nothwendig, dass die Drehungsaxe durch den Mittelpunkt der

Trägheit des Körpers gehe und zugleich eine seiner Hauptaxeu

sei. Ist nämlich die Axe nicht so beschaffen, so wird die dre-

hende Bewegung bald in eine andere Art übergehen, worüber

sich hier noch nichts bestimmen lässt.

Zusatz 1.

§. 598. Bei dieser gemischten Bewegung, welche der Kör-

per vermöge der Kraft der Trägheit verfolgt, wird nicht nur

der Mittelpunkt der Trägheit gleichförmig in gerader Linie fort-

schreiten, sondern auch die Drehungsaxe beständig dieselbe

Lage beibehalten und der Körper indessen fortfahren, sich

gleichförmig um sie zu drehen.

Zusatz 2.

§. 599. Eine solche Bewegung ist demnach bekannt, wenn

man zuerst die Richtung und Geschwindigkeit des Mittelpunktes

der Trägheit, zweitens die Winkelgeschwindigkeit und ihren

Sinn, endlich drittens die Lage der Drehungsaxe kennt,

Zusatz 3.

§. 600. Weil es in jedem Körper drei Hauptaxen gibt, in

manchen aber selbst unendlich viele, welche zugleich freie

Drehungsaxe« sind, so sind alle Körper fähig, eine solche

Bewegung anzunehmen und zwar auf unendlich vielfache Weise.

Anmerkung.

§. 601. (Figur 79.) Um eine derartige Bewegung durch

Rechnung zu entwickeln, sei AB die gerade Linie, auf welcher

19
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der Mittelpunkt der Trägheit / gleichförmig fortschreitet, seine

Geschwindigkeit sei = c. Inzwischen drehe sich aber der Kör-

per um die Hauptaxe MIN , welche mit der geraden Linie AB
beständig denselben Winkel AIM bildet und zwar drehe er sich

mit der Winkelgeschwindigkeit = y. Wenn nun im Anfange

der Mittelpunkt der Trägheit sich in A befunden hat und nach

Verlauf der Zeit t nach / gelangt ist, so wird der mit fort-

schreitender Bewegung beschriebene Weg AI=ct und es wird

inzwischen der Körper vermöge der Winkelbewegung um die

Axe MN nothwendig einen Winkel == yt beschrieben haben.

Uebrigens wird der Zusammenhang des Körpers dieselben

Kräfte auszuhalten haben, als ob die fortschreitende Bewegung
nicht stattfände. Was endlich die Bewegung eines jeden be

liebigen Punktes des Körpers anbetrifft, so hat man dieselbe

zuerst so zu bestimmen, als wenn die fortschreitende Bewegung

nicht da wäre, hierauf aber mit derselben die fortschreitende

Geschwindigkeit, nach den oben gegebenen Vorschriften für

die Zerlegung der Bewegung, zu verbinden und wird so die

wahre Bewegung desselben Punktes erhalten^

Aufgabe 53.

§. 602. Wird ein starrer Körper durch eine, aus fortschrei-

tender und drehender gemischte, Bewegung fortgeführt, so soll

man die Kräfte bestimmen, durch deren Wirksamkeit die Dre-

hungsaxe verhindert wird, aus der ihr selbst parallelen Lage

zu weichen, die Bewegung also eine aus fortschreitender und

drehender gemischte bleibt.

Auflösung.

(Figur 80.) Zuerst ist es klar, dass alle Kräfte, deren

Richtungen durch den Mittelpunkt der Trägheit des Körpers

gehen, gar keine Wirkung auf die drehende Bewegung hervor-

bringen, sondern nur auf die fortschreitende Bewegung ver-

wandt worden, so dass durch sie die Ürehungsaxe nicht aus

ihrer Lage abgelenkt wird. Solche Kräfte betreffen daher die-

jenige Art, welche wir suchen; ferner sind aber auch diejenigen

Kräfte hierzu zu zählen, welche nur auf die drehende Bewe-

gung einwirken und, wie wir gesehen" haben, so beschaffen

sind, dass, wenn AB die ürehungsaxe ist und man sich auf

sie im beliebigen Punkte L eine normale Ebene denkt, je zwei

gleiche und entgegengesetzte Kräfte Nn und LI, welche in
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dieser Ebene angebracht sind, diese Wirkung hervorbringen,

endlich kann man sich die eine von diesen Kräften, LI an der

Axe selbst angebracht denken. Je zwei Kräften dieser Art

sind aber zwei ähnliche gleichgeltend, welche in der, normal

auf die Axe im Mittelpunkte der Trägheit / gedachten; Ebene

angebracht sind , nämlich Kk und 11, welche jenen gleich und

parallel sind, und wobei man den Abstand IK=z LN angenom-

men hat; die diesen entgegengesetzten Kräfte würden nämlich

mit jenen im Gleichgewichte stehen. Auf diese Weise darf

man statt je zwei beliebiger solcher Kräfte Nn und LI immer

je zwei ähnliche und gleiche substituiren, welche in der, durch

den Mittelpunkt der Trägheit 1 normal auf die Axe gelegten,

Ebene angebracht sind. Wenn wir daher je zwei beliebige

Kräfte dieser Art, Kk und li mit den beliebigen, im Mittel-

punkte der Trägheit angebrachten, Kräften verbinden; so wer-

den wir allgemein die Art von Kräften erhalten, durch welche

die gemischte Bewegung so verändert wird, dass die Drehungs-

axe sich selbst parallel bleibt. Unter den im Mittelpunkte der

Trägheit / angebrachten Kräften setzen wir nun Eine It] der

Kraft li gleich und entgegengesetzt, wodurch diese aufgehoben

wird, alsdann kann man die gesuchten Kräfte so beschreiben,

dass sie, ausser den im Mittelpunkte der Trägheit / ange-

brachten, beliebige Kräfte umfassen, deren Richtungen sich in

einer, durch den Mittelpunkt der Trägheit / normal auf die

Axe gelegten, Ebene beiinden und wieviel derartige Kräfte

auch am Mittelpunkte der Trägheit angebracht sein mögen, so

wird die gemischte Bewegung keine andere Veränderung erlei-

den, als wobei die Axe eine ihr selbst parallele Lage bei-

behält.

Zusatz 1.

§. 603. Hier darf man demnach nur solche Kräfte betrach-

ten, welche entweder im Mittelpunkte der Trägheit selbst an-

gebracht sind, oder deren Richtungen sich in einer, normal

auf die Axe durch den Mittelpunkt der Trägheit gelegten,

Ebene befinden.

Zusatz 2.

§. 604. Derartige Kräfte wirken daher entweder auf die

fortschreitende, oder die drehende Bewegung oder auf beide,

jedoch so, dass die Drehungsaxe beständig eine ihr parallele

Lage beibehält.

19 *
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Anmerkung.

§. 605. Diess sind also die Kräfte, auf welche unsere ge-

genwärtige Abhandlung sich beschränkt, und deren Wirkung

hinsichtlich der gemischten Bewegung des Körpers wir nach

den bis jetzt aufgestellten Principien bestimmen können. Hin-

sichtlich anderer beliebiger Kräfte aber, wenn man sie nicht

etwa als gleichgeltend auf solche reduciren kann, ist es gewiss,

dass durch sie die Drehungsaxe aus ihrer Lage gebracht und

die Bewegung in eine andere Art übergeführt werden wird,

welche wir auch jetzt nicht zu entwickeln vermögen. Was für

eine Art von Wirkung die angegebenen Kräfte hervorbringen,

werden wir in drei Aufgaben erforschen und zwar werden wir

in der ersten die Wirkung derjenigen Kräfte untersuchen, deren

Richtungen durch den Mittelpunkt der Trägheit des Körpers

gehen. In der zweiten werden wir eine andere Art von Kräf-

ten betrachten, deren Riehtungen in einer, im Mittelpunkte

der Trägheit auf die Axe normalen, Ebene liegen. In der drit-

ten endlich werden wir die Wirkung erforschen, welche aus

den zugleich antreibenden Kräften beider Arten entspringen.

Wir nehmen aber beständig an, es sei dem Körper im Anfange

eine derartige gemischte Bewegung beigebracht worden, dass

sie eine um die Hauptaxe des Körpers sich drehende werden wird.

Aufgabe 54.

§. 606. Einem starren Körper ist anfangs eine beliebige,

aus fortschreitender und um die Hauptaxe drehender zusam-

mengesetzte, Bewegung beigebracht worden und es wird der-

selbe hierauf durch beliebige Kräfte angetrieben, deren mittlere

Richtung beständig durch seinen Mittelpunkt der Trägheit geht;

man soll die Bewegung des Körpers bestimmen.

Auflösung.

Weil die mittlere Richtung der Kräfte beständig durch sei-

nen Mittelpunkt der Trägheit geht, wird die drehende Bewe-

gung gar keine Veränderung erleiden, sondern gleichförmig

fortgesetzt werden, als ob die Axe sich in Ruhe befände;

hiernach wird man zu jeder Zeit sehr leicht erkennen, ein wie

grosser Winkel, in Folge der drehenden Bewegung, bereits um
die Axe beschrieben worden ist. Die ganze Frage wird daher

auf die fortschreitende Bewegung reducirt, welche man aus der

Bewegung des Mittelpunktes der Trägheit vollständig erkennt;
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es wird nämlich der Körper so betrachtet, als ob seine ganze
Masse im Mittelpunkte der Trägheit vereinigt wäre und aus
den Kräften, welche ihn in jedem xAugenblick antreiben, wird
seine Bewegung auf dieselbe Weise bestimmt, wie wir die

freie Bewegung von Punkten, die durch beliebige Kräfte ange-
trieben werden, zu bestimmen gelehrt haben. Es würde dem-
nach überflüssig sein, diess weiter zu verfolgen. Da aber zu
jeder Zeit der Ort des Mittelpunktes der Trägheit bestimmt
ist, so wird auch die Lage der Drehungsaxe und die Grösse
des Winkels, um welchen der Körper sich bereits um sie ge-

dreht hat, bekannt werden.

Zusatz.

§. 607. Hier kann man beide Bewegungen so von einander

getrennt betrachten, als ob die andere gar nicht da wäre;
während die drehende Bewegung gleichförmig bleibt, wird die

fortschreitende eben so gestört, als ob die ganze im Mittel-

punkte der Trägheit vereinigte, Masse des Körpers durch die-

selben Kräfte angetrieben würde»

Aufgabe 55.

§. 608. Einem starren Körper ist im Anfange eine, aus

fortschreitender und um eine Hauptaxe drehender zusammen-

gesetzte, Bewegung beigebracht worden und es wird derselbe

durch Kräfte angetrieben, deren mittlere Richtung sich bestän-

dig in einer, normal auf die Axe durch den Mittelpunkt der

Trägheit gelegten, Ebene befindet; man soll die Bewegung
des Körpers bestimmen.

Auflösung.

(Figur 80.) Da die Axe sich selbst immer parallel bleibt,

so habe sie nach Verlauf der Zeit t die Lage Aß und wenn

man durch den Mittelpunkt der Trägheit / eine auf die Axe

normale Ebene legt, sei in dieser Kk die mittlere Richtung

der den Körper jetzt antreibenden Kräfte, es sei ferner die

jenen gleichgeltende Kraft Kk— V. Man denke sich in / die-

ser gleich und entgegengesetzt die Kraft II = V angebracht,

welche aber durch eine gleiche entgegengesetzte /*?:= V aufs

neue aufgehoben werde, so dass die drei Kräfte Kk, 11 und h\

den Körper antreiben. Nun wird aber durch die zwei Kräfte

Kk und //nur auf die drehende Bewegung eingewirkt, und es

wird die Aenderung der letztern folgenderraaassen bestimmt.
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Aus dem Mittelpunkte der Trägheit /fälle man auf die Rieh

hing der Kraft Kk ein Perpendikel, welches —/" sei , alsdann

wird das Moment dieser Kraft , .welches entweder auf Beschleu-

nigung oder Verzögerung einwirkt, = Vf\ ferner sei die Masse

des Körpers = M und sein Moment der Trägheit in Bezug

auf die Axe AB=M.k2
. Diess vorausgesetzt, sei die Winkel-

geschwindigkeit um" die Axe AB=z£l, welche ebenso abge-

schätzt wird, als ob die Axe sich in Ruhe befände, und es

wird alsdann

«w=±^g* (M*o,
woraus man für jede Zeit die Winkelgeschwindigkeit Sl abzu-

leiten hat. Ferner wirkt die Kraft Itj=zV m\x auf die fortschrei-

tende Bewegung und zwar auf keine andere Weise, als ob die

ganze Masse M des Körpers im Mittelpunkte der Trägheit /

vereinigt wäre, so dass man den Körper als einen Punkt /

ansehen kann, welcher jetzt durch die Kraft Irj==V angetrieben

wird. Diese Bestimmung ist im Vorhergehenden gehörig aus-

einander gesetzt, so dass es klar ist, wie man zu jeder Zeit

so wohl die fortschreitende, als auch die drehende Bewegung

anzugeben habe.

Zusatz 1.

§. 609. Wenn anfangs keine fortschreitende Bewegung

stattfand, so wird der Mittelpunkt der Trägheit in der auf die

Axe normalen Ebene sich zu bewegen anfangen, und da die

antreibenden Kräfte beständig in derselben Ebene wirken, wird

die ganze Bewegung des Mittelpunktes der Trägheit in dersel-

ben Ebene, auf welche die Drehungsaxe überall normal ist,

ausgeführt werden.

Zusatz 2.

§.610. Dasselbe geschieht, wenn die erste Richtung,

worin der Mittelpunkt der Trägheit sich bewegt, auf die Dre-

hungsaxe normal gewesen ist; er wird nämlich alsdann bestän-

dig in einer, auf die Drehungsaxe normalen, Ebene seine Be-

wegung fortsetzen. Etwas anderes geschieht aber, wenn die

erste Richtung der fortschreitenden Bewegung mit der Dre-

hungsaxe einen schiefen Winkel gebildet hat.

Zusatz 3.

§. 611. Die drehende Bewegung wird demnach durch das

Moment der antreibenden Kraft Kk> welches = Vf ist, die
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fortschreitende Bewegung durch diese Kraft Kk~ V selbst so

bestimmt, als ob dieselbe in ihrer Richtung am Mittelpunkte

der Trägheit angebracht wäre.

A u fg a b e 56.

§. 612. Einem starren Körper ist eine, aus fortschreiten-

der und um irgend eine Hauptaxe drehender gemischte, Bewe-
gung beigebracht worden und er wird hierauf angetrieben zum
Theil durch Kräfte , deren mittlere Richtung durch den Mittel-

punkt der Trägheit geht, zum Theil aber durch solche Kräfte,

deren mittlere Richtung sich in einer, durch den Mittelpunkt

der Trägheit normal auf die Axe gelegten, Ebene befindet;

man soll die Bewegung des Körpers bestimmen.

Auflösung.

Die Auflösung dieser Aufgabe folgt von selbst aus der vor-

hergehenden, wenn man nur ausserdem das Verhältniss der

Kräfte hat, deren mittlere Richtung durch den Mittelpunkt der

Trägheit geht und durch welche, wie wir gesehen haben, auf

die fortschreitende Bewegung allein eingewirkt wird. Um daher

die fortschreitende Bewegung zu bestimmen, denke man sich,

ausser den frühern am Mittelpunkte der Trägheit für sich an-

gebrachten Kräften , an demselben Punkte ausserdem alle spä-

tem einzelnen Kräfte nach ihren Richtungen angebracht.

Hierauf betrachte man , wenn es beliebt, die ganze Masse des

Körpers als in demselben Punkte vereinigt, damit man den

Fall eines Punktes oder unendlich kleinen Körperchens erhalte,

welches durch beliebige Kräfte angetrieben wird, ein Fall, den

wir nach den frühern Vorschriften behandeln können. Ferner

betrachte mau zur Bestimmung der drehenden Bewegung, indem

man alle durch den Mittelpunkt der Trägheit gehenden Kräfte

vernachlässigt, nur diejenigen allein, deren mittlere Richtung sich

in der, durch den Mittelpunkt der Trägheit normal auf die Axe

gelegten, Ebene befindet und schliesse aus den einzelnen oder

aus der allen gleichgeltenden Kraft auf ihr Moment in Bezug

auf die Drehungsaxe. Ist dasselbe = Vf, so leitet man daraus

die Aenderung der drehenden Bewegung wie oben ab, kennt

man aber jede von beiden Bewegungen für sich, so wird die

ganze Bewegung des Körpers von selbst bekannt.

Zusatz 1.

§. 613. Um die fortschreitende Bewegung zu bestimmen,
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hat man demnach alle Kräfte, durch welche der Körper ange-

trieben wird, einzeln in ihren Richtungen nach dem Mittelpunkte

der Trägheit zu übertragen und es wird durch sie die fort-

schreitende Bewegung ebenso bestimmt werden, al* ob keine

drehende vorhanden wäre.

Zusatz 2.

§. 614. Urn aber die drehende Bewegung zu bestimmen,

verbinde man die Momente aller antreibenden Kräfte in Bezug
auf die Drehungsaxe; hierdurch wird die drehende Bewegung
eben so bestimmt werden, als ob keine fortschreitende statt-

fände, oder als ob die Drehungsaxe festgehalten würde.

A n m e r k u n g.

§.615. Der erste Zusatz erstreckt sich sehr weit, wie wir un-

ten sehen werden, auf welche Weise auch immerhin die antreiben-

den Kräfte angebracht sein mögen ; hier genüge es aber, ihn wenig-

stens für solche Kräfte, wie wir sie in der Aufgabe angenommen,
zugelassen zu haben. Der zweite Zusatz findet nur statt, wenn
die mittlere Richtung der Kräfte, welche selbst nicht durch den

Mittelpunkt -der Trägheit gehen, in einer durch diesen Punkt

normal auf die Axe gelegten Ebene sich befindet, sonst würde

nämlich die Axe 'nicht die ihr parallele Lage beibehalten. Wir
sind demnach noch sehr weit von der allgemeinen Aufgabe

entfernt, nach welcher die Bewegung eines durch beliebige

Kräfte angetriebenen starren Körpers gesucht wird, und um
uns derselben beständig zu nähern, wollen wir den starren

Körper als ruhend betrachten und, während er durch beliebige

Kräfte angetrieben wird, die erste Erzeugung der Bewegung
erforschen. Obgleich wir nämlich sogleich an jene Aufgabe

gehen könnten, wird es doch besser sein, gleichsam schritt-

weise zu ihr aufzusteigen, damit wir auf diese Weise eine

deutlichere Kenntniss aller Elemente erlangen.
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Kapitel IX.

Von der ersten Erzeugung der Beivegung in starren Körpern.

Lehrsatz 6.

§. 616. Ist die Wirkung zweier, bei der Erzeugung der

Bewegung in Verbindung wirkenden, Kräfte bekannt und ist

die eine am Mittelpunkte der Trägheit angebracht, so kennt

man auch die Wirkung der andern für sich thätigen Kraft.

Beweis.

Die im Mittelpunkte der Trägheit angebrachte Kraft er-

zeugt im Körper eine reine fortschreitende Bewegung, durch

welche seine einzelnen Elemente nach der Richtung der Kraft

durch gleiche kleine Wege fortgeführt werden und es sind

diese, wenn die antreibende Kraft= V und die Masse des

Körpers =üf ist, im Zeittheilcheu dt

_ VgdP
"~ M '

Wenn nun der Körper ausser durch die Kraft V, welche im

Mittelpunkte der Trägheit angebracht ist, durch eine andere be-

liebige Kraft S angetrieben wird und die Wirkung dieser bei-

den zugleich thätigen Kräfte bekannt ist; so denke man sich

die Sache so, als ob der Körper ausserdem durch eine entge-

gengesetzte, V gleiche und im Mittelpunkte der Trägheit an-

gebrachte, Kraft angetrieben würde. Hierdurch wird die erstere

Wirkung so gestört werden, dass der ganze Körper mit fort-

schreitender Bewegung, nach der Richtung dieser Kraft, durch

Vgdt2
den kleinen Weg = —^— zurück geführt wird, und wenn man

diese Wirkung mit jener verbindet, so ergibt sich die Wirkung der
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den Körper antreibenden Kraft S allein; sie wird demnach be-

kannt werden.
Zusatz 1.

§. 617. Die Wirkung der Kraft S ist nämlich gleich der

Wirkung der zwei zugleich thätigen Kräfte V und $, wenn

man die Wirkung fortnimmt, weiche die Kraft V allein hervor-

bringen würde, dem gemäss, was wir oben über die Zerlegung

der Bewegung gelehrt haben.

Zusatz 2.

§. 618. Wenn daher durch die zwei zugleich antreibenden

Kräfte V und S dem Körper eine drehende Bewegung um ir-

gend eine Axe beigebracht wird, so wird ihm die Kraft S allein

eine, aus derselben drehenden und derjenigen fortschreitenden

Bewegung, welche eine V gleiche und entgegengesetzte Kraft

hervorbringen würde, gemischte Bewegung beibringen.

Anmerkung.

§. 619. Den Gesetzen einer richtigen Methode scheint der

Umstand entgegen zu stehen, dass wir aus der Wirkung

zweier zugleich thätigen Kräfte die Wirkung der einen zu er-

forschen versuchen. In der Aufgabe 18. (§. 390.) aber, wo wir

die Kräfte bestimmt haben, welche auf die Drehungsaxe keine

Einwirkung hervorbringen, haben wir gesehen, dass dieselben

sehr selten auf eine einzige, stets aber auf zwei reducirt wer-

den können, deren Wirkung auf den ruh enden Körper man

demnach anzugeben im Stande sein wird. Damit wir daher

die Wirkung Einer Kraft allein anzugeben vermögen, müssen

wir bewirken , dass die eine von jenen zwei Kräften durch den

Mittelpunkt der Trägheit des Körpers gehe und so wird uns

dieser Lehrsatz den vielfachsten Nutzen bringen. Es kommt

hinzu, dass auch beliebige den Körper antreibende Kräfte auf zwei

dieser Art zurückgeführt werden können, wie wir nun zeigen werden.

Lehrsatz 7.

§. 620. Wie viel Kräfte einen starren Körper auch antreiben,

und auf welche Weise sie immerhin angebracht sein mögen,

so kann man sie immer auf zwei zurückführen, deren eine durch

den Mittelpunkt der Trägheit des Körpers geht.

B e w e i s.

(Figur 8.1.) Es sei 1 der Mittelpunkt der Trägheit des

Körpers, und durch ihn nach Belieben irgend eine gerade Linie
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ID gezogen. Durch die Richtung einer beliebigen antreibenden

Kraft lege man eine auf die gerade Linie II) normale Ebene,

welche sie im Punkte R durchschneidet; liegt nun die Richtung

dieser Kraft nicht in dieser Ebene, so zerlege man sie in die

zwei Kräfte Ss und Scs , von denen jene in der auf ID nor-

malen Ebene, diese aber parallel II) ist. In dem bestimmten

festen Punkte D denke man sich eine auf ID normale Ebene

und indem man die gerade Linie ISE zieht, kann man statt

der Kraft Ss in den Punkten / und E die jener parallelen

Kräfte li und Ee substituiren, dergestalt dass

die Kraft Ii= Ss.-tjj und die Kraft Ee= Ss.jj^

sei. Auf ähnliche Weise substituire mm statt der Kraft $6 die

ihr gleichgeltenden und parallelen Kräfte

Irj—bö.-jjr und Es~bG 'Tn'

Eine solche Zerlegung stelle man bei allen, den Körper

antreibenden, Kräften an, und wird alsdann aus jeder einzelnen

je zwei Kräfte erhalten, welche im Mittelpunkte der Trägheit

/ angebracht sind, ferner aber auch je zwei Kräfte Ee und Es,

von denen jene in der, im Punkte D auf die Axe ID normalen,

Ebene liegt, diese aber auf dieselbe Ebene normal oder der

Axe ID parallel ist. Hat man alle Kräfte, welche am' Mittei-

punkte der Trägheit / angebracht sind, in Eine vereinigt, so

lassen sich alle Kräfte Ee, weil sie in derselben Ebene liegen,

gleichfalls auf Eine reduciren, es sei dieselbe Mm. (Figur 82.)

Auf ähnliche Weise können alle Kräfte Es, weil sie einander

parallel sind, ebenfalls auf Eine gebracht werden, es sei dieselbe

Nn, der Axe ID eben so parallel, wie jene Mm sich in der

auf die Axe normalen Ebene mMD befindet. Auf diese Weise

haben wir statt aller antreibenden Kräfte, wieviel ihrer auch

da gewesen sein mögen, drei Kräfte erhalten , die eine im Mit-

telpunkte der Trägheit / angebrachte und die zwei Mm und

Nn, welche drei aber ferner auf folgende Weise sich auf zwei

reduciren lassen. Man verlängere die gerade Linie IN nach Q,

bis ihr Abstand von der Axe QR gleich wird dem Abstände

DM, welcher von D durch N bis zum Zusammentreffen mit der

Kraft Mm gezogen ist; es wird alsdann

lDAR^DN.DM.
Hierauf kann man statt der Kraft Nn die ihr parallelen H

und Qq substituiren, so dass
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MN DN
die Kraft Ii=N7i.jji^ und die Kraft Qq=Nn. -pr^

sei. Die erste geht, in Verbindung mit den übrigen im Mittel-

punkte der Trägheit angebrachten Kräften, in Eine über, die

zweite Qq aber kann man sieh längs ihrer Richtung im Punkte

M angebracht denken, und sie kann mit der Kraft Mm verei-

nigt werden; die mittlere Kraft beider sei M\i. Auf diese

Weise sind alle antreibenden Kräfte auf zwei zurückgeführt, die

eine im Mittelpunkte der Trägheit / angebrachte, die andere

aber diese Kraft M\i,

Zusatz 1.

§. 621. Weil man sowohl die Axe ID, als auch auf ihr

den Punkt D nach Belieben annehmen kann, so wird man

die antreibenden Kräfte auf unendlich vielfache Weise auf je

zwei Kräfte dieser Art, von denen die eine im Mittelpunkte

der Trägheit angebracht ist, zurückführen können.

Zusatz 2.

§. 622. Hat man aber Eine Reduction dieser Art ausgeführt,

so kann man nach denselben Principien statt der Kraft M(i zwei

andere ihr parallele substituiren, von denen die eine auf den

Mittelpunkt der Trägheit / einwirkt, die andere aber in einem

beliebigen Punkte der geraden Linie IM angebracht ist, woraus

hervorgeht, dass alle Reductionen sich auf dieselbe gerade

Linie IM beziehen.

Anmerkung.

§. 623. Dieser Lehrsatz ist von der grössten Wichtigkeit

bei dem zu entwickelnden Gegenstande dieses Kapitels, wo uns

nämlich die Aufgabe gestellt ist, die erste Erzeugung der Be-

wegung zu erforschen, wann ein ruhender und freier starrer

Körper durch beliebige Kräfte angetrieben wird. Da nämlich

diese Kräfte, wie viel ihrer auch da sein mögen, immer auf je

zwei zurückgeführt werden können, von denen die eine im

Mittelpunkte der Trägheit angebracht ist und wobei die Wir-

kung dieser Kraft sehr leicht bestimmt wird ; so kommt die

ganze Arbeit darauf hinaus, dass die durch eine einzige belie-

bige Kraft hervorgebrachte Wirkung bestimmt werde. Sollte

diess nicht zu erreichen sein, so wird man mit dieser Kraft

eine andere beliebige, im Mittelpunkte der Trägheit angebrachte

combiniren können und wenn man die durch sie vereint hervor-

gebrachte Wirkung angeben kann, wird die ganze Arbeit voll-
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endet sein. Zuerst wollen wir demnach untersuchen , auf

welche Weise zwei derartige Kräfte beschaffen sein müssen,

damit durch sie dem Körper eine Bewegung um eine gegebene,

durch seinen Mittelpunkt der Trägheit gehende Axe beigebracht

werde; ist diess nämlich geschehen, so werden wir unser Vor-

haben leicht weiter verfolgen können.

Aufgabe 57.

§. 624. Man soll zwei an einem starren Körper anzubrin-

gende Kräfte, von denen die eine eine durch den Mittelpunkt

der Trägheit gehende Richtung hat, bestimmen, damit der

durch sie angetriebene Körper anfange, sich um eine gegebene

und durch seinen Mittelpunkt der Trägheit gehende Axe

zu drehen.
x\uflösung.

(Figur 46.) Es liege der Mittelpunkt der Trägheit in Ö
und es sei OA die Axe, um welche die drehende Bewegung

erzeugt werden soll ; die antreibenden Kräfte müssen ferner so

beschaffen sein, dass die Axe nichts von ihnen erleide. Diese

Aufgabe ist demnach in der oben §. 390. aufgelösten Aulgabe

18. enthalten, wo man die in der Anmerkung §. 3P4. allgemein

dargestellten Kräfte so bestimmen inuss, dass für den End-

punkt O alle Kräfte in demselben angebracht seien. Man setze

demnach die Kräfte Pp=Q und Qq— 0, und weil KI~() wie

auch OK~Q ist; so werden die Kräfte

„ fxifdM _ _ fxulM
Oit= J—^-r- und 0(p— J—7—

•

ab ^ ab

Ferner nehme mau für den Endpunkt A die Kräfte *4p —
und Aö~Q, alsdann werden die Kräfte

Rr^—^-r— und Ss ~J—
7
—

,

ab ab

also Rr—On und Ss=Ocp, wobei aber erforderlich ist, dass

man habe

:

ARfxydM + AS.fxzdM == afr*dM.

Da die Ebene OAR, wegen der Lage des Mittelpunktes

der Trägheit I in O, beliebig angenommen werden kann, so

wird man sie so annehmen können , dass

fxzd31=zü

werde; hiernach bleiben nur zwei der Aufgabe Genüge leistende

Kräfte übrig, die eine, im Mittelpunkte der Trägheit angebrachte

ab
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i » i i a ** afr-d3I
, t .

die andere, im Abstände AR=-~—ry== von der Axe anzubrin-

'"' fxudßl

Hiernach fassen wir die Auflösung der Aufgabe folgender-

maassen kurz zusammen : Man verbinde (Figur 83.) mit der

vorausgesetzten Drehungsaxe IA zwei andere Axen IB und IC
von der Art, dass, wenn man für ein beliebiges Element des

Körpers dM die jenen parallelen Coordinaten IX— x, XY=y,
YZ= z und dabei XZ—S^y-^z*— r setzt, alsdann

fxzdM^Q
werde. Nimmt man nun nach Belieben den Abstand IA = a

an und zieht IB parallel die gerade Linie

AR„afi*dM
fxydM

'

so wird eine beliebige, IG parallel und in R angebrachte,

Kraft Rr die vorausgesetzte Wirkung hervorbringen, wenn man
nur ausserdem im Mittelpunkte der Trägheit die ihr gleiche

und entgegengesetzte Kraft Itc anbringt. Setzt man nun diese

Kräfte Rr=l7t=V9 so wird, da das aus ihnen entspringende

VafrMM
Moment in Bezug auf die Drehungsaxe IA =. ~ -.-, ist, im

Zeittheilchen dt um die Axe IA der Winkel

7
VaqdP

dc
°~J^yd3i

erzeugt werden. (§.36.1.)

Zusatz I.

§. 625. Da man den Zwischenraum IA= a, von welchem

der Abstand AR abhangig ist, beliebig annehmen kann, so

befinden sich alle Punkte R auf der geraden Linie //^welche
fr^dfll

mit IA einen W'inkel bildet, dessen Tangente = -—v™ ist;

wenn mau nur die Ebene A1B so annimmt, dass fxzd3I~0 wird.

Zusatz 2.

§. 626. Hat man diese gerade Linie IR gezogen, und ist eine

beliebige Kraft in irgend einem Punkte derselben und normal

auf die Ebene AIB angebracht, so wird, wenn ausserdem eine

ihr gleiche und engegengesetzte Kraft In in / angebracht ist,

der Körper anfangen, sich um die Axe IA zu drehen.
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Zusatz 3.

§. 627. Ist aber eine beliebige Kraft Rr vorausgesetzt und

eine ihr gleiche in / entgegengesetzt angebracht, so wird der

Körper anfangen, sich um irgend eine durch den Mittelpunkt

der Trägheit gehende Axe zu drehen, von welcher nur bekannt

ist, dass sie in einer, durch den Mittelpunkt der Trägheit /
auf die Richtung der antreibenden Kraft normal gelegten,

Ebene sich befindet.

Aufgabe 58.

§. 628. Ein ruhender starrer Körper wird durch eine be-

liebige Kraft angetrieben; man soll den ersten Anfang der Be-

wegung bestimmen, weiche durch diese Kraft im Körper um
eine Axe erzeugt werden wird, die in einer auf die Richtung

der Kraft normalen Ebene liegt, wenn diess nämlich möglich ist.

Auflösung

(Figur 84.) Es sei 1 der Mittelpunkt der Trägheit des

Körpers, durch welchen man sich eine, auf die Richtung der

Kraft normale, Ebene gelegt zu denken hat, die Ebene des

Papiers stelle dieselbe dar, so dass man sich die antreibende

Kraft 7^r— V normal auf sie zu denken hat; ferner sei IR nor-

mal auf Rr und man setze die Länge lR~h. Ausserdem
bringe man am Körper, in seinem Mittelpunkte der Trägheit,

die Kraft In jener gleich und entgegengesetzt an, so dass diese

auf der entgegengesetzten Seite auf die Ebene des Papiers

normal sei. Wirken diese zwei Kräfte zugleich , so wird der

Körper anfangen, sich um irgend eine durch den Mittelpunkt

der Trägheit gehende Axe zu drehen, und nach dem vorher-

gehenden^, wird diese Axe offenbar in der Ebene des Papiers

liegen. Ist dieselbe demnach IA, so muss man zur Bestim-

mung ihrer Lage den Winkel RIA—r] suchen, so dass, wenn
man aus R auf sie normal die Linie RA zieht,

RA=zh sin 7j und IA~ h cos rj

weide. Weil wir aber die Lage dieser Axe noch nicht kennen,

beziehen wir die einzelnen Elemente des Körpers auf je drei

Axeiv IR 9 IP und/Q, von denen die erste durch die Richtung
der antreibenden Kraft gegeben wird, die zweite IP in der

Ebene des Papiers auf sie normal ist und die dritte IQ auf

dieser Ebene normal steht. Es seien demnach die Coordinaten

IX— x, XY=zy und YZ— r.

Um ferner die mit den obigen Formeln übereinstimmenden
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(Koordinaten zu erhalten, ziehe man aus Y auf die Drehungs-

axe IA normal YX' und es seien diese Coordinaten

IX'=:x', X'Y=y' und YZ= z'= z wie vorher.

Die zwei erstem von diesen werden durch die vorherge-

henden so bestimmt, dass man hat

a;'=a?cos^— y sin rj und y'= xs\n r\ -f^cos?/.

Hiernach muss nothwendig fx'zdM=0 und tgJ//£=tgr/

frhlM= -?-TTnn «ein (6.625.), wo r2 =z?/'2 -{-22 ist. Es wird nun aber
jx y diu vs J

fx'zdM— cos r\fxzäM — sin rjfyzdM',

fr*dM=zsin tffxhlM + 2 sin ^'cos yfxydM + cos iffißdM

+fi*dM
u n d fx'y'dM— s i n 77 cos rifx^dM

+ (cos '^
2— shirj^fxydM— sin ^ cos iqfy^dM

.

Man setze die über den ganzen Körper ausgedehnten In-

tegrale

fx*dM=A,fy*dM==B,fz*dM=C, fxydM= I), fxzdM=E,
fyzdM= F,

und wir haben alsdann die Gleichungen:

£cos?7— Fsin^=
und J sin t/

2
-f D(cos ^

2— sin ^
2
) tg vj — Z?sin r}

2= As\n if-

+ 2Z>sin rj cos 7] -f- Z?cos rf
1 + • C,

oder />tg^ + Ä+C=0.
Hieraus erhält man auf doppelte Weise

E Z?+C

und nur, wenn diese zwei Werthe unter sich übereinstimmen,

kann die Aufgabe unter der vorausgesetzten Bedingung, wonach

die Drehungsaxe in einer auf die Richtung der Kraft normalen

Ebene angenommen wird, aufgelöst werden. Setzen wir nun

voraus, die Kraft sei so angebracht, dass

F + D —U

werde, so wird der Körper anfangen sich um die Axe IA zu

drehen, welche so in der auf die Richtung der Kraft normalen

Ebene liegt, dass
. RJJ E B+C

wird. Da nun das Moment der Kraft = F/*sin?/, und das Mo-

ment der Trägheit in Bezug auf diese Axe —fi&dM -- Asmrf
+ Bcos?]2 -f- 2/>sin^cos^ -f- C ist, so wird der Körper sich

während ()es Zeittheilchens dt um den Winkel
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7
Vghdt2 sin ij

A sin t]
2,

f B cos tj
2, + 2Z)sin rj cos i|-fC

drehen. Da (Hess die Wirkung der zwei in Verbindung thäti-

gen Kräfte Rr und In ist, so füge man, um die Wirkung der

Kraft Rr= V allein zu erhalten, die Kraft Ip = F hinzu und

es wird alsdann dem Körper ausser der drehenden, eine reine

fortschreitende Bewegung nach der, Rr parallelen, Richtung IQ
beigebracht werden, in Folge welcher er im Zeittheilehen dt

den kleinen Weg = n .
—

zurücklegen wird,

Zusatz 1.

§. 629. Die Auflösung dieser Aufgabe erstreckt sich dem-
nach nur auf diejenigen Fälle, in welchen die antreibende

Kraft Rr= V so am Körper angebracht ist, dass nach Aus-

rechnung der dargestellten Integralformeln

F+ D -u
werde.

Zusatz 2.

§. 630. Findet diese Eigenschaft aber nicht statt, so ken-

nen wir die Auflösung der Aufgabe noch nicht und wissen nur,

dass die Drehung nicht um eine Axe erfolgt, welche in einer

auf die Richtung der antreibenden Kraft normalen Ebene liegt.

A n m e r k u n g.

§. 631. Es wird allerdings wunderbar erscheinen, dass

während die Vorbereitung, welche wir aus den von den Axen
auszuhaltenden Kräften oben gefunden haben, eine vollständige

Auflösung zu versprechen schien, nun dennoch unendlich viele

Fälle ausgeschlossen werden, welche unsere Auflösung nicht

umfasst. Da es nämlich gewiss ist, dass die Umdrehung nur

um eine solche Axe erfolgen kann, welche durchaus gar keine

Kräfte auszu halten hat, so hätte die Aufgabe 18. eine vollstän-

dige Auflösung darbieten müssen, wenn wir dieselbe in aller

Ausdehnung gelöst hätten. Man muss aber allerdings bemer-

ken, dass in dieser Aufgabe nur solche Kräfte angenommen
worden sind, deren Richtungen sich in, auf die Axe normalen.

Ebenen befanden, da wir doch auch schief gerichtete Kräfte

hätten einführen können, wenn nur die daraus entspringenden

der Axe parallelen Kräfte sich aufgehoben hätten. Und diess
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kommt in Wahrheit bei den ausgeschlossenen Fällen in Gebrauch,

wo der Körper seine drehende Bewegung um eine Axe begin-

nen muss, welche gegen die, normal auf die antreibende Kraft

durch den Mittelpunkt der Trägheit gelegte, Ebene geneigt ist,

weil alsdann aus der Zerlegung der Kraft Rr eine Kraft ent-

springt, welche einer solchen Axe parallel ist. Hierauf muss

man allerdings Rücksicht nehmen, wenn man diese Aufgabe im

aligemeinen auflösen will.

Aufgabe 59.

§. 632. Ein ruhender starrer Körper wird durch eine belie-

bige Kraft angetrieben, und es ist zugleich eine derselben gleiche

und entgegengesetzte im Mittelpunkte der Trägheit angebracht;

man soll die Axe bestimmen, um welche er zuerst sich zu

drehen anfangen wird.

Auflösung.

(Figur 84.) Es sei / der Mittelpunkt der Trägheit des

Körpers und es stelle, wie vorher, das Papier eine durch /

normal auf die Richtung der Kraft Rr=V gelegte Ebene dar,

in welcher der Abstand lR= h gesetzt wird. Nun nehme man
in dieser Ebene den Winkel RIA=i7j an, so dass, wenn man
aus R auf JA das Perpendikel RA fällt,

lA=^hcosrj und RA =h sin yj

wird; man errichte ferner in A auf der Ebene das Perpendikel

AD und es sei, wenn man die Linie 1D zieht, der Winkel

AID=6, also

AD=h cos ritgO und 7/)=^^.
' ö cosö

Diese Linie 1D sei die gesuchte Drehungsaxe, so dass

wir die beiden Winkel r\ und 6 zu bestimmen haben. Der
Körper muss demnach durch je drei Coordinaten ausgedrückt

werden, deren eine wir auf der Axe 1D annehmen. Es sei

daher eine Relation zwischen den Coordinaten IX— x, XY— y
und YZ=z gegeben, die erste derselben werde auf der gera-

den Linie IR , die zweite in der auf die Kraft normalen Ebene
und die dritte der Kraft Rr parallel angenommen. Aus Y ziehe

man zuerst auf IA perpendiculär YX\ in der auf das Papier

normalen Ebene AID aber das Perpendikel X'yQ YZ und
yZ#X'Y; alsdann wird, wie wir vorhin gesehen haben:

IX*=x cos tj—y sin r} , X'y= YZ=zz und X' Y=zyZ—x sin t\



der Bewegung in starren Körpern, 307

Hierauf ziehe man in der normalen Ebene aus y auf ID
das Perpendikel yx, und man wird dann solche neue Coordi-

naten erhalten, wie wir sie brauchen , nämlich

Ix= X, xy—Y und yZ == Z.

Dieselben werden durch die vorhergehenden folgendermaas

sen bestimmt:

X=x cos rj cos —y sin rj cos 6 + z sin 6 ,

F=zcos0— x cos 97 sin Ö -l-^sin^sinÖ,

Zzzz^rsin t;+ ?ycos^.

(Figur 85.) Diese Coordinaten werden nun, indem man die

Ebene IAD auf die Ebene des Papiers projicirt, in der Figur

85. dargestellt, auf welche erstere AR~hs'mr} normal und wo
die Kraft Rr ^AD \st Man ziehe nun />F# AR und denke

sich die Kraft im Punkte V angebracht, so dass die Kraft

Pr= V sei. Zieht man nuri Vv^xy und Vu^Ix, so wird,

weil der Winkel rVv= 6 ist, die Kraft Vr in die zwei

Vv=VcosO und Vu= VsmO
zerlegt. Dieselben werden entgegengesetzt im Punkte 1 ange-

bracht und zwar die erstere
.

'//= VcosO jetzt normal auf ID
in der Ebene des Papiers, durch die zweite aber wird die

Axe längs Dl angetrieben. Das Moment der Kraft Vv~V
cos# ist, in Bezug auf die Axe ID~Vcos0.hsmr}~ FAsin^cosö

und wenn man F2
-f Z2= Z22 setzt; so wird das Moment der

Trägheit des Körpers in Bezug auf dieselbe Axe =zfR*dM,
wesshaib im Zeittheilchen dt eine Drehung durch den Winkel

_ Vghdt2 sin i\ cos ß
d(0 ~'^~]WdM

~

erfolgen wird. Da die Axe gar keine Kräfte aushalten soll,

so bringe man die Kraft Vv= VcosO an der Axe selbst in D
an, so dass Dd= Fcos sei, die Kraft Vu—VslnO denke

man sich nach ihrer Richtung am Perpendikel lT=zDV=.hs'mrj

angebracht, woraus zuerst für die Axe eine längs ID antrei-

bende Kraft entspringt, welche jene obige aufhebt. Indem man
hierauf aber den Abstand

hcos?]
lDz=z——

-

=za
cos 6

setzt, entspringen daraus je zwei auf die Axe und auf die

Ebene des Papiers normale Kräfte

Irj~Dd= • Fs'm = Vtgfi sin cos 0.

20*
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Ausserdem haben wir aber die Kräfte

Hz=Dd= FcosÖ,
welche durch die elementaren Kräfte aufgehoben werden müs-

sen. Nach Aufgabe 16. (§. 380.) ergeben die hier angepassten

elementaren Kräfte aber je zwei, in den Punkten P und Q an-

zubringende, Kräfte Pp und Qq, so dass

'„ CXZdM ,. *, - „ Vh sin rj cos 6/ZdM
IP=7ZdÜ >

die Kraft ^^ jR^dM
,„ /ÄFdT*/ . *. „ „ . Vh sm n cos 6/YdM
1Q ~7TdW nnd d,e Kraft ö*= ß&dM

—
wird. Da aber die Bewegung hier in dem entgegengesetzten

Sinne des dort angenommenen ihren Anfang nimmt, so müssen

diese Kräfte den vorhergehenden gleich gestellt werden, und

da / der Mittelpunkt der Trägheit, also

fYdM=0 und /ZdM^O
ist, so muss alles^ auf Momente zurückgeführt werden. Es

muss demnach
Pp.tP=Dd.ID und Qq.IQ^DÖ.ID

sein und wir erhalten so diese zwei Gleichungen:

Vh si n Yi cos OfXZdM TT7

-JWdM ^rhcosfi

VhsmrjcosBfXYdM T7L . . ^

und
Cffrd

'M ==r sm ^ Sm

oder

sin ^ cos OfXZdM=zcosrifR2dM und cos6fXYdM= sin OfRPdlM.

Setzt man nun die aus den Hauptcoördinaten x, y und z

gebildeten Integrale

fxUM^A, fy*dM=B, fzUM=C,
JxydM= D, fxzd31=E und JyzdM—F,

so wird, weif Jß2=r2 + Z2 ist:

fFPdM^ A (sin r?+ cos yf sin 2
) + B (cos if + sin rf sin <9

2
)

+ Ccosö2 + 2/>sin^cos^cosÖ2—2i^cos^sinöcosö+2Fsin^sinÖcosö,

fXYdM—— Acosr}2s\n6cosQ—-Bsinri2sindcosd + <7sin#cos0

+2/)sin^cos^sinÖcosö+ jEJcos^(cosö2-sinÖ2)-Fsin^(cosö2~sinÖ2),

/XZdM= A smri cos rj cos 6—B sm rj cos fj cos 6

+ Z> cos (cos ?7
2—

v
sin^2)'+ 2£ sin 17 sind + Fcos ^ sin 6 .

Substituirt man diese Werthe, so nehmen die zwei gefun-

denen Gleichungen folgende Gestalt an:

I. —A cos rj sin #2— Bcosr]— Ccosrjcos6z— Z) sin 17 cos ö2

-f 22(1 + cos tf) sin cos — Fsintjcos t?sin0cosö = O,

II. — Asin 6—B smd-{-

E

costj cosO— Fsmqcos 6=0

.
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Die zweite ergibt
"

. /Scosi?— Fsinw
«**= A+B— >

wenn man dagegen beide nach der Bezeichnung Il.Xcos^sinÖ

—

I.

mit einander verbindet, so erhält man
B cos 7j cos 2 + Ccos ri cos 0? +D sin y\ cos 2— E sin cos 0=0
j . « (B +C) cos rj + D&xnr}

oder tg = ^r—rU.—^—f

.

Wir haben demnach endlich

.
E*-(A +B)(B+C)

rg1? "~ (A + B)D+EF *

wonach beide Winkel RlA= 7j und AID=6, also auch die

Drehungsaxe /Z) bekannt werden.

Zusatz 1.

§. 633. (Figur 84.) Wird demnach eine beliebige Kraft

Rr= V vorausgesetzt und zugleich eine ihr gleiche im Mittel-

punkte der Trägheit / entgegengesetzt angebracht, so lege man
durch / eine auf die Richtung der Kraft normale Ebene P1R
und errichte auf ihr das Perpendikel IQ. Diesen drei Coordi*

natenaxen LR, 1P und IQ parallel nehme man, zur Bestim-

mung eines jeden in Z gelegenen Elementes des Körpers dM,
die Coordinaten IX=zx, XY=y und YZ—z an und bestimme

mittelst derselben, der Natur des Körpers entsprechend, die

folgenden sechs Werthe:

fx*dM=A , fy*dM=B 9 fz*dM=: C, fxydM= D,
fxzdM=E und fyzdM=F.

Zusatz 2.

§. 634. Hat man diese gefunden, so nehme man in der

auf die Richtung der Kraft normalen Ebene RIP, auf der ent-

gegengesetzten Seite der positiven Coordinaten XY=^y oder in

der Gegend der negativen, den Winkel RIA=irj so an, dass

. E*-(A + B)(B+Q
Xgv- (A + B)D + EF

werde und hat man diesen gefunden, so errichte man über

dieser Ebene, in der Gegend der positiven Coordinaten ¥Z~z,
den Winkel AIDzzzQ so, dass

, „ E cos ri — Fsmri
, ^

(B+ C)costi-\- Dsitifj
tg °^ A +B °der t§ ß '~ E

—

~

werde; alsdann wird II) die Drehungsaxe sein.
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Zusatz 3.

§.635. Setzt man den A\bstand /-ß= /i, so wird in Bezug

auf diese Axe 1D das Moment der antreibenden Kraft

= Fä sin ?7 cos ö und das Moment der Trägheit -=fR*dM., wel-

ches letztere auch ==tt* q cos ßfXZdM—votgOfXYdM ist und

dessen Werth nach dem Vorhergehenden leicht ermittelt wird.

Hiernach wird aber im Zeitelement dt eine Umdrehung durch

den Winkel
Vghd-fi si n rj cos

dG)~- ß&dMT
erfolgen.

Anmerkung.

§. 636. Hiermit ist also unsere allgemeine Aufgabe, in

welcher die Summe dieses Kapitels sich befindet/ vollkommen

gelöst; aus derselben folgt von selbst der vorher behandelte

Fall, in welchem nämlich der Winkel = ist. Alsdann er-

gibt sich nämlich aus der ersten Formel

und aus der zweiten
B+C

und nur wenn diese Werthe mit einander übereinstimmen, kann

jener Fall stattfinden. Umgekehrt wird, wenn

DE
ist, weil B -f C= ttj

E
tgr}~-p und tgö=0-

Uebrigens bemerke ich, dass wir nach dem, was oben

über die Hauptaxen gelehrt worden ist,

fXldM=- -cyiß— > wo nur ß und

[XZdM~~l r, wo nur w veränderlich ist*J 2drj.cosß '

haben. Substituirt man diese Werthe, so verlangen die zwei

Hauptbedingungen, dass

sin rdSlPdM
*"

rrut 7 . , , cos Odfl&dM . n r
_ . _ __

i~-—-= cos vjfR^dM und ^—.= smßfiPdM

sei, wobei in der 'ersten nur v\ und in der zweiten nur ß ver-

änderlich ist. Das Integral beider ist dasselbe, nämlich

fR*dM— et sin ri*maß2
,
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woraus ich umgekehrt schliesse, dass die Winkel rj und ß so

bestimmt werden müssen, dass die Grösse

sin rf1 cos ö2

JRPdM
~~

ein Minimum werde, weit hieraus dieselben zwei aufzu-

lösenden Gleichungen hervorgehen. Diese Formel entsteht

aber auch, wenn man d(o2fR2dM oder fdM.R2dco2 zu einem

Minimum macht und da in diesem Ausdruck Rdw die Geschwin-

digkeit des Elementes dM bezeichnet und daher dM.R2dm2

seine so genannte lebendige Kraft ist; so schiiessen wir hier-

aus auf folgenden ausgezeichneten Lehrsatz.

Lehrsatz 8.

§. 637. Wird ein ruhender starrer Körper durch eine be-

liebige Kraft angetrieben und ist ausserdem ari seinem Mittel-

punkte der Trägheit eine gleiche und entgegengesetzte Kraft

angebracht; so wird demselben um eine derartige, durch seinen

Mittelpunkt der Trägheit gehende, Axe im ersten Augenblick

eine solche drehende Bewegung beigebracht werden, dass der

ganze Körper dadurch die kleinste lebendige Kraft erlangt,

welche letztere dem Aggregate aller Elemente, multiplicirt

durch die Quadrate ihrer Geschwindigkeiten, gleich ist.

Beweis.

Welche durch den Mittelpunkt der Trägheit gehende Axe
man nämlich auch annehmen mag, so wird in Bezug auf sie die

vorausgesetzte Kraft V ein bestimmtes Moment erlangen , wel-

ches — Vfsei; ferner wird der Körper in Bezug auf dieselbe

Axe ein bestimmtes Moment der Trägheit haben, welches

=z/R2dM sei; beide werden von der Lage der angenommenen

Axe abhängig sein. Hieraus wird aber im Zeittheilchen dt

um diese Axe ein Winkel

cZo
Ffgdt*

fR2dM
und die unendlich kleine Winkelgeschwindigkeit

_Wfgdt
-—JIPdM

entspringen; es wird demnach die Geschwindigkeit des Ele-

mentes dM, welches von der Axe um den Zwischenraum R
entfernt ist, = RSl und sein© lebendige Kraft = R2 Sl2dM.
Die im unendlich kleinen Zeittheilchen dt erlangte lebendige

Kraft des ganzen Körpers wird daher
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welche, weil V, g und dt constant sind, ein Minimum sein

wird, wenn jj^
zu einem solchen gemacht wird und durch diese Bedingung

wird die Lage der Axe bestimmt. Hieraus ergibt sich aber

dieselbe Bestimmung der Axe, welche wir vorher gefunden

haben, so dass aus diesem Princip des Minimum dieselbe Auf-

lösung hätte hergeleitet werden können.

Anmerkung.

§. 638. Was den Gebrauch der vorher gefundenen Auflö-

sung betrifft, so ist der Umstand noch zu lästig, dass für eine

jede antreibende Kraft die Natur des Körpers auf besondere

Coordinaten zurückgeführt werden muss. Für diese Unbequem-
lichkeit ergibt sich ein Mittel durch dasjenige, was wir oben

über die Hauptaxen eines jeden Körpers gelehrt haben, indem,

wenn man in Bezug auf diese die Momente der Trägheit ein-

mal gefunden hat, man sehr leicht daraus auf die Momente in

Bezug auf alle andern Axen schliessen kann. Ferner genügt

es auch für den gegenwärtigen Zweck, die Relation des Kör-

pers auf Coordinaten, welche den Hauptaxen parallel sind, zu

kennen, weil man hieraus die Relation auf jede andere drei

Coordinaten ableiten kann. Ich werde daher die obige Aufgabe

so auflösen, dass ich die antreibende Kraft als in Bezug auf

die Hauptaxen gegeben annehme und die Auflösung selbst

nach dem schon aufgestellten Princip, dass die kleinste leben-

dige Kraft erzeugt werde , suche.

Aufgabe 60.

§. 639. Es sind die Hauptaxen eines starren Körpers und

in Bezug auf sie die Momente der Trägheit gegeben, ferner

wird derselbe durch eine beliebige Kraft angetrieben und es

ist eine andere dieser gleiche und entgegengesetzte Kraft im

Mittelpunkte der Trägheit des Körpers angebracht; man soll die

Axe bestimmen, um welche er zuerst sich zu drehen anfan-

gen wird.

Auflösung.

(Figur 86) Es sei / der Mittelpunkt der Trägheit des

Körpers und die geraden Linien IA, IB, IC seine drei Haupt-

axen, in Bezug auf welche die Momente der Trägheit M-a?,
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M.b2
, M.c2 sind. Nun werde der Körper durch eine beliebige

Kraft angetrieben und ihr Durchgangspunkt durch die Ebene,

welche durch die Hauptaxen JA und JB gelegt ist, bezeichnet;

derselbe liege in V und vom Punkte /um den Abstand IV— h

entfernt, wobei der Winkel AIV—ö ist. Nun zerlege man die

Kraft, als ob sie in diesem Punkte angebracht wäre, in die

drei den Axen parallele VP^P, VQ= Q und VR= R, als-

dann hat man sich diesen gleiche und entgegengesetzte im

Punkte l angebracht zu denken. Vermöge dieser Kräfte wird

der Körper anfangen , sich um irgend eine durch den Mittel-

punkt der Trägheit / gehende Axe zu drehen, es sei dieselbe

IF, welche gegen die Ebene BIA um den Winkel FIE — Q

geneigt und wobei der Winkel AIE= rj ist; diese zwei Win-

kel hat man zu bestimmen. Zuerst suche man das Moment
der Trägheit in Bezug auf diese Axe IF , welches, weil

cosJ/F— cos^cosö, cosBIF=—sin^cosö und cosC/F=rsinö

ist, nach dem Frühem (§. 452.) sein wird

= M[a2 cos <r\
2 cos 2 + b2 sin if cos 2 f c2 sin 2

].

Ferner hat man die Momente der Kräfte P, Q, R in Be-

zug auf diese Axe IF zu erforschen; es geht aber aus dem Frü-

hem hervor, dass, wenn man VM auf IE normal zieht, so

dass VM = h sin (8 -(- r\) ist, alsdann das Moment der Kraft

VR= R sein wird

= R. VM.cos 6= Rh sin (8 + vj) cos 6.

(Figur 87.) Um aber die Momente der übrigen Kräfte

leichter finden zu können, betrachten wir die Punkte V, A, B} C9

E, F als auf der Oberfläche einer Kugel liegend, deren Mit-

telpunkt sich in / befindet. Es werden demnach die Bogen

AB, AC und BC Quadranten, AV=8, AE—y und EF^O
sein, und man zerlege die in V angebrachten Kräfte P, Q, R
in je zwei , von denen die einen normal auf die Oberfläche der

Kugel sind , die andern dieselbe berühren. Die erstem gehen

alsdann durch den Mittelpunkt upd bilden gar keine Momente,

wesshalb es genügt, die letztern allein zu betrachten und zwar

werden diese folgende Werthe haben :

längs VA die Kraft =Ps\nAV
- VB =QsmBV

CV r=#sinCF=#,
weil CV ein Quadrant ist. Diese Kräfte zerlege man nun fer-

ner nach der Richtung VF und einer darauf senkrechten, wo-

bei die erstem mit der Axe IF in derselben Ebene liegen und
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daher kein Moment bilden. Die andern Kräfte werden aber

zusammen
PsinA FsinAFF— Q sinB FsinBVF— R sin CVF,

und da ihre Richtung normal auf die Ebene IFV ist, so wird

sie sich auch in einer auf die Axe IF normalen Ebene
befinden. Da ferner ihr Abstand von der Axe =h sin FV ist,

so wird, weil AV=zö und sinB VF=z sin A VF ist, das ge-

suchte Moment
= h[(Psmö-~Qcosd)smAVFsmFV--RcosAVFsmFV].
Es ist aber sinJFFsinFF=sinFE=sinÖ und cos^FFsinFF

= cosFE sin VE= sin (ö-^rj) cos 6, und so das gesuchte Moment
= Ph sin ö sin — Qh cos d sin 6 — Rh sin (ä + rj) cos 0.

Der im Zeittheilchen dt erzeugte Winkel wird hiernach'

, ghdt2 [Psin 8 sin 6— Qcos ö sin —R sin (ö -f- rf) cos 0]

iü/ [a2 cos i;
2 cos 2+ 62 sin i? cos 2+ c2 sin 2

]

'

wesshalb der Ausdruck
[(Psind — Qcosä)sin0-- fl sin (<9 -f- ?;) cos 0]

2

a2 cos ^
2 cos 2+

6

2 sin*;2 cos 2 + c2 sin 2

ein Minimum werden muss. Setzen wir zuerst nur veränder-

lich, so erhalten wir die Gleichung

2[a2cosV2cosÖ2+ 62 sin^2 cosÖ2 + c2 sin(92][(Psin5— Qcosö)cosß

+ jßsin(d+^)sinÖ]= 2[—

a

2 cos^2 sinöcosö—

6

2 sin^2 sinöcosö

+ c2sin0cos0][(Psin<J~- Qcos<?)sin0—R sm(d+ vj) cosff]

.

Dieselbe lässt sich auf folgende Form bringen:

(Psind— Qcosö)(a2 cos^a + 62 sin^2)cosÖ + Äc2sin(^+ 7y)sinÖ=0,

woraus wir erhalten

(Qcosö—Psin d)(a* cos r}*+ 62 sin tj
2
)

tg °-
Rc*sm(d + V)

Nimmt man jetzt q als veränderlich an , so ergibt sich die

Gleichung

2[a2 cost;2 eos02+ 62 sirn;2cos02+ c2 sin02] [- R cos (ö+ rj) cos0]
=2[— a2 sin?; cos?; eos02 + b2 sin?; cos?; cos02]
[(Psind— Q eosd) sin0— R sm(ö -f rj) cos0]

,

welche sich auf folgende Form bringen lässt:

Jßcos0[a2cos$cos?;cos02— £2sin#sin?/cos02 -f c2 cos($-f- 7J)s\nß2]
— (Qcosö*— Psinä) (b2 — a2) sin?; cos?; sin0cos02

Setzt man hierin statt Qcosd—-Psin 5 den Werth aus

der obigen Gleichung

/fo2 sin(ä + ?;)tff0

a2 cos ri
2
-f b2 sin ?;

2 '

und reducirt man hierauf, so gelangt man zu folgender Gleichung:
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[aacos#cos??~--62sin&in^] [(a2cos^2 -f 6
2sin^2)cosÖ2 + t*

asinöaJ=0.
Hieraus folgen die zwei Gleichungen

a2 cos ö cos rj— b2 sin ö sin rj=
und (a2 cos7

?

2 + 62 sini
?

2)cosÖ2 + c2 sin(92=0,
von denen die zweite unmöglich ist, weil alle ihre Theile po

sitiv sind. Aus der ersten erhalten wir demnach, zur Be-

stimmung des Winkels ??,

«2 cos <5

und ferner, zur Bestimmung von 0,

(Qcosö-Psmd)a26*

g """ Rc*VaTcos <5
2 + 64 sin ä*

'

oder, damit die Zweideutigkeit des Wurzelzeichens keinen

Zweifel übrig lasse,

___
(Qcosö— Psm.ö)a2 cos r\ (Qcos ö— Psin d) />

2 sin

^

tg *

"

~Rc2 sind
" "~ Rc* cos 8

Nachdem wir nun diese Axe gefunden haben, erhält man,

wenn man statt Q cos ö — Psin ö den obigen Werth substituirt,

das Moment der antreibenden Kräfte in Beziehung auf diese Axe

—
.

Rh sin (* +fi)
["* cos tf' cos e<2> + 62sin^ cos^ + c'2 sin e*] •

(«
2 cos^2 +

6

2 sin^2)cosÖ

es wird also der im Zeittheilchen dt um die Axe erzeugte

Winkel

__ Rghdt* sin (ß+ n) IfyMfgW cos äa + 64 sinä2

d™ "~ McosÖ (a2 eos*?2 + 62sin^2)
""* Mä%* cos (9

wenn man für sin>7 und cost? ihre Werthe setzt, die sich aus

dem obigen Ausdruck von tgi? ergeben.

Zusatz 1.

§. 640. (Figur 86.) Aus der Lage des Punktes V, in

welchem die Richtung der antreibenden Kraft die Ebene A1B
durchschneidet, findet man sogleich in derselben Ebene die

gerade Linie IE, auf welche die Drehungsaxe IF sich stützt.

Setzt man nämlich den Winkel A1V~8, so wird

tgAlE^tgn^-p-r^

und ist daher nicht von der Richtung der Kraft abhängig.

Zusatz 2.

§. 641. Geht demnach die antreibende Kraft durch die

Hauptaxe JA, so wird der Winkel AIE—VQ und es wird sich
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die Drehungsaxe IF in einer auf die Axe IA normalen Ebene

befinden. Da aber #=0, also ^= 90 ist, so wird

062

tg£/F=tgÖ=^.
Zusatz 3.

§. 642. Sind die Momente der Trägheit in Beziehung auf

die Axen IA und 1B einander gleich, ist also a2 = 62, so wird

tg ^=cotg<?:==tg(90o—<5), also F/E= 90°.

In diesem Falle ist daher die Drehungsaxe IF normal auf

die gerade Linie IV und es wird

(Qcosö—Ps\nö)az

^ e= R^r
•

Zusatz 4.

§. 643. Wirkt die antreibende Kraft, welche = F sei,

deren Richtung die Ebene AIB im Punkte V durchschneidet

und aus deren Zerlegung die Kräfte P, Q und R entspringen,

allein auf den Körper; so flösst sie diesem die angegebene

Bewegung um die gefundene Axe IF ein, ausserdem aber

bringt sie ihm eine fortschreitende Bewegung längs ihrer Rich-

tung bei, vermöge welcher er im Zeittheilchen dt den kleinen

Weg =-70-
zurücklegen wird.

Anmerkung.

§.644. Bei der Auflösung dieser Aufgabe war es sehr

angenehm zu sehen, auf welche Weise die Rechnung, die im

Anfange nicht wenig verwickelt zu sein schien, beständig

gleichsam von selbst zur grössern Einfachheit gebracht wurde,

worin man ein vorzügliches Kennzeichen der Wahrheit erblickt.

Meistenteils trifft man nämlich eine solche Bequemlichkeit der

Rechnung an, während man sich in der Erforschung der

Wahrheit mit glücklichem Erfolge befindet, da man hingegen

in unentwirrbare Rechnungen zu versinken pflegt, im Fall man

von der Bahn zur Wahrheit abirrt. Und zwar bot der Grund-

satz des Minimums, dessen ich mich hier bedient habe, die

elegante Auflösung dar, welche sich weit verwickelter ergeben

haben wurde, wenn wir sie vorher aus den ersten Principien

der Mechanik hätten ableiten wollen. Nun werden wir dem 1

nach die Aufgabe, womit das gegenwärtige Kapitel beschlos

sen wird, im allgemeinen behandeln können.
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Aufgabe 61.

§. 645. Wird ein ruhender starrer Körper durch beliebige

Kräfte angetrieben, so soll man die erste elementare Bewe-
gung bestimmen, welche in ihm erzeugt werden wird.

Auflösung.

Nach Lehrsatz 7. (§. 620.) werden alle antreibenden Kräfte,

wie viel ihrer auch da sein mögen, auf zwei reducirt, von denen

die eine im Mittelpunkte der Trägheit angebracht, die andere

aber ausserhalb desselben gerichtet ist; die erstere sei = S,

die zweite = V, Hat man diese zwei Kräfte gefunden, so be-

trachte man zuerst die Kraft V allein und denke sich eine un-

gleiche im Mittelpunkte der Trägheit entgegengesetzt ange*

bracht, damit dieser auch jetzt in Ruhe erhalten werde. Man
bestimme nun, wo die Richtung jener Kraft Feine zwischen

je zwei Hauptaxen liegende Ebene durchschneidet und suche

nach der vorhergehenden Aufgabe sowohl die Drehungsaxe,

um welche der Körper zuerst sich zu drehen anfängt, als auch

den unendlich kleinen, im ersten Zeittheilchen hervorgebrach-

ten Winkel. Es wird aber dem Körper ausserdem eine fort-

schreitente Bewegung beigebracht werden, und um diese zu

finden, denke man sich jene zweite Kraft V nach ihrer Rich-

tung selbst auch im Mittelpunkte der Trägheit angebracht, so

dass sie jetzt in Verbindung mit der frühem Kraft *S den Kör-

per antreibe. Da beide im Mittelpunkte der Trägheit ange-

bracht sind, so entspringt aus ihnen eine reine fortschreitende

Bewegung, und wenn man diese mit der vorhergefundenen

drehenden Bewegung verbindet, erhält man die ganze durch die

vorausgesetzten Kräfte hervorgebrachte Wirkung.

Zusatz 1.

§. 646. Verschwindet die Kraft V, d. h. ergibt sich die

einzige im Mittelpunkte der Trägheit angebrachte Kraft 5 als

allen antreibenden Kräften gleichgeltend, so wird, wie wir

oben gesehen haben, dem Körper nur eine fortschreitende Be-

wegung beigebracht.

Zusatz 2.

§. 647. Ist aber die Kraft S gleich F, hat sie jedoch die

entgegengesetzte Richtung, was der Fall ist, wenn die antrei-

benden Kräfte so beschaffen sind, dass sie alle, jede nach

ihrer Richtung, am Mittelpunkte der Trägheit angebracht sich
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wechselseitig aufheben; so wird dieser Mittelpunkt in Kühe
verharren und nur eine drehende Bewegung erzeugt werden.

Zusatz 3.

§. 648/ In allen übrigen Fällen wird in dem Körper eine

gemischte Bewegung erzeugt werden, die eine eine fortschrei-

tende, die andere um eine gewisse durch den Mittelpunkt der

Trägheit gehende Axe, von welchen beiden man jede getrennt

betrachten und bestimmen kann.

Anmerkung.

§. 649. Üieselbe Wirkung wird durch diese antreibenden

Kräfte hervorgebracht werden, wenn auch der Körper sich in

Bewegung befindet, sie wird aber in Folge der Vermischung

mit dieser Bewegung schwerer erkannt werden können. Dreht

sich nämlich der Körper schon um eine andere Axe und wird

er nun angetrieben, so wird nicht nur die Winkelgeschwindig-

keit, sondern auch die Drehungsaxe selbst sich ändern, so dass

er nun anfängt, sich um eine andere, durch den Mittelpunkt

der Trägheit gehende Axe zu drehen. In dieser Veränderung

der Axe liegt ferner die grösste Störung der Bewegung und

um dieselbe zu entwickeln, wird es zuerst angemessen sein,

eine augenblickliche Störung dieser Art genau zu bestimmen;

diesen Gegenstand wollen wir im folgenden Kapitel behandeln.
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Kapitel X.

Von der durch Kräfte hervorgebrachten augenblicklichen Ver-

änderung der Drehungsaxe.

Aufgabe 62.

§. 650. Ein starrer Körper wird, während er sich um eine,

durch den Mittelpunkt der Trägheit gehende, Axe dreht, durch

solche Kräfte angetrieben, welche ihm, wenn er in Ruhe wäre,

eine drehende Beweguug um eine andere Axe beibringen wür-

den; man soll die Veränderung der Bewegung bestimmen,

welche in einem sehr kleinen Zeittheilchen hervorgebracht wird.

Auflösung.

(Figur 88.) Da sowohl bei der schon inwohnenden, als

auch bei der durch Kräfte beigebrachten Bewegung der Mittel-

punkt der Trägheit ruhet, so wird er auch bei beiden vereint

in Ruhe verharren. Man betrachte demnach den Mittelpunkt

der Trägheit / als den Mittelpunkt einer Kugel, auf deren

Oberfläche sich der Pol O befindet und es sei lO die Axe, um
welche sich der Körper schon mit der Winkelgeschwindigkeit

Sl dreht und zwar in dem Sinne, dass der Punkt *S nach s

geführt werde. Nun werde aber der Körper durch solche Kräfte

angetrieben, dass er, wenn er ruhete, sich um den Pol S oder

die Axe IS im Zeittheilchen dt durch den Winkel qdt* drehen

würde, indem wir nämlich gesellen haben, dass dieser Winkel

mit dem Quadrat der Zeit dt homogen ist und es erfolge diese

Umdrehung in dem Sinne, dass der Punkt ö nach ca geführt

werde. Es wird demnach der W7
inkel, welchen diese zwei Axen

Ol und Sl in 1 bilden, oder auf der sphärischen Oberfläche

der Bogen des grössten Kreises OS=s gegeben und es wird
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im Zeittheilchen dt dieser Bogen OS, in Folge der inwohnen-

den Bewegung, sich um den Pol O durch den Winkel SOs
= Sldt drehen und in die Lage Os gelangen , so dass der

kleine Bogen Ss= Sldt sin s

wird. In Folge der beigebrachten Bewegung wird aber der-

selbe Bogen OS sich um den Pol «S durch den Winkel OSco

^zqdt2' drehen und in die Lage Sco gelangen, so dass der kleine

Bogen Oco— qdt2, sin s

wird. Durch diese beiden Bewegungen zugleich wird daher

der Punkt «S nach s und der Punkt O nach co übertragen wer-

den, weil keine von beiden Uebertragungen die andere stört;

alle übrigen Punkte werden aber an beiden Bewegungen Theil

nehmen. Ein beliebiger auf dem Bogen 'OS so, dass Oo= co

ist, angenommener Punkt o wird in Folge der inwohnenden

Bewegung um O nach m übertragen werden , so dass

om= Sldtsii\a) wird; in Folge der erzeugten Bewegung aber

wird er um S nach ft übertragen werden, so dass o{i—qdt2sm(s— co)

wird. Je nachdem nun ora> op oder om<^0{i ist, wird der

Punkt o in Folge beider Bewegungen vereint gegen m oder p
hin, durch den Unterschied dieser kleinen Bogen sich bewegen.

Ist daher om=zo^i, so wird der Punkt o in der Wirklichkeit

ruhen und desswegen der Pol sein, um welchen der Körper

als jetzt sich drehend gedacht werden muss; so dass in Folge

der antreibenden Kräfte die Drehungsaxe IO im Zeittheilchen

dt nach lo übertragen werden würde. Um daher diese augen-

blickliche Veränderung der Axe zu finden, setzen wir om— op

oder Sldts'm (o=zqdt2 sm(s— co) , wonach

Sl sin co= qdt sin s cos co—qdt cos s sin co

wird; hieraus geht hervor, dass der Bogen Oo— co unendlich

klein ist, und wenn wir daher sin 00= 00 und cosco=l setzen,

so erhalten wir

qdt sin s gdt&ms
£l-{-qdtcoss £1

Um diese Axe lo dreht sich der Körper mit einer eben so

grossen Winkelgeschwindigkeit, als mit welcher im Zeittheil-

chen dt die Punkte O und £ nach 00 und s übertragen werden,

woraus man dieselbe wird erkennen können. Da nämlich mit

derselben im Zeittheilchen dt der Winkel

Ooo qdfisms

Üo = —ö)
=dt(Sl + qdt cos s)

beschrieben wird, im vorhergehenden Zeittheilchen aber in
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Folge einer ahnliehen Kraft, welche letztere man nämlich nicht

als plötzlich entstanden annehmen kann* der beschriebene Winkel
= dt(Sl—qdteoss)

geschätzt werden muss, ihr Unterschied also

~2qdt2 coss

ist, so hat die Winkelgeschwindigkeit den Zuwachs

2qdtcoss

erhalten. Aus einem ähnlichen Grunde hat man, weil der

Werth q, während er zur Bestimmung continuirlicher Aende-

rungen eingeführt wird, verdoppelt werden muss, auch den

kleinen Weg Oo doppelt so gross anzunehmen. Während
nämlich in der Rechnung der Punkt O als beständig fortschrei-

tend, hier aber als in o ruhend angenommen wird, ist der hier

gefundene Zwischenraum Oo verschieden von dem kleinen

Wege, durch welchen der Drehungspol fortgeführt wird; man
denke sich nämlich den Punkt o' so , dass

Oo'=20o

ist, alsdann wird o' der Drehungspol nach der Zeit dt sein,

während es anfänglich O war. Unter dieser Voraussetzung

wird nämlich offenbar der Punkt o inzwischen unbewegt blei-

ben. Da wir nun hier
qdts'ms

gefunden haben, so wird der kleine Weg, durch welchen man,

den Drehungspol als fortgeschritten ansehen muss, doppelt so

gross oder Sqdtams
00 =—IT-

angenommen werden müssen. Die Kräfte, weiche dem Körper,

wenn er ruhete, eine drehende Bewegung um die Axe IS im

Sinne Oco beibringen würden, vermöge welcher im Zeittheil-

chen dt der Winkel
OSa)~qdt2>

beschrieben werden würde, stören demnach die dem Körper

schon inwohnende drehende Bewegung um die Axe 10, im

Siune Ss und mit der Winkelgeschwindigkeit 42, dermaassen,

dass nach Verlauf des Zeittheilchens dt die Drehungsaxe die

gerade Linie lo ist, weiche von der vorhergehenden 10 gegen

IS hin um den Winkel
Vgdt sin $

0l0= Sl

21
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absteht und dass zugleich die Geschwindigkeit der Drehung

Sl den Zuwachs ~2qdtcos$
erhält.

Zusatz 1.

§. 651. Wenn die antreibenden Kräfte im entgegengesetz-

ten Sinne gerichtet wären , so müsste man die Grösse q nega-

tiv annehmen , es würde der Punkt o auf die Verlängerung des

Bogens SO jenseits O fallen und die Drehungsgesehwindig-

keit vermindert werden.

Zusatz 2.

§. 652. Verschwindet der Bogen OS oder ist er einem

Halbkreise gleich, so wird die Drehungsaxe 10 nicht verändert,

sondern die ganze Wirkung auf eine Beschleunigung oder Ver-

zögerung der frühern drehenden Bewegung verwandt. Diess

ist der schon oben (§.403.) behandelte Fall, wo wir gezeigt

haben, dass die Zu- oder Abnahme der Winkelgeschwindigkeit

z=z2qdt ist.

Zusatz 3.

§. 653. Ist der Bogen OS der Quadrant eines Kreises,

also cos 5= 0, so wird die Winkelgeschwindigkeit Sl keine

Aenderung erleiden, sondern die ganze Wirkung der Kräfte

auf eine Veränderung der Drehungsaxe verwandt werden, indem

diese entweder S genähert oder davon weiter entfernt wird.

Anmerkung 1.

§. 654. Hier haben wir nur solche Kräfte betrachtet, welche

dem Körper, wenn er ruhete, eine einfache drehende Bewe-

gung beibringen würden , wobei der Mittelpunkt der Trägheit

unbewegt bliebe, welche Wirkung beliebige Kräfte hervor-

bringen , wenn nur ihnen gleiche und entgegengesetzte im Mit-

telpunkte der Trägheit angebracht werden, wie diess im obigen

Kapitel ausführlich gezeigt worden ist. Für andere Kräfte

wird aber die Untersuchung nicht schwieriger sein, da diese

immer dieselbe Wirkung hervorbringen, als wenn ihnen gleiche

und entgegengesetzte im Mittelpunkte der Trägheit angebracht

wären; eine fortschreitende Bewegung, welche sie ausserdem

dem Körper einflössen, würde nämlich auch hier nichts in der,

dem Körper schon inwohnenden, drehenden Bewegung verän-

dern. Selbst wenn auch in dem Körper, ausser der drehenden

Bewegung um die Axe 10, schon eine fortschreitende Bewe-

gung stattfände, würde diese durch die um die Axe IS er-
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zeugte drehende Bewegung gar nicht verändert werden. Hier

nach erstreckt sich die Auflösung dieser Aufgabe sehr weit

und kann auch auf die fortschreitende Bewegung, welche der

Körper entweder schon hat oder durch antreibende Kräfte er-

langt, ausgedehnt werden. Da nun diese Combination der

fortschreitenden Bewegung mit der drehenden keine Schwierig

keit hat, so war es hier vorzüglich nöthig, sorgfältig zu be-

stimmen, wie sehr eine drehende Bewegung in Folge einer

andern, aus Kräften entspringenden drehenden Bewegung ge-

stört wird.

Anmerkung 2.

§.655. Wenn die Axe 10, um welche der Körper sich

jetzt nach der Annahme dreht, eine der Hauptaxen wäre, so

würde der Körper diese Bewegung, im Fall keine Kräfte ihn

antrieben, beständig beibehalten, wie wir im Vorhergehenden

bewiesen haben. Ist aber 10 keine Hauptaxe, so wird, wenn

auch keine Kräfte von aussen her einwirken, die Bewegung
doch nicht beibehalten werden können, weil diese selbst Kräfte

hervorbringt, welche dahin streben die Drehungsaxe abzulenken.

Wollen wir in diesem Falle erforschen, eine wie grosse Ver-

änderung in der Drehungsaxe erzeugt wird, so ist es nicht

hinreichend, die von aussen her auf den Körper wirkenden

Kräfte zu betrachten; sondern man muss mit ihnen auch die

aus der drehenden Bewegung entspringenden Kräfte verbinden,

welche auf die Axe einwirken, wie wir oben gezeigt haben.

Da diese Kräfte nun von der Lage der Drehungsaxe 10 m
Beziehung auf die Hauptaxen des Körpers abhängig sind, so

wird es zur Sache gehören, ehe wir weiter fortschreiten, im

allgemeinen zu erforschen . auf weiche Weise durch beliebige

Kräfte die Lage der Drehungsaxe in Bezug auf die Hauptaxen

des Körpers verändert wird.

Aufgabe 63.

§. 656. Es ist die Lage der Drehungsaxe in Bezug auf

die drei Hauptaxen gegeben, und es wird dieselbe durch an

treibende Kräfte so verändert, dass der Körper nach Verlauf

eines sehr kleinen Zeittheiichens sich um ei?>e andere Axe dre-

het; man soll die Lage dieser veränderten Axe in Bezug auf

die Hauptaxen bestimmen.

A u f 1 ö s u n g.

(Figur 89.) Man betrachte wieder eine sphärische Ober-

21*
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fläche, in deren Mittelpunkte sich des Körpers Mittelpunkt der

Trägheit / befindet, es seien nun die Radien 1A, 1B , IC die

Hauptaxen des Körpers und es drehe sich derselbe um die

Axe 10 mit der Winkelgeschwindigkeit £1. Da die Lage die-

ser Axe in Bezug auf die Hauptaxen gegeben ist, so setze man
die Bogen AO= a, BO= ß und CO=y, so dass

cos «2 -f cos/32 -j- cos y
2 :zz 1

werde. Hieraufsetze man aber die Winkel BAO= l, CBO= {i

und ACO— v, alsdann wird, weil AB, BC und CA Quadran-

ten sind:

cosß= sin «cos l, cos y= sin ß cos jx und cos«~sinyeosa>.

Hieraus folgt:

cos/3 cos v cos«
COSÄ= —

, COS (t= -

—

öt, COSV=—; >
sm« r sinp smy

, , cosy . cos« . cos/3 ,

sin/,— . 9 sinu= -r--ör, smv= -—
-; also

sin« r sinp siny

cosy x cos« cos/3 , , . , , 1
tgA= 15, tgu,~ > tgv= und tgA tgfi tgv— I.ö cosp ör cosy ° cos« to ni °

Diess ist eine Relation zwischen den drei Winkeln a, p
und v, wodurch die Bogen «, ß und y so bestimmt werden,

dass man hat:

tgv cotgfi tgA cotgv
tg «= r = ; r- , tg ö= =—

:

" cosa swa ör cosfi sin/x

tfflt cotgÄ
und tgy=:-g-^=: ,

h
ö ' cos v sinv

Mittelst der angeführten Relationen werden, wenn BAO
z=a und AO= et gegeben sind, die übrigen Werthe so bestimmt,

dass man hat
'

, . , cotg«
cos p = sin «cosa, cosy =: sin «sin X, tgfi=:—;—

—

und tgv— tg«cosÄ.

Wenn nun vermöge der antreibenden Kräfte im Zeittheil-

chen dt die Drehungsaxe 10 nach Io übergeht, so kann man
den ganzen Körper betrachten, als ob er sich inzwischen um
die Axe lo gedreht hätte, bei welcher Bewegung die Punkte

A, B, C ihre Abstände vom Punkte o beibehalten werden, so

dass nach Verlauf des Zeittheilchens dt der Drehungspol o

von den Hauptpolen A, B, C die Abstände Ao 9 Bo } Co haben

wird. Ist daher der elementare Winkel OAo=.dl und Ao-=ia

-\-da gegeben, so erhält man die Veränderungen der übrigen

Winkel und Bogen durch gewöhnliche Differentiation

:



augenblicklichen Veränderung der Drehungsaxe. 325

- n dXsmasinX—da cosa cos X
dp= . Q —

,

r smß
_ — cZAsinacosA— rfacosasinA
' sin y

— 6fosinA — <#/lsinacosacos X
^ cos a2 + sin a2 sin X2

9

_ *7aeosÄ — £ZAsinaeosasinÄ
t/v

~"~ ——

—

•

cos a2 + sin a2 cos Ä2

Zusatz l.
1

§. 657. Könnte man von diesen Differentialen zu den In-

tegralen fortschreiten, so würde man im Körper zu jeder Zeit

diejenige Axe, um welche er sich alsdann drehte und ihre

Lage in Bezug auf die Hauptaxen angeben können.

Zusatz 2.

§. 658. Wir nehmen hier nämlich keine Rücksicht auf die

Bewegung des Körpers, sondern es handelt sich nur darum,

die augenblickliche Veränderung der Drehungsaxe in Bezug auf

die Hauptaxen kennen zu lernen; daher ist die Drehungsge-

schwindigkeit hier nicht in die Rechnung eingetreten.

Zusatz 3.

§. 659. Da in der vorhergehenden Aufgabe der kleine

Bogen Oo bestimmt worden ist, so wird hier

Oo=^da*+ dX*l&na*

und ferner, zur Bestimmung seiner Lage in Bezug auf den

Bogen AO oder Ao
, ^ cZAsina , . . _ dX.&ma

, . ~ da
tgAoO~ —-7— oder sm AoO=—^ und cos Aou= jj~ ;

so dass wir hierdurch jetzt die Elemente

da= Oo.co$AoO und dX~ ;

sina

haben.
Anmerkun g.

§. 660. Sind daher die Kräfte bekannt, durch welche ein

Körper angetrieben wird, während er sich um irgend eine Axe
dreht, so kann man nach dem vorhergehenden Kapitel die

Axe bestimmen* um welche er sich, wenn er ruhete, zu dre-

hen anfangen würde. Mittelst der vorhergehenden Aufgabe

wird man ferner die in der Drehungsaxe eingetretene Aende-

rung erforschen können. Wenn sich aber der Körper zuerst



326 Kap. X. Von der durch Kräfte hervorgebrachten

nicht um irgend eine Hauptaxe drehet, niuss man ausser den

äussern Kräften, durch welche der Körper etwa angetrieben

wird, vorzuglich diejenigen in Betracht ziehen, welche aus der

drehenden Bewegung selbst und der Centrifugalkraft entsprin-

gen. Haben wir diese Kräfte oben auch im allgemeinen ange-

geben, so muss man sie doch nun von neuem in Bezug auf

die Hauptaxen, in so weit die Drehungsaxe von ihnen abweicht,

bestimmen. Sind diese bekannt, so wollen wir, da es leicht

ist sie mit äussern Kräften zu verbinden , sie künftig aHein be-

trachten und genau erforschen, wie stark die Lage der Dre-

hungsaxe durch sie gestört wird.

Aufgabe 64.

§. 661. Dreht sich ein starrer Körper um eine beliebige,

durch seinen Mittelpunkt der Trägheit gehende, Axe, deren

Lage in Bezug auf die Hauptaxen gegeben ist; so soll man die

Kräfte finden, welche hieraus für die Störung der Drehungs-

axe hervorgehen.

Auflösung.

(Figur 91.) Es sei / der Mittelpunkt der Trägheit, ferner

seien IA 9 IB und IC die Hauptaxen und Mo?, Mb2 und Mc*
die Momente der Trägheit in Bezug auf sie. Es drehe sich

aber der Körper um die Axe 10 mit der Winkelgeschwindig-

keit = £1 und man fälle aus dem beliebigen Punkte O dieser

Axe auf die Ebene AlB das Perpendikel OL und wenn man
nun die gerade Linie IL zieht, sei der Winkel AIL~m und

LIO= ?i. Wir haben daher zur Bestimmung der Lage dieser

Axe 10 in Bezug auf die Hauptaxen

:

cosAIO—cosmcosn, cos BIO— s'mm cos 7i und cos CIO— sin n*

Nimmt man nun die Hauptaxen als Coordinatenaxen an,

so ziehe man ihnen parallel die drei Coordinaten IX = x ,

XY~y und YZ= z, und wenn man ferner in Z ein Element

dM des Körpers annimmt; so hat man nach der Natur der

Hauptaxen

:

fxydM=z0 9 fxzdM=0 und JyzdM^O (§. 452,).

Ausserdem hat man

f{y* + z2)d31= Ma\f{x* + z2)dM= Mb* und f(x2+y2)dM--=3Ic*,

also

fx*dM=: 1
/2M[b

2
' + c2-a2

J , fy
2dM= %M[a* -f c2-62

]

und Jz*dM= yaM[oa + 62— c2].

Hierauf ziehe man in der Ebene AOB die Linie IP nor^



augenblicklichen Veränderung der Drehungsaxe, 327

mal auf IL und in der Ebene LOC die Linie IQ normal auf

10, so dass die geraden Linien 10, 1P und IQ auf einander

normal sind; alsdann wollen wir diese als Coordinatenaxen an-

wenden. Zu diesem Ende ziehen wir zuerst YS^IP in der

Ebene AIB, alsdann wird

IS=x cos m -\- ysinm und YS=ycosm— xsinm.

Ferner ziehe man aus Z die Linie Zylfe YS, welche er-

stere auf die Ebene LIO normal und wobei

Zy=y cosm — x sin in und Sy= YZ^=. z

sein wird. Endlich fälle man aus y auf 10 das Perpendikel

yx, so dass nun die verlangten Coordinaten

Ix=X, xy— Y und yZ~Z
sind und wir haben:

X= IS cos n + Sy sin n znx cos wi cos n-\-ys\nm cosw + z sin n ,

Y=zyS cos w— /$ sin w = z cos w— #cosm sin w— ysin

m

sinn und

Zz=zy cos m— ^ sin m.

Da nun das in Z gelegene Element dM, in Folge der

Sl^xZdM
Winkelgeschwindigkeit = Sl, eine Centrifugalkraft =: öt~

(§. 33.1.) ausübt, so entsteht hieraus eine längs xy gerichtete

Kraft = k und eine, nach der yZ parallelen Richtung

in x angebrachte Kraft= —£ -• Da aber diese Kräfte,

weil fYd31=0 und /ZdM=zÖ ist, sich wechselseitig aufheben,

so hat man nur ihre Momente in Betracht zu ziehen. Nimmt

man demnach 10~f an, so ergibt sich in O die IQ paral-

lele und allen Kräften yZ gleichgeltende Kraft Oq , wenn man

nur die diesen Kräften gleichen und entgegengesetzten im

Mittelpunkte der Trägheit / anbringt. Wegen der Momente

hat man nun

OqAO=.~fXYdM und OpAO rJ^-JXZdM

,

also
02 02

die Kraft Oq=^r-fXYdM und die Kraft Op= yrfXZdM.

Geht man aber auf die Hauptcoordinaten zurück, so hat man

fXYdM= sin n cos n[fz*dM- cos m*fafidM— sin nPffidM]
und /XZdM= sin jncosm cos nlfy^dill—fx2dM] ;

also mittelst der angegebenen Momente:

/XYdM=Msin n cos n [«
2 cos m2 + 62 sin in1— c2]

und JXZdM—M sinm cos m cos n [a2 — 62].
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Ans der drehenden Bewegung entstehen folglieh diese Kräfte

„ MSl^smm cosm cosw(a2—

6

2
)

°P=
2fy

—
linc* n _^^5l^^osw

[
a2c°sw2 + 62 sin?n2—-c2]

welche im Punkte nach den, OP und OQ parallelen, Rich-

tungen angebracht sind, wobei man sich aber ihnen gleiche

und entgegengesetzte im Mittelpunkte der Trägheit /angebracht

zu denken hat.

Zusatz 1.

§. 662. Da die Kraft Oq auf die Drehungsaxe 10 in ö
normal ist, so wird sie verlängert die Ebene AOB in einem

Punkte M schneiden, welcher auf der verlängerten Linie IL
liegt und es wird, weil 1031 ein rechter Winkel ist,

1M= ~£— und OM=f\f>n.
cos?^ l cJ

Zusatz 2.

§. 663. Die Richtung der andern Kraft Op ist aber auf dieEbene

LIO normal, weil sie der, in der Ebene AIB auf IL normalen,

IP parallel ist; es wird ferner die Ebene pOq erweitert gegen

die Ebene AIB unter einem Winkel =90°

—

n geneigt sein

und dieselbe in einer auf IM normalen geraden Linie schneiden.

Zusatz 3.

§. 664 Weil diese aus der drehenden Bewegung entsprun-

genen Kräfte ihnen gleiche und entgegengesetzte im Mittel-

punkte der Trägheit angebracht haben, werden sie nur die

drehende Bewegung stören und dem Körper durchaus keine

fortschreitende Bewegung beibringen, so dass der Mittelpunkt

der Trägheit in Ruhe verharren wird.

A u fg a b e 65.

§. 665. Nachdem man die Kräfte gefunden hat, welche

aus der drehenden Bewegung als diese störend entspringen,

soll man die Axe bestimmen, um welche diese Kräfte den Kör-

per, wenn er in Ruhe wäre, drehen würden.

Auflösung,
(Figur 92.) Bleibt alles wie in der vorhergehenden Auf-

gabe, so dass 1A, IB und IC Hauptaxen und die Momente
der Trägheit in Bezug auf sie Mo?, Mb2 und 711c2 sind, so

sei 10 die Axe, um welche sich jetzt der Körper mit der Ge«
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schwindigkeit Sl dreht und deren Lage durch die Winkel
AlL— m und L10=n bestimmt wird. Dabei sei die gerade
Linie OL normal auf die Ebene AOB, so dass, wenn man
10— f setzt,

IL— fcosn und OL=zfs'inn
werde. Zieht man nun aber aus O auf 10 die Normale OM,
so wird „,.„ f , _

131=z—'— und OM=ften;
COS TZ ' °

zieht man ferner auf iTfl, in der Ebene ^4/2? die Normale 7JU,
so wird _ . f _ _ Ä . Asm

/J=: ^ und MA— 1-^—*
COSlllCOSU COS71

Nun hat man aber in O die Kräfte Op und Cty, von de-

nen die erstere parallel AM, die letztere mit OM in einer ge-

raden Linie liegt und es sind diese Kräfte

MSI2 sin m cosm cos n (a2— b2)
0/>:

und _ MSI2 sin n cos n\a2 cosm2 + b2 sin ni2—

c

2
]

0sr=- —^
Die Richtung ihrer mittlem- Kraft wird die Ebene A1B

irgendwo in V auf der geraden Linie MA schneiden, so dass

MOiMV^OqiOp
wird, woraus man

/sinmcosmfa2— b2)
MJ/=

c~o~sn[a2 cosm2 + b*änrn*~-c*\

un d mb 17— sinmcos m(aa --

6

a
)

tg jj f ^ - ß2 cog 77l
2TjTö2 sin m2_ 6

.2

>

erhält. Hieraus schliesst man, dass

tgJ/F=tg(«- ilf/F)=|^=^= .ö b v y (a2 — c2) cosm
welchen Winkel A1V wir oben (§. 639.) 6 genannt haben, und

der Abstand

/'V"ö^o7m
2 4:64 sin m2 •+ c4 — ^(fl2 cos

m

2 + 62 sin

w

2)"

— ~~~
cos n [f/

2 cos m2 + b2 sinm2 — c2]

~~

sei, welchen letztern wir oben h genannt haben, so dass

f(b2 — c2)s\nm
h^

cos n sin ö [a2 cos m2
-f- b2 sinm2— c2]

/(a2 — c2) cos »i

cos w cos 6 [a2 cos m2 + b2 sin m2—
• c2 \

wird. Wir können uns daher jetzt im Punkte V jene Kräfte

angebracht denken, nämlich
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M £l 2 sin m cos mc>os n(a2— b2)

die Kraft VM=— ^ -

und BIM2 sinn cos n [a2 cosm2
-f 62 sin m2—c2]y l z=z fi-z ,

*fö
von denen die letztere, längs VR#LO und längs VN^ML
zerlegt, ergibt

,. ,r „, , TT „ M.&Ps'mn cos n2\a2 cos m2 f b2 s\mn2—

e

2
]

die Krait längs f'jß
—

<•>?
"

und
,. T^ - . ____ J/.^2sin?i2 cos??fa2 cosm2+ 62 sinm2—

c

2
l

die Kraft längs VN~ ^^ ^

wo die erstere die oben mit dem Buchstaben R bezeichnete

Kraft ist. Der obige Ausdruck der auf IV in der Ebene AIB
normalen Kraft, nämlich Qcosd— Psind ist hier VM.co&MIV
— FiV.sin Ml F, woraus sich ergibt

^ * ™ . * ü!/.iß2sin/?zcos/ncosw 3
(«2—

6

2)(a2cosm2-f62sinw2—

c

2
)

Qcoso—jPsino= r
— — —

^

2fy\ a4cosm2+64sin??i2 fc4—2c2[a2cosm2+62sin/w2]

Da ferner
j

. (b 2—

c

2)sinm
tg 0—7—0- ^—--

(az — cz) cosm
ist, so wird

„ (a2— c2) cos m
COS O= r — - „ . rrrrrr.

V a4 cos m2 + b4 sin m2 + c4— 2c2 (a2 cosm2 + 62 sin 7?i
2
)

Nachdem diese Ausdrücke bestimmt sind> sei IF diejenige

Axe, um welche diese Kräfte den Körper, wenn er ruhete,

drehen würden, fällt man nun aus F auf die Ebene AIB das

Perpendikel FE und setzt man die Winkel AIE=iq und EIF
= 0, so haben wir nach Aufgabe 60. (§. 639.)

«*2 cos ä a2(a2— c2) cosm
tg n~ b2 si n ö~ Ä2(62— c2) sinm

. . Qcos£ — Psin^ _
.

sin ?m cos ?2 (a2— ö2)ö2 sin«
und *« 6= kc'cobS— bsm ^= Ftfrzt*^

•

Endlich wird im Zeittheilchen dt um diese Axe IF ein

Winkel dco erzeugt werden, so dass wir haben

_ &2 dt2 sin n cos n Va^ja2̂ ^)2 cos m2 + 647^^j^n7/a2

</a)—~~ "

%i2b2 cos6

Sl2(a2— c2) Ji2 cos m sin ra cos n

262sin^cosö

Sl2(b2— c2)dt2 sin m sin w cosre

2«2 cos rj cos #

Zusatz 1.

§. 666. Werden zur Bestimmung der vorausgesetzten Axe
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10 die Winkel OIA=zu, OIB^ß und OIC=y, zur Bestim-

mung der Axe der elementaren Drehung IF aber die Winkel

FlA=zlU FIB~%> und FlC—d gesetzt; so haben wir:

cosa—cosmcos«, cos|3= sin??2cosw 3 cos yz=z sinn

und cos'2f= cos r\ cos 6, cosS=—• sin ^ cos 6, cos<£= sin ö.

Zusatz 2.

§. 667. Da ferner

«2(a2 — c2) cos a
*£*?—

ö

a
(6

a— c^cös^'
so erhält man/ wenn man der Kürze wegen

V~a4 (a2— c2)
2 cos a2 + 64 (6

2—

c

2
)
2 cos (3

2= W
setzt,

«2 (a2~c2)cosß , ö2 (6
2— c2) cos ff

sin iy= jp und cos^=— ^
Setzt man nun ferner

4ria464 (a2~62
)
2 cosa2 cosß2 + a4c4 (a2-c2

)
2 cosa2 cosy2 ) _ ^

V « + 64c4 (6
2 -c2

)
2 cos/32 cosy2 I

so erhält man
b*c2 (l>2—

c

2
) cos ß cos y

COS Vi= ~~y^ '

__ a2c2 (c2— a2)cosacosy
cos2?= ^ >

„ a2b2 (a2— b2) cos a cos
cos C= äüT*

Sl2 Wdt2

da —
2a2^26.2 •

Anmerkung.

§. 668. Was den Sinn betrifft, in welchem die Drehung

um die Axe IF erfolgt, so hat man, weil

Sl**FdP
dco— 2a2b2c2

immer positiv ist, zu bemerken, dass bei der Aufsuchung die-

ses Werthes die Kraft VR als positiv betrachtet worden ist,

wesshalb nach der Figur der Punkt E im Sinne Ee gegen A
hin, bei der drehenden Bewegung fortgeführt wird. Obgleich

dieses Verhältniss nur in der Figur, wo die Winkel m, n, rj, ß

positiv und kleiner als 90° sind, stattfindet, so kann man doch

hieraus richtig auf das Verhältniss des Sinnes schliessen. Ist

dieses einmal in die Rechnung eingeführt, so werden wir hier-

auf allgemein bei der Wahrheit bleiben. Uebrigens ist es klar,
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dass, wenn die Axe 10 in eine der Hauptaxen fällt, deo^ü
sein wird; denn wenn a— ist, wird ß= y= 90°, also cosß

=cosy=0 und es verschwindet in diesem Falle die Grösse

W. Zugleich sieht man ein, dass in keinem andern Falle diese

Störung dco verschwinden kann und es daher nicht mehr als

drei freie Drehungsaxen geben wird, wenn nicht etwa zwei

Hauptmomente einander gleich sind.

Aufgabe 66.

§. 669. Dreht sich ein Körper um eine beliebige, durch

seinen Mittelpunkt der Trägheit gehende und von den Haupt-

axen verschiedene Axe; so soll man die augenblickliche Aen-

derung bestimmen, welche so wohl die Drehungsaxe, als auch

die Winkelgeschwindigkeit erleidet.

Auflösung

(Figur 93.) Man übertrage alles, was wir in der vorher-

gehenden Aufgabe gefunden haben, auf eine um den Mittel-

punkt der Trägheit / beschriebene sphärische Oberfläche, auf

welcher A,.B, C die Pole der Hauptaxen und in Bezug auf

welche letztern Mo?, Mb2
, Mc2 die Momente der Trägheit

sind. Ferner sei O der Pol derjenigen Axe, um welche sich

der Körper jetzt mit der Winkelgeschwindigkeit = Sl im Sinne

ABC dreht. Hat man aus C durch O den grössten Kreis

COM gezogen, welcher ein Quadrant ist, so werden die Bogen

AM—rn und MO— n. Ferner nehme man auf der Verlange

rung des Quadranten BA den Bogen AE— iq und auf dem
nun gezogenen Quadranten CE den Bogen ES=6 an; so dass

man habe

a2(a2— c2)cosm b2 sinm sin rj a2 cosm cos 97

tg ^ ==
62(62—

c

2)sinm
°der

a2—

c

2 "" 62— c2

und
b2 sin m sin rj (a2—b2

) cos n a2 cosm cos v\ (a2—b2
) cos n

t§ 6 —"
c2(a2— c2)smn

"~~
c\b2 - c2) sin n

*

Hat man dieses auf solche Weise bestimmt, so wird in

Folge der Centrifugalkräfte des Körpers derselbe das Bestreben

haben, sich um den Pol $ im Sinne Ee zu drehen, so dass

er im Zeittheilchen dt den Winkel

Sl2(a2—c2)dt2cosms\micosn £>ß(b2—c2)dt2 s\amsmncos n

262sin?7cos0 2a2cos^cos0

oder £l2(a2—

b

2)dt2sm mcos m cos n2

2c2 sin ß
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beschreiben würde. Man ziehe demnach den Bogen des gröbs-

ten Kreises OS, derselbe sei =s und wir haben ihn hernach

zu bestimmen, ferner wird in der Aufgabe 62. (§.650.)

Sl2(a2— 62)sin?raeosmeosrc2

q
_.

2c2 sin Ö
'

Hiernach wird sich der Körper, in Folge der elementaren

drehenden Bewegung, so um den Pol o drehen, dass der

kleine Bogen
^ £l(a2— 62)^£sinmcosmcos?i2 sins

er sin

ist; die Winkelgeschwindigkeit Sl wird aber einen Zuwachs
£l2(a2— b2)dt sin m cos mcosn2 cos s

cz sinö
empfangen.

Man muss daher nun zuerst die Lage des Bogens OS
oder den Winkel COS, um welchen er gegen den Bogen CO
geneigt ist, suchen. Zu diesem Ende betrachte man das

Dreieck OCS, in welchem 0(7=90°— n, CS= 9O°-0 und

der Winkel OCS=zm-\-fj ist und woraus man findet

_ cosnt&0 sin n cos (?n + rf)
cotg L OS~ -~r—,—f—-

. / ,
—r— •° sm(jn -f rf) sin (m + vj)

Es ist aber
a*(a*—c*) cosm2 + />

2
(6

2- c2) sin ma

g (™ + ^ ~r
" (a2— 62)(c2— a2— 62)~sinMi cos 7«

und cps rctgö _ a2b2(a2— b^sinm cos mcosn2,

sin (m -|- i/)
~~

c2 sin ra [b2(b 2— c2) sin

m

2
-f- a2(a2— c2) cos/n2]

'

also

M? c2s\nn[a2(a2—c2
)cosm2+b2(b2-c2)shwi

2
]

Man erhält ferner aus demselben Dreieck COS
cos s==cos (m -f- ??) cos rc cos (9 + sin /2 sinö

: sin (9 |_sin n + ^ *-'

__ sin m sin ö [qa6
2— (q

a + b2) c
2 + c4]~~

a2b2
"^

__ (o2— c2)(b2— €2)sin7*sinfl
"~

a2b2

woraus man ableitet

Sl2(a2—

b

2)(a2~c2)(b2—

c

2
) sin mcosmsm neos ?i

2
_

Setzt man endlich OA~ct, OB= ß und OC=y, so wird
der kleine Bogen
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°°^§^' V~[a464(ß
2-/>Tcos^cos/32+a46'4(a2-c2)

2cosAosy2

+64c4(6
2-c2)

2cosj32cosy2-^
ulul

-7 r,
&*

(fl
2— &2) (a2

"~ c>2) (&
2~ c2) cos a cos

ft
cos y

Fällt man aber aus o auf CO das Perpendikel o/?, so wer-

den nach den Regeln der sphärischen Trigonometrie die elemen-

taren Bogen Op und op rational ausgedrückt, dass man hat:

Sl (qg - 62) # cos « cos ß [a^b* - (a2 - ca) (6
2— c2) cos y

2
]

' a262c2 siny
und

Sl dt cos y [q
2(a2-- ca) cos <x

2 + 62 (&2— c2) cos ff
2
]

P a2^2 sin y

Zusatz 1.

§. 670. Da
&2Q2- 62) (o

2— c2) (6
2 — c2) cos a cos

ff cos ydSl—
a*b*c*

ist, so ersieht man deutlich, dass, wenn von den drei Haupt-

momenten zwei einander gleich sind, die Winkelgeschwindig-

keit sich durchaus nicht ändern wird.

Zusatz 2.

§. 671. Fuhrt man die Abstände a, ß, y des Pols O von

den Hauptaxen A, B, C ein, so wird

•VW— c2 cos y [tt
2(a2— ca) cos «*+ IP (6

2— c2) cos ff

2
]

tg 60£- -

(a2^ b2ycQs a cog^^2 __ (a2__ <i2)(62 __^ cQg y2=j

,

und wenn man den Bogen ^40 gezogen hat,

tgAOC=-^£~ ;° cos« cos y

hieraus schliesst man
aa costt [6

2
(6

2—

«

2)cos^2 -fc2 (c2 -a2)cosy2]
tg A Ob—

(62 __ c2j c()s ^ cog y j-(62__ a2)(c2 __^ cos a2_ 62^2J*

Zusatz 3.

§. 672. Diese Formel zur Bestimmung des Winkels AOS
ist jener für den Winkel COS analog und geht aus derselben

hervor, wenn man die Buchstaben a, b, c, wie auch die a,
ff,

y in ihrer Reihefolge um Eine Stelle versetzt. Auf diese Weise
würde sich aber ein negatives Zeichen ergeben, was mit der

Natur der Sache übereinstimmt, da der Winkel AOS auf die

entgegengesetzte Seite in Bezug auf den erstem fällt.



augenblicklichen Veränderung der Drehungsaxe. 335

Zusatz 4.

§. 673. Schneidet der Bogen OS den Quadranten AC im
Punkte R 9 so erhält man

/iP_ a2 cos « [6
2
(tt

2— 62) cos ft
2 + c2Q2 - c2) cos y

2
]tg ^^ —

ca cog y £fl2 (a2 __ c2) cos a2 + $2(fl2_ C2) cos ß2J
>

und wenn derselbe Bogen SO verlängert den Quadranten BA
in Q trifft, so wird analog

62 cos /3 [c
2
(6

2- c2) cos

y

2 + q2 (62 - a2) cos a2 ]

g ^—a2 cosß:[62 (6
2—

a

2)cos|32 -f c2 (c2-a2)cosy2]—cotS^-
Zusatz 5.

§. 674. Da im Zeittheilchen d^ der Bogen CO= y um das

Theilchen Op kleiner wird, so wird durch Differentiale

a2ö2c2dys\ny=z &(&2— a*)dt cos a cos/3[«262

— («
2— 6-2

)(/>
2—

c

2)cos72] (§.669)
und hieraus nach der Analogie

a*b*c*dßs\xiß =Ä(aa—

c

2
)eft cosy cosa[>2c2—(c2—

&

2)(a2-62)cos/32],

aa6V*€Zasina:=&(ca—

ö

2)«ftcos|3cosy[>2c2—(62-a2)(c2-a2)cos«2].

Anmerkung.

§. 675. Wir haben, was gehörig zu bemerken ist, in der

Auflösung angenommen, dass der Körper sich um die Axe 10
im Sinne ABC drehe, welchem Falle demnach die gefundenen

Formeln angepasst sind. Dreht sich aber der Körper im ent-

gegengesetzten Sinne, so werden die Formeln sehr leicht dem
selben angepasst, indem man die Geschwindigkeit der drehen-

den Bewegung £1 negativ setzt.

Wir haben so diese sehr schwierige Aufgabe, worin die

augenblickliche Veränderung gesucht wird, während der Kör-

per sich um eine Axe dreht, die keine der Hauptaxen ist,

ziemlich bequem aufgelöst, da die letzten Formeln, auf die

endlich die Auflösung zurückgeführt ist, sich nicht so ver-

wickelt darstellen, dass man einfachere hätte erwarten dürfen.

Auch findet kein Verdacht irgend eines in der Rechnung be

gangenen Fehlers statt, da die Formel, durch welche die Zu-

nahme der Winkelgeschwindigkeit dSl ausgedrückt wird, zu

allen drei Hauptaxen gleiche Beziehung hat; ferner bestätigt

die Herleitung des Winkels AOS aus dem COS die Sache

auf sehr kräftige Weise. Endlich findet man, dass die im letz-

ten Zusatz dargestellten Formeln die Eigenschaft haben, dass

da sin a cos a -f- dß sin ß cos ß -f dy sin ycosy=0
wird, wie es die Hauptbedingung
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cos«2 -\- cos/32 -f- cosy2= l

erfordert. Die drei letzten Gleichungen, in Verbindung mit

derjenigen, welche das Differential d£l bestimmt, enthalten die

vollständige Auflösung der Aufgabe, wobei man eine beliebige

jener drei Gleichungen vernachlässigen kann.

Würde der Körper ausserdem durch äussere Kräfte ange-

trieben, so wäre die Auflösung nicht viel schwieriger, wie wir

in der folgenden Aufgabe zeigen werden.

Aufgabe 67.

§. 676. Ein starrer Körper wird, während er sich um eine

beliebige, durch seinen Mittelpunkt der Trägheit gehende Axe

dreht, durch beliebige Kräfte angetrieben; man soll die hieraus

entspringende Aendernng so wohl in der Axe, als auch in der

Winkelgeschwindigkeit bestimmen.

Auflösung.

(Figur 93.) Es sei 10 die Axe, um welche der Körper

sich jetzt mit der Winkelgeschwindigkeit = £1 im Sinne ABC
dreht, und man bestimme zuerst ihre Lage in Beziehung auf

die Hanptaxen 1A, Iß und IC, in Bezug auf welche die Mo-

mente der Trägheit Mo?, 31b2 und 31c2 sind. Setzt man fer-

ner die Bogen OA — cc,- OB= ß und OC~y, so suche man

nach der vorhergehenden Aufgabe, um wieviel sich im Zeit-

theilchen dt so wohl die Drehungsaxe 10, als auch die Win-

kelgeschwindigkeit in Folge der drehenden Bewegung allein

verändern muss. Geht nämlich der Drehungspol von O nach

o über, so haben wir gesehen, dass das Increment des Ab-

standes CO=iy oder

„ Sl(a2— b2)dt cos a cos ß [a2b2 - (a2—c2)(6
2— c2) cosy2]Co-LO^ a%^süTy ;

'

und das Increment des Winkels BCO oder

Sldi cos y [a
2(a2~ c2) cos a2 -f b2{b2— c2) cos ß

2
]OCo—

a2b2 sin y
2

sein wird, welche Elemente die Lage des Punktes o ohne

Zweideutigkeit bestimmen. Ausser dieser Veränderung der

Drehungsaxe wird aber die Winkelgeschwindigkeit Sl ein

Increment

_____
&2(a2 - b2)(a

2— c2)(b2— c2)cosacosficosy^—
a262c2

ät

erhalten. Hierauf erwäge man, ob die antreibenden Kräfte

dem Körper eine fortschreitende Bewegung beibringen, was
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sehr leicht zu beurtheilen ist, indem man sich alle Kräfte,

jede längs ihrer Richtung, am Mittelpunkte der Trägheit ange-

bracht denkt. Wenn sich nämlich dieselben wechselseitig im

Gleichgewichte halten, wird dem Korper gar keine fortschrei-

tende Bewegung beigebracht werden; gibt es aber eine ihnen

gleichgeltende Kra/'t, so wird diese eine fortschreitende Bewegung
im Körper erzeugen, welche nach den ersten Principien leicht

zu bestimmen ist. Hierauf bringe man eine, dieser gleichgeltenden

gleiche und entgegengesetzte, Kraft im Mittelpunkte der Träg-

heit selbst an, damit dieser Punkt in Ruhe erhalten werde

und indem man nun diese Kraft mit denjenigen Kräften ver-

bindet, durch welche der Körper wirklich angetrieben wird, re-

ducire man alle auf zwei, von denen die eine im Mittelpunkte

der Trägheit, die andere in einem gewissen anderen Punkte

angebracht sei und welche zwei Kräfte einander gleich und

entgegengesetzt sein werden. Man suche ferner nach dem vor-

hergehenden Kapitel die Axe, um welche der Körper vermöge

dieser Kräfte sich zu drehen anfängt und zugleich den Winkel

der augenblicklichen Drehung. Hieraus suche man nach Auf-

gabe 62. (§,650.), ohne irgend eine Rücksicht auf die schon

gefundene Veränderung, weil diese unendlich klein ist, als ob

der Körper sich noch um die Axe IO drehete, die in der Axe
und der Winkelgeschwindigkeit eintretende Veränderung und

redliche jene auf die, im Bogen CO und im Winkel BCO
entstandenen, Incremente oder Decremente. Endlich verbinde

man diese drei Elemente mit denjenigen, welche schon vorher

durch die drehende Bewegung bestimmt worden sind und wird

so die wahre, sowohl in der Axe /O, als auch in der Winkel-

geschwindigkeit aus beiden Ursachen zugleich hervorgegangene,

Veränderung erhalten.

Anmerkung,

§. 677. Indem man die Wirkung der antreibenden Kräfte

erforscht, kann man die daraus entspringende Veränderung der

Axe auf dieselbe Weise durch den elementaren Winkel OCo
und den Unterschied der Bogen CO und Co ausdrücken, deren

wir uns hier bedient haben. Man suche nämlich zuerst die

Axe, um welche der Körper, wenn er sich in .Ruhe befände,

durch die Kräfte gedreht werden würde, es sei dieselbe IS
und ferner qdf1 der im Zeittheilehen dt hervorgebrachte Dre-

hungswinkel um S und im Sinne Oco, Zur Bestimmung des
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Punktes S setze man den Bogen AE= tj und ES= 6, welche

Werthe von den vorhergehenden, die aus der drehenden Be-

wegung hervorgegangen waren, gehörig zu unterscheiden sind.

Da nun AM=zACM=m, also

eosa . , cos/5
cos m= —, und s\nm~——

-

sin y siny

ist, so wird MCE=m + ri und man findet aus dem Dreieck OCS
cos OS= cos s= cos (m + rf)

sin y cos ß -f- cos y sin ß

und A sma sinytgö cosycos(??i + ?7)
COtgC l/OZ:^-: 7—r ;

—

y : r •° sin (rn -\-7]) sin (in + rf)

Nun wird, nach Aufgabe 62. (§.650.), der Drehungspol ö
nach o übertragen , so dass

„ c2c/dts\ns

und das lncrement der Winkelgeschwindigkeit

2qdtcos=: 2qdt[s\n y cos ß cos (m -\- 1]) -\- cos y sin #]

wird, hierauf erhält man aus Oo

{^==.Oö.cosCOS=?S^p£ C0S cOS
Un(1

op=Oo.sinCO>S=?^llL5 sinCo>S

2tfrf£—
-j^r cos ß sin (m + rj) (§.669.);

also den Winkel

Op — %gdt cos ß sin (m+ ^)

jßsiny

Hieraus leitet man aber ferner

CO—Co=Op=op.cotgCOS=:~-[sinysinÖ-cosycos(9cos(m+?y)]

ab. Es bleibt demnach nur noch übrig, diese Elemente mit

denjenigen, welche aus der drehenden Bewegung hergeleitet

sind, zu combiniren, um die veränderte Drebungsaxe und zu-

gleich das lncrement oder Decrement der Winkelgeschwindig-
keit zu erhalten.

Aufgabe 68.

§. 678. Es ist für eine gewisse Zeit die Lage eines star-

ren Körpers, welcher sich um irgend eine durch seinen Mittel-

punkt der Trägheit gehende Axe dreht, gegeben und es ver-

ändert sich so wohl die Drehungsaxe, als auch die Winkelge-
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schwindigkeit auf beliebige Weise; man soll die augenblick-

liche, hieraus hervorgehende Veränderung in der Lage des

Körpers bestimmen.

Auflösung.

(Figur 94.) Da der Mittelpunkt der Trägheit des Körpers
sich in Ruhe befindet, so beziehe man die Lage des letztern

auf eine feste, um denselben Mittelpunkt beschriebene Kugel,

innerhalb welcher der Körper seine Bewegung ausführt. Auf
dieser Kugel nehme man den grössten Kreis VXZY und auf

demselben den festen Punkt Z an, und es entsprechen zu

einer gegebenen Zeit — t die Hauptaxen des Körpers den Punk-

ten A 9 B, C auf der Kugelfläche, so dass AB, BC, CA Qua-
dranten sind. Um die Lage- derselben durch Symbole darzu-

stellen, seien die Bogen der grössten Kreise ZA= l, ZB=m,
ZC=n; alsdann wird

cos/2+cosma 4-cosw2= l.

Setzt man ferner die Winkel XZA=:X, XZB=zp,} XZC=vt

so wird nach der sphärischen Trigonometrie:

cos(fi— A) = — cotg/cotgm; cos(V— [i)=:— cotgm. cotg n;

cos (v— A) —— cotg l. cotgrc

;

demnach
cos (^— A) cos (v — X) = cotg l

2 cotgm cotg n ==— cotg l2 cos (v — ft)

und so

cos (ft— A) cos (v— A)
cotgl2= -

cotgni2-

cos(V— ft)

cos (A— fi) cos (v— ijl)

und cos (l — v) cos (w— v)
cotg?*2— —

cos(v— X)

l — v) COS ([l

cos (j* — X)

Da nun aber

cos(v—{i)— cos(ft — X) cos (v —• X) == sin (ffc
—- A) sin(v— A)

ist, so wird

cos/2=— cotg(>— A) cotgO—A), cos?tt2=--cotg(A—^)cotgO—

-

p)
und cos n2—— cotg (A— v)cotg(ft— v).

Nachdem wir diese Relationen zwischen den Grössen /, m,
n, X, ^, v, welche im Zeittheilchen dt als um ihre Differentiale

wachsend angesehen werden müssen, aufgeführt haben, sei

nun O der Drehungspol und AO= a, BO=zß, CO = y; so dass

cos a2 -f cos ß
2

-J- cos y
2= 1

ist. Wir haben alsdann

22 *
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cosBAO=——- und smBAO— —.—~,
smrc sina

im Dreieck ZAB ist aber

cosra , . „AT* v in cos?i
#

cosZAB= ——r und smZAB= — cosZAC— r—y >sm/ sin/

so dass zur Bestimmung des Dreiecks ZAO
. ~ m^ cosycos?w— cosßcosw
SinZJO= ; r-—-

sin« sine

und r»*^ cosßeosm -f cosycosw
cos ZAO= ! ; ^—r

sin «sin/

wird. Hieraus scbliesst man
cosZÖ= cosojcos/+ cos ß cosm + cosycosn

und
ä ™ ^ cos a— cos / Tcos a cos / -f- cos ß cos m + cos y cos ii\

cotff/4ZO=— —
-t> f" cosycos??i — cos p cos n

wodurch zu jeder beliebigen Zeit der Drehungspol O bekannt

wird. Setzt man nun die Winkelgeschwindigkeit im Sinne

ABC— £1, so beschreibt im Zeittheilchen dt der Punkt A um
O den kleinen Bogen Aa=£ldt sina und man erhält, indem

man acc auf ZA normal zieht,

cos X cos in— cos ß cos n
Aa— Sldt-

sin /

und ^ 7 cosßcosm + cos y cos

w

«Of —Sldt = ;—

5

'
y

SIT) /

woraus man die Differentiale der Grössen l und X ableitet.

nämlich
d/.sin/— £ldt[cos ß cosn—• cos y cos/?/]

— d^.sin/2=£l£ZZ[eos/3cosm -f-cosycosw]

.

Auf ähnliche Weise findet man
dm.s'mmzzz £2d^[cosycos/— cos a cos n]

,

— d{i.s\n rn^—Sl dt[cosy cos n + cos cc cos/] ,

dn.s'm n z=z £ldt[cos cc cos m — cos ß cos /]

und — d^sinw2= &£Z/[cosacos/ + cos/3cosra] .

Sind demnach zur beliebigen Zeit t die Grössen a, ß 9 y

und £Z, also auch ihre im Zeittheilchen dt entstandenen Diffe-

rentiale gegeben ; so schliesst man hieraus auf die, in demsel-

ben Zeittheilchen in den Bogen /, m, n und den Winkeln X,

(jl, v hervorgebrachten Veränderungen. Ausserdem aber kann

man leicht auf die, im Drehungspole O entstandene Aenderung

schliessen, weil man nur nöthig hat, den Bogen ZO und den

Winkel AZO zn differentiiren, indem man die Bogen a, ß s y
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allein veränderlich setzt; denn auf diese Weise wird der Pol O
nach seiner nächstfolgenden Lage übertragen.

Es wird demnach
(Zo— ZO) sin ZO= dasin et cos l -\-dß sin ß cosm+ dty sin y cos n

,

und da

cotg^ZOfcosycosm — cos ß cos w]= cosa — cos l cos ZO
ist; so erhalten wir

OZo
r

. -.~—Tv7)2 Lcos y cosm— cos P cos n\

+ cotg AZO [dy sin y cosw— riß sin ß cos w]

=fZ«sin asm l
2,— dß sin ß cos /cos wi— dy sin y cos /cos n

.

Hieraus ergibt sich durch Reduction
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Zusatz 2.

§. 680. Ferner erhält man aus

cosy D cos/?\BAO= _. , .. und cosBAO— zTr^:

den Winkel

snu
sin a sin a

— ^Zacosacosy— cZysinofsiny
0^4o= . s

—
sin a cos p

und hieraus das Element

\
r
(da 2> -\- c/y2)sina2 siny2 +2dady sin a cos a sin y cosy

COS ß

Da dieser Ausdruck gleiche Beziehung zu et, ß, y hat, so

erhält man, vermöge der Gleichung

*Zasinacosa-f-dßsin/3cosß + eZysinycosy= 0,

Oo= V~rZa2 sin a2 + dß*smß* + dy2 siny2.

Zusatz 3.

§. 681. Setzen wir ZO~v, so wird, weil

cos ^= cos a cos / -f- cos ß cosm + cos y cos w
ist,

.~~ cosy cosm— cosßcosw
tgJZO= l j-^
ö cos«— cos/ cos V

und analog, weil 2> auf die andere Seite von Zö in der

Figur fällt,

cosacosw — cosycos/
° ^ cosß— cosracost?

Hieraus erhält man
COSM

welcher Weith vortrefflich mit dem oben gefundenen

cos /cos 7M
cosut— A) — ;—/—

-.

vr y sin/ sm ?n

übereinstimmt, so wie auch
.

( n COS 71

Sin (|H — A) = ;

—

j~-.vr 7 sin /sin 7/2

sein wird.

Zusatz 4.

§. 682. Hiernach haben wir also für die Unterschiede der

drei Winkel ls ft, v folgende Bestimmungen erlangt:

cosn . . . cos/
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cosit . _ cos /cos?/*
s jn n — f)=— —.—j-~.— j cos(tt— /,)= =—#—

-• 9»iu^/v v) sm/sinw vr ' sin/sirim

C0S>/2COS?i .. N
cos l cos Jl

cos(v- ft)= -Sirt^j^T • cos(A - v)=-
i
-T-I7{

•

Anmerkung.

§.683. Dasjenige, was wir bis jetzt über die augenblick-

liche Aenderung, welche die drehende Bewegung so wohl

durch sich selbst, als auch in Folge von antreibenden Kräften

erleidet, aus einander gesetzt haben, bildet die Grundlage der

gesammten Theorie der Bewegung starrer Körper, wenn näm-

lich der Uebergang von der bekannten elementaren Aenderung

zur Bestimmung der Bewegung selbst durch die Integralrech-

nung eröffnet ist. Wir wollen demnach die freie Bewegung
solcher Körper betrachten, welche entweder gleichsam einem

eigenen Instinkte oder antreibenden Kräften frei nachgeben

können, und wollen zuerst die äussern antreibenden Kräfte

entfernen, wie auch die Körper nur als sich selbst überlassen

betrachten, so dass von aussen her nichts hinzutrete, was zu

ihrer Bewegung irgend etwas beitragen könnte. Da aber die

Natur der Hauptaxen, mit denen ein Körper begabt ist, hier

hauptsächlich in die Rechnung eintritt, so wird es angemessen

sein, nach ihnen gleichsam einen natürlichen Unterschied in

den Körpern aufzustellen, je nachdem die Momente der Träg-

heit in Bezug auf sie beschaffen sind.

Wir wollen daher drei Klassen von Körpern aufstellen und

zählen zur ersten diejenigen Körper, deren Momente in Bezug
auf die Hauptaxen unter sich gleich sind; zur zweiten dieje-

nigen, in denen zwei Momente in Bezug auf die Hauptaxen

einander gleich sind, das dritte aber jenen ungleich ist. Die

dritte Klasse aber umfasse im allgemeinen alle die Körper,

deren Momente in Bezug auf die Hauptaxen unter sich un-

gleich sind.
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Kapitel XL

Von der freien Bewegung starrer Körper, welche drei gleiche

Hauptaxen haben und durch keine Kräfte angetrieben

werden.

Erklärung 11.

§. 684. Man sagt, ein starrer Körper habe drei gleiche
Hauptaxen, wenn seine Momente der Trägheit in Beziehung

auf die drei Hauptaxen einander gleich sind.

Zusatz 1.

§. 685. In solchen Körpern vertreten demnach alle geraden

Linien, welche durch seinen Mittelpunkt der Trägheit gezogen

sind, die Stelle der Hauptaxen und in Beziehung auf sie wer-

den die Momente der Trägheit einander gleich.

Z u s a t z 2.

§. 686. Was für beliebige drei gerade Linien, die sich

wechselseitig im Mittelpunkte der Trägheit normal schneiden,

man auch als Coordinatenaxen annehmen mag, wenn man die

Lage eines jeden Elementes dM des Körpers durch die jenen

parallelen Coordinaten x, y, z bestimmt; so wird durch den

ganzen Körper:

fxijdM^O, fxzdM=0 und fyzdM={).

Zusatz 3.

§. 687. Hat ein solcher Körper um eine beliebige, durch

seinen Mittelpunkt der Trägheit gehende, gerade Linie eine

drehende Bewegung angenommen, so wird er dieselbe in Folge

seiner Trägheit beständig beibehalten, damit diese gerade Linie
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unbewegt bleibe, wenn er nämlich nicht durch äussere Kräfte

gestört wird.

Anmerkung.

§. Ö88. Dass es solche Körper gebe, deren Momente in

Beziehung auf die Hauptaxen unter sich gleich sind, darf man

um so weniger bezweifeln, als wir im Frühern, wo wir

die gleichartigen Körper betrachteten, mehrere Arten von

Körpern angegeben haben, welche diese Eigenschaft besitzen.

Unter diesen nimmt die erste Stelle eine aus gleichartiger Ma-

terie zusammengesetzte Kugel ein, ferner sind dahin die fünf

regulären Körper zu zählen ; es gibt aber ausserdem Cylinder,

Kegel und abgekürzte Kegel , welche dieselbe Eigenschaft be-

sitzen. Bestehen nun im allgemeinen die Körper nicht aus

gleichartiger Materie, so kann man unzählige Arten von jeder

Figur darstellen, in denen eine Gleichheit zwischen den Mo-

menten der Trägheit in Beziehung auf die Hauptaxen stattfin-

det. Nur um Körper dieser Art handelt es sich in diesem Ka-

pitel und es wird die Bewegung, deren sie fähig sind, wenn

keine äussere Kräfte sie antreiben, bestimmt werden. Der we-

sentliche Charakter solcher Körper besteht aber darin, dass,

wenn man drei rechtwinklige Coordinaten cc, g, z voraussetzt, die

sich auf den Mittelpunkt der Trägheit beziehen, zuerst, wie

schon bemerkt

dann aber auch
Jx*dM=ftfdM=zfz*dM

wird. Es wird daher das Moment der Trägheit in Beziehung

auf jede beliebige, durch den Mittelpunkt der Trägheit gezo-

gene Axeb
=z2fx*dM.

Durch dieses Criterium wird gleichsam eine erste Art von Kör-

pern gebildet, welche in der Mechanik bequem durch den Na-

men regulärer Körper bezeichnet werden könnte, da durch-

aus alle durch den Mittelpunkt der Trägheit gezogenen geraden

Linien die gleiche Eigenschaft besitzen.

Anmerkung 2.

§. 689. Wenn ich auch in diesem Kapitel nur die Bewe-

gung derjenigen Körper, welche drei gleiche Hauptaxen habere

als den einfachsten Fall zu behandeln festgesetzt habe; so wird

es doch angemessen sein, von einer Eigenschaft auszugehen,

welche auch bei den übrigen Arten von Körpern stattfindet.
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Auf weiche Weise nämlich die Bewegung eines starren Kör-

pers auch gestört werden mag, so kann man dieselbe für jeden

beliebigen Zeitpunkt in je zwei Bewegungen zerlegen, von de-

nen die eine eine fortschreitende, die andere eine um eine be-

liebige, durch den Mittelpunkt der Trägheit gezogene, Axe dre-

hende Bewegung ist. Da dieser Satz die Grundlage der Be-

wegung aller starren Körper enthält, so wollen wir seinen Be-

weis in dem folgenden Lehrsatze geben.

Lehrsatz 9.

§. ß90. Auf welche Weise ein starrer Körper sich auch

bewegen mag, so ist seine Bewegung in jedem Augenblick aus

einer fortschreitenden und einer, um eine beliebige, durch

seinen Mittelpunkt der Trägheit gezogene, Axe drehenden Be-

wegung zusammengesetzt oder gemischt.

Beweis.

Bewegt sich der Mittelpunkt der Trägheit des Körpers,

worin nämlich die fortschreitende Bewegung besteht, indem

diese stets mit der Bewegung des Mittelpunktes der Trägkeit

übereinstimmt; so hebt man diese wenigstens im Geiste auf,

indem man sich den Raum nebst dem Körper mit gleicher Ge-

schwindigkeit in entgegengesetzter Richtung fortgetragen denkt.

Von der im Körper nun noch befindlichen Bewegung muss be-

wiesen werden, dass dieselbe eine, um eine beliebige und durch

den Mittelpunkt der Trägheit gezogene Axe drehende sei,

welche Axe, wenn die fortschreitende Bewegung aufgehoben

ist, wenigstens während eines unendlich kleinen Zeittheilchens

sich in Ruhe befindet. Auf diese Weise wird aber der Mittel-

punkt der Trägheit des Körpers zur Ruhe gebracht und wie

auch immer der Körper sich um diesen Mittelpunkt bewegen

mag, wird ausser. ihm immer eine gewisse gerade Linie ruhen

und es wird diese die Drehungsaxe sein, was ich auch auf fol-

gende Weise zeige.

Man denke sich um den Körper eine sphärische Oberfläche,

welche ihren Mittelpunkt im Mittelpunkte der Trägheit hat, be-

trachte dieselbe als ruhend und beziehe auf sie die einzelnen

Punkte des Körpers durch gerade Linien, welche vom Mittel-

punkte nach der Oberfläche gezogen werden. (Fig. 95.) Wenn
nun der Mittelpunkt ruhet, werde der aufP sich beziehende Punkt

des Körpers im Zeittheilchen dt nach p übertragen, und indem

man nun durch P den auf den kleinen Weg Pp normalen grössten
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Kreis OPB gezogen hat, nehme man auf ihm einen andern be-

liebigen Punkt, Q an, welcher inzwischen nach q übertragen

wird; alsdann wird, weil alle Punkte des Körpers stets dieselben

Abstände von einander beibehalten

,

pq=PQ
sein. Weil aber die ßogen Pp und Qq unendlich klein sind

und der Winkel pPQz=z%° ist, können jene nur dann einander

gleich sein, wenn auch der kleine ßogen qQ auf PQ normal

ist. Man verlängere nun beide ßogen PQ und pq, bis sie sich

in O schneiden, alsdann wird, weil

OP=Op und OQ—0(j
ist, durch jene Bewegung der ganze ßogen OPQ nach Opq
übertragen und daher der Punkt O nothwendig unbewegt an

seinem Orte verharren. Zieht man daher aus dem Mittelpunkte

eine gerade Linie durch diesen Punkt O, so wird dieselbe

offenbar inzwischen in Ruhe verbleiben und daher die Brehungs-

axe sein. Hieraus ersieht man, dass der Körper sich um sei-

nen ruhenden Mittelpunkt nicht bewegen kann, ohne dass zugleich

eine ganze gewisse, durch diesen Mittelpunkt gezogene gerade

Linie unbewegt bleibe und dass daher die Bewegung eine dre-

hende ist. Bewegt sich aber der Mittelpunkt der Trägheit

selbst, so wird die allgemeine Bewegung des Körpers zusam-

mengesetzt oder gemischt aus einer fortschreitenden und einer,

um irgend eine durch seinen Mittelpunkt der Trägheit gehende

Axe, drehenden Bewegung.

Zusatz L

§. 691. Auf welche Weise sich demnach ein starrer Kör-

per auch bewegen mag, so betrachte man, um seine Bewegung

kennen zu lernen, zuerst seinen Mittelpunkt der Trägheit,

dessen Bewegung die fortschreitende geben wird und nachdem

man diese aufgehoben hat, suche man den Punkt Ö, wodurch

die Drehungsaxe bekannt wird.

Zusatz 2.

§. 692. Um diesen Punkt O zu finden, setze man den

ßogen OP=v, alsdann wird, weil 4.0=^=^p^y
Qq s'mv~Pp cos PQ sin v+ Pp.s'mPQcosv und hieraus

__ PpsmPQ
g V " Q^TYcö^rpQ

'
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Man. sieht demnach, dass dieser Punkt immer auf reelle

Weise bestimmt wird.

Zusatz 3.

§. 693. Aus den Bewegungen der Punkte P und Q durch

die kleinen Wege Pp und Qq leitet man auch leicht die Win-

kelgeschwindigkeit um die Drehungsaxe her, die nämlich

__ Z. O __ Pp __ VP^- 2Pp. Qq cos PQ + Q72
dt s'mv dt~~~ s'mPQdt

ist. Dieselbe kann daher nur dann =0 werden, wenn die bei-

den kleinen Wege Pp und Qq verschwinden.

Anmerkung.
§. 694. Obgleich dieser durch die sphärische Trigonome-

trie geführte Beweis im höchsten Grade einleuchtend ist, so

ist es doch angemessen, seine Kraft um so mehr zu erwägen,

als es nicht an sonst sehr scharfsinnigen Männern gefehlt hat,

denen es sogar möglich schien, dass alle Punkte dfer sphäri-

schen Oberfläche bei ruhendem Mittelpunkte mit gleichen Ge-

schwindigkeiten herumgeführt würden. Sie glaubten dies näm-

lich erlangen zu können, wenn die Kugel, während sie sich

um irgend eine Axe drehte, zugleich um eine andere, auf jene

normale Axe herumgetrieben würde. Jetzt ist aber durch die-

sen angeführten Beweis dargethan, dass, wenn auch die Kugel

nicht nur um zwei, sondern selbst um drei oder mehrere Axen
zugleich herumgetrieben wird, ihre Bewegung doch immer so

beschaffen sein wird, dass in jedem beliebigen Augenblick eine

gewisse gerade Linie ihrer ganzen Länge nach in Ruhe bleibt.

Es wird nämlich der Beweis nicht verstärkt, wenn jemand
einwirft, dass die Punkte P und Q nicht, wie wir hier ange-

nommen haben, mit einfacher, sondern mit zusammengesetzter

Bewegung um einige Axen zugleich geführt werden. Auf
welche Weise diese Bewegung auch zusammengesetzt sein

mag, so müssen doch diese Punkte P und Q nach einem

Zeittheilchen dt nothwendig zu andern bestimmten Punkten p
und q gelangen, so dass der Bogen pq dem PQ gleich sei

und weil wir den Bogen PQ auf den Weg Pp normal ange-

nommen haben, muss er auch normal auf Qq sein. Sollte aber

jemand noch daran zweifeln, dass der Punkt O, in welchem
wir den Durchschnitt der verlängerten Bogen PQ und pq an-

genommen haben, an demselben Orte verharre; so muss we-

nigstens zugegeben werden, dass dieser Punkt sich noch auf
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dem grössten Kreise Opq befinden werde, weil er vorher mit

den Punkten P und Q auf demselben grössten Kreise lag.

Ware er nun nach o gelangt, so müsste

op=OP
sein ; es ist aber wirklich

Op=zOP,
also muss nothwendig o in ö fallen.

xlufgabe 69.

§. 695. Es ist die Bewegung zweier Punkte eines starren

Körpers, dessen Mittelpunkt der Trägheit sich in Ruhe befin-

det, gegeben; man soll die durch den letztern Punkt gehende

Axe finden, um welche der Körper sich in diesem Augen-

blicke dreht.

Auflösung.

(Figu^95.) Man beziehe wie vorhin alle Punkte des Kör-

pers auf die ruhende sphärische Oberfläche ABCD , welche

um den Mittelpunkt der Trägheit beschrieben ist und es be-

wege sich im Zeittheilchen dt der Punkt P durch den kleinen

Weg Pp— dp und ein anderer beliebiger Punkt R durch den

Weg Rr= dr, und man setze den Bogen d«s grössten Kreises

PR— q. Ferner setze man die Winkel RPp—m und SRr=n,

zwischen denen schon eine gewisse bestimmte Relation eintre-

ten muss, damit der Bogen pr dem PR~q gleich werde. Es

sei nun O der Drehungspol und man ziehe von ihm nach P
und R gleichsam die Meridiane OP und OR 9 alsdann wird

der Winkel OPÄ= 90° + m und der ORP—90°— n, weil

die erstem Bogen auf die kleinen Wege Pp und Rr normal

sind. Da nun im sphärischen Dreieck OPR die Seite PR=zq9

nebst den Winkeln OPR= 90° + m und ORP=Q0<>-n gege-

ben ist, so findet man:
sin OPR cos PR.cos OPR

cotg OP=alnPRatgORp + sin pR
~

cos m sin n sinmcosty

cos n sin q smq
smORP cosPR.cos ORP

cof3 OR= amPR.tS OPR + ^n~PR
sin m cos n smncosq
cos?rcsin<7 sin q

oder



welche drei gleiche Hauptaxen haben etc. 351

cos 72 sin <y

und

tg OP=

tgOR =
cos 7/1 sin n— sin m cos n cos <y

cos 772 sin ^
-sinm cos 72 + cos7/isinwcosf/

Hierdurch wird der Punkt O bekannt. Da aber ferner

Pp:ßr=sinOP:sinOß=sinOßP:sinOPß
oder

dp : dr = cos n : cos rn;

so wird
cosm dp = cos ?i rfr

,

woraus man auf eine Relation zwischen den kleinen Wegen
dp und dr, und den Winkeln m und n schliesst. Was end-

lich die Winkelgeschwindigkeit anbetrifft, so ist dieselbe gleich

Pp
dem Winkel POp dividirt durch dt, d. h. —

s \ ü Qpdt un(* eS

geht dieser Werth über in

dp.S cos7tt2sin/*2+cosw2sin^2-fsn)m2cos7z2cos^2—2sin?7icos777sin/2COS72cos^

cosns'mqdt

Zusatz 1.

§.696. Da zwischen den kleinen Wegen dp, dr und den

Winkeln 777, n eine solche Relation eintreten muss, dass

cos rn dp— cos 77 dr

werde, so kann diese Relation in der Figur dargestellt werden,

indem man aus p und r auf den Bogen PR die Perpendikel

p% und ro fällt , worauf
Ptv^Rq

sein wird.
Zusatz 2.

§. 697. Diese Eigenschaft ist aber von selbst klar, da

nämlich der Bogen pr dem tcq gleich ist (§.690.), so kann er

nur dem Bogen PR gleich sein, wenn
Ptv=zRq

ist. Die Winkelgeschwindigkeit wird ferner auf bequeme
Weise durch

dp .Vi — (sin 772 sin 77 + cos m cos n c°s ^)
2

cos 77 sin qdt

ausgedrückt.
Zusatz 3.

§.698. Sind die Punkte P und R um einen Halbkreis von

einander entfernt, so dass sin^— und cos^= —'1 ist; so

muss nothwendig



352 Kap. 'XL Von der freien Beweg, starrer Körper

cosm sin n + sin m cos n= oder tgm=— tg rc und m=—n

,

also dp = cZr

sein. Punkte, welche einander auf der Kugel entgegengesetzt

sind, können nämlich nur eine gleiche Bewegung haben; in

diesem Falle wird aber in Betreff der Drehungsaxe nichts

bestimmt.

Zusatz 4.

§. 699. Kennt man aber die Bewegung zweier einander

nicht entgegengesetzter Punkte, so wird die Drehungsaxe nebst

der Winkelgeschwindigkeit bekannt werden, wodurch man hier-

auf die Bewegung aller Punkte des Körpers bestimmen Jkann.

Anmerkung.

§. 700. Dieses betrifft, wie ich schon erinnert habe, nicht allein

solche Körper, in denen drei gleiche Hauptaxen existiren, son-

dern im allgemeinen alle starren Körper. Mögen diese nun auf

irgend eine beliebige Weise angetrieben werden, wenn nur ihr

Mittelpunkt der Trägheit fest bleibt, so ist in jedem Augenblick

ihre Bewegung eine drehende um irgend eine durch den Mittel-

punkt der Trägheit gehende Axe. Bleibt aber der Mittelpunkt

der Trägheit nicht fest, so ist in jedem Augenblick die Bewe-

gung aus einer solchen drehenden und einer fortschreitenden

zusammengesetzt; eine andere Bewegung kann nicht in starren

Körpern vorkommen. Um daher die Bewegung eines starren

Körpers vollständig kennen zu lernen, müssen wir eine doppelte

Bewegung erforschen, die eine nämlich, welche die seines Mit-

telpunktes der Trägheit und eine fortschreitende ist, die andere

aber eine drehende, zu deren Kenntniss es erforderlich ist, dass

wir zu jeder Zeit die Drehungsaxe nebst der Winkelgeschwin-

digkeit anzugeben vermögen. Bleibt ferner die Drehungsaxe

stets dieselbe, so hat die Bestimmung der Bewegung mittelst

der früher hier und dort auseinander gesetzten Principien keine

Schwierigkeit; ändert sich aber die Drehungsaxe beständig, so

reichen diese Principien keineswegs hin, sondern man muss zu

denjenigen seine Zuflucht nehmen, welche in den vorhergehen-

den Kapiteln weitläufiger dargestellt worden sind.

In diesem Kapitel jedoch, wo wir von der Bewegung sol-

cher Körper, die je drei gleiche Axen haben und durch keine

Kräfte angetrieben werden, handeln, bedürfen wir dieser Hülfs-

mittel nicht, sondern können die ganze Arbeit, mittelst der ge-

wöhnlichen Principien, in einem einzigen Satze abmachen.
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Aufgabe 70.

§. 701. Ein starrer Körper, welcher drei gleiche Axen hat,

wird auf eine beliebige Weise fortgeworfen und hierauf durch

keine andern Kräfte angetrieben; man soll die Bewegung, mit

weicher er fortschreitet, bestimmen.

Auflösung.
Die dem Körper zuerst beigebrachte Bewegung zerlege

man in eine fortschreitende und in eine um irgend eine Axe,

welche durch den Mittelpunkt der Trägheit geht, drehende Be-

wegung, von welchen beiden man jede für sich betrachten kann.

Zuerst wird nun die fortschreitende Bewegung so fortgesetzt

werden, dass der Mittelpunkt der Trägheit gleichförmig in ge-

rader Linie fortschreitet, welche Eigenschaft jeder fortschrei-

tenden Bewegung zukommt, wenn wir auch nicht den Körper

zu dieser Art zählen. Was aber die dem Körper zuerst bei-

gebrachte drehende Bewegung betrifft, so liefert hier die Natur

dieser Art von Körpern ins besondere eine Auflösung. Da
nämlich die Drehungsaxe , welche es auch sein mag, die Ei-

genschaft der Hauptaxen besitzt, so wird die anfangs dem Kör-

per beigebrachte drehende Bewegung so fortgesetzt werden,

dass die Drehungsaxe beständig in Ruhe bleibt, wenn die fort-

schreitende Bewegung nicht existirt. Kommt aber diese hinzu,

so wird die Drehungsaxe, mit einer ihr parallelen Bewegung

mit dem Mittelpunkte der Trägheit gleichförmig und in gerader

Linie fortgehen und inzwischen die drehende Bewegung gleich-

förmig ausgeführt werden.

Zusatz 1.

§. 702. Was für eine Bewegung, so wohl eine fortschrei-

tende als auch eine drehende, dem Körper anfangs beigebracht

werden mag, so wird der Mittelpunkt der Trägheit nebst der

Drehungsaxe gleichförmig und geradlinig so fortschreiten, dass

die letztere ihr selbst immer parallel bleibt und der Körper sich

um sie gleichförmig zu drehen fortfährt.

Z ns atz 2.

§. 703. Wenn auch der Körper nicht zu dieser Art gehört,

ihm jedoch anfangs ausser der fortschreitenden Bewegung eine

drehende um irgend eine Hauptaxe beigebracht wird, so wird

er beide Bewegungen eben so fortsetzen.

Zusatz 3.

§. 704. Selbst wenn auch ausserdem äussere Kräfte hin-

zutreten, deren mittlere Richtung durch den Mittelpunkt der

23
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Trägheit geht, wirken diese nur auf die fortschreitende Bewe-

gung eben so, als ob die ganze Masse des Körpers in diesem

Mittelpunkte vereinigt wäre. Die drehende Bewegung wird

aber gleichförmig bleiben und die Drehungsaxe eine ihr selbst

parallele Lage behalten.

Anmerkung.

§. 705. Da wir bis jetzt die antreibenden Kräfte entfernen,

und nur allein die Fortsetzung der beigebrachten Bewegung

untersuchen, so haben wir die Bewegungen aller Körper der

ersten Art vollkommen bestimmt, dergestalt dass man nichts

mehr verlangen kann. In Betreff der übrigen Körper aber haben

wir schon einen gewissen Theil beseitigt, wenn nämlich die zuerst

beigebrachte drehende Bewegung um eine Hauptaxe erfolgt, welche

Bestimmung durch die schon früher bekannten mechanischen

Hülfsmittel ausgeführt werden kann. Bei Körpern anderer Art

begegnet uns erst dann eine Schwierigkeit, wenn zuerst die

drehende Bewegung nicht um irgend eine Hauptaxe beigebracht

wird. Um diesen Gegenstand zu behandeln, werde ich zuerst

eine besondere Art derjenigen Körper aufstellen, in denen es

zwei gleiche Momente der Trägheit in Bezug auf die Haupt-

axen gibt. Diese Art hat, ausserdem däss die Rechnung nicht

wenig zusammengezogen wird, auch diesen V ortheil, dass es

in ihr noch unendlich viele Hauptaxen gibt, so dass eine solche

Bewegung, wie wir sie jetzt erklärt haben, auf unendlich viel-

fache Weise stattfinden kann; da hingegen bei der dritten Art,

in welcher die Hauptmomente unter sich ungleich sind, es aus-

ser den drei bestimmten Axen keine andre gibt, um welche

der Körper sich frei drehen kann. Bei diesen Arten ist nun

dies unsere Aufgabe, dass wir, was für eine Bewegung

auch solchen Körpern beigebracht sein möge, ihre Fortset-

zung zu bestimmen suchen. Hierbei muss man für jede

Zeit zuerst die Lage der Drehungsaxe in Bezug auf die

Hauptaxen des Körpers nebst der Winkelgeschwindigkeit, zwei-

tens aber die Lage derselben Hauptaxen in Bezug auf den ab-

soluten Raum bestimmen. Diese Weise, diesen schwierigen

Gegenstand zu behandeln, scheint höchst angemessen zu sein,

so wohl um die Rechnung zu entwickeln, als auch um uns

eine deutlichere Kenntniss zu verschaffen. Die für beide er-

forderlichen Hülfsmittel haben wir aber in den vorhergehenden

Kapiteln auseinander gesetzt.
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Kapitel XII.

Von der Bewegung starrer Körper, welche zwei gleiche

Hauptaxen haben und durch keine Kräfte angetrieben werden*

Erklärung 12.

§. 706. Man sagt, ein starrer Körper habe zwei gleiche
Hauptaxen, wenn unter seinen Momenten der Trägheit in

Beziehung auf die Hauptaxen zwei einander gleiche sind.

Zusatz 1.

§. 707. Körper dieser Art haben demnach unzählige Haupt-

axen. Sobald nämlich zwei Hauptaxen gleiche Momente der

Trägheit haben, kann man alle in der Ebene derselben durch

den Mittelpunkt der Trägheit gezogenen , geraden Linien für

Hauptaxen halten, welche dasselbe Moment der Trägheit haben.

Zusatz 2.

§. 708. Hier wird daher jene Hauptaxe, deren Moment
der Trägheit den übrigen ungleich ist, eine besondere sein und

es werden alle, durch den Mittelpunkt der Trägheit auf sie

normal gezogenen, geraden Linien gleiche Momente der Träg-

heit haben und als Hauptaxen betrachtet werden können.

Zusatz 3.

§. 709. Ist daher die besondere Axe bekannt, so wird die

Lage der zwei übrigen nicht bestimmt, sondern man kann an

ihrer Stelle nach Belieben irgend je zwei, sowohl unter sich

als auf jene normale, gerade Linien annehmen , wenn sie nur

durch den Mittelpunkt der Trägheit gehen.

23*
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Anmerkung.
§. 710. Da wir nun oben im allgemeinen für die Haupt"

axen IA, IB, IC die Momente der Trägheit 31a*, Mb*, Mv*
vorausgesetzt haben, so wollen wir zwei derselben in diesem

Kapitel als einander gleiche aufstellen. Es sei daher die erste

Axe IA die besondere und die Trägheitsmomente der übrigen

unter sich gleich, so dass

ist; hierdurch werden die oben gefundenen Formeln wunderbar

zusammen gezogen werden. Wird aber auch in diesem Falle

die Lage der zwei Axen IB und IC nicht bestimmt, so wer-

den wir sie doch als bestimmt ansehen, damit mittelst dersel-

ben die Lage des Körpers zu jeder Zeit leichter angegeben

werden könne. Von dieser Art gibt es aber unendlich viele

Körper, und unter den gleichartigen gehören insbesondere hier-

her die Cylinder, Kegel und im allgemeinen alle runden Kör-

per, welche durch die Umdrehung irgend einer Figur um eine

feste Axe entstehen ; so dass diese Art fast alle Körper, welche

die Geometer zu betrachten pflegen , in sich begreift. Auf

welche Weise demnach diese Körper sich hinsichtlich der Be-

wegung verhalten werden, während keine Kräfte sie antreiben,

wollen wir in, diesem Kapitel erforschen und zwar zuerst für

jede Zeit die Lage der Drehungsaxe in Beziehung auf die

Hauptaxen suchen, ohne uns jetzt darum zu bekümmern, welche

Bewegung die letztern selbst haben werden, indem wir diese

hernach zu bestimmen suchen wollen.

Aufgabe 71.

§. 711. Ist einem starren Körper, welcher zwei gleiche

Hauptaxen hat, anfangs eine beliebige drehende Bewegung bei-

gebracht worden und sind keine äussern Kräfte vorhanden; so

soll man für jede Zeit die Lage der Drehungsaxe in Beziehung

auf die Hauptaxen angeben.

Auflösung.
(Figur 94.) Setzen wir den Mittelpunkt der Trägheit / des

Körpers in den Mittelpunkt einer Kugel, auf deren Oberfläche

wir alles zurückführen, so seien IA 3 IB , IC die Hauptaxen
des Körpers und in Bezug auf die erstere IA das Moment der

Trägheit = iJ/a2, in Bezug auf die zwei übrigen IB und IC
seien die Momente der Trägheit unter sich gleich und =zMc2

,

so dass man 62=c2

hat. Jetzt aber, nachdem von Anfang an die Zeit t verflossen
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ist, drehe sich der Körper um die Axe 10 im Sinne ABC und
mit der Winkelgeschwindigkeit = 5i, so dass die Lage des
Punktes O in Beziehung auf die Punkte A, B, C bestimmt
werden soll. Man setze demnach die Bogen der grössten Kreise
OA=za, OB~ß und OC=y s welche man als veränderliche

zu behandeln hat; alsdann wird die, auf diesen Fall wo 62=c2

ist, übertragene Aufgabe 66. (§. 669.) zuerst ergeben

Hieraus ersieht man, dass die Winkelgeschwindigkeit un-

veränderlich bleibt und daher noch derjenigen gleich sein wird,

welche im Anfange dem Körper beigebracht worden ist. Setzt

man daher diese erste Winkelgeschwindigkeit = s, so wird

Sl— e.

Zweitens aber werden wir nach §. 674. diese Gleichungen

haben

:

I. cfic^sinada— O,

II. a2c4 sin ß dß= aa2c2(a2— <:
2
) cos a cos y dt,

III. a2c4 sinydfy:r=£«26'2(c2— a2) cos a cos ß dt,

aus deren ersten wir lernen, dass der Bogen AO= a constant

und daher demjenigen gleich ist, um welchen im Anfange die

Brehungsaxe von der besondern Axe IA abstand. Da nun
cosy— V~sina2— cosjPT

so ergibt die zweite Gleichung

sin ßdß s(a2— c2) cos a dt

Wina2— cos/?2 c

deren Integral

e(a2—> c*)t cos a
arc.cos

ist. Es wird daher

\sin et J

cos p= sin« cos I G + - 2
I

und
t # r . 8(«2— c*)tcoscri

cos7= sin «sin 1 L-\ ^
i*

Wenn daher im Anfange, wo £=0, AO=li, BO— ^S und

CO= £ war, so wird

a~li und cos ^b= sin 1[ cos C,

mithin der constante

„ cos$>
t . ~ cos£

cos L= —:—«- und sin C== .
,

•

sin 21 sin l\

Wir erhalten demnach
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eosp:=cos9&.cos| 2
I

«. . r«(«
2—

c

2)/cos2ini— cos € . sin |^ -^ J
und

cos y= cos So. sin I
-—: £ 1

|-«(aa— c2)fcos2Cl
. + cos £ . cos 1 ~2

I
•

Wenn wir daher beim Anfange der Bewegung die Lage
der Drehungsaxe in Beziehung auf die Hauptaxen, oder die

Bogen 2f, $5 und £ kennen, so sind wir im Stande, nach Ver-

lauf jeder Zeit t die Lage der Drehungsaxe in Beziehung auf

dieselben Hauptaxen oder die Bogen a, ß und y anzugeben.

Zusatz 1.

§. 712. Ist demnach dem Körper anfangs eine drehende

Bewegung um eine Äxe IE , welche gegen die Hauptaxen IA,

Iß und IC um die Winkel 2C, 33 und £ geneigt ist und mit

einer Winkelgeschwindigkeit =f im Sinne ABC beigebracht

worden; so mag hierauf die Drehungsaxe sich beliebig ändern,

die Winkelgeschwindigkeit wird stets dieselbe =£ bleiben und
die Drehungsaxe 10 um denselben Winkel 21 gegen die be-

sondere Hauptaxe IA geneigt sein.

Zusatz 2.

§. 713. Ist ferner das Moment der Trägheit in Bezug auf

die besondere Axe IA=Ma2
, in Bezug auf die beiden übrigen

aber z=3Ic2 ; so setze man für eine verflossene Zeit ~t, weil

s die Winkelgeschwindigkeit bezeichnet, den Winkel

e(a2—• c2) t cos 2( T

welcher mit der Zeit t gleichförmig wächst. In dieser Zeit

wird der Körper sich so um die Axe lO drehen, dass

AOz=AE=:Tl,
cosf?0= cosS&eos T— cos £ sin T

und cos CO= cos 3} sin T+ cos S cos T
wird.

Zusatz 3.

§. 714. Weil der Bogen AO beständig gleich gross und
= 11 bleibt, wird die Lage des Punktes O am bequemsten
durch den Winkel BAO bekannt, und da
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cos BO
, cos CO

cos BAO= . ,M
- und sin i?,40=—r-^-

s*»a sin 2t

ist, so wird

r> ^ eosSöcosT— cos(£sin T
cosBAO= r~^

sm2i
und

• j?as^ cos ©sin 7
T +cos(£cos T

sin BAQ>=.
, .

'

sin 21

Zusatz 4.

§. 7i5. Wenn man c2—«2 hat, welches der vorher behandelte
Fall ist, wo alle drei Momente der Trägheit unter sich gleich

sind; so wird
7=0, BO=%> und eben so CO=£.

Der Drehungspol O wird nämlich in Bezug auf die Haupt-

axen unbewegt bleiben, wie wir schon vorher gefunden haben.

Anmerkung.

§. 716. Diese Formeln können bedeutend vereinfacht wer-

den, allein die Würde der Sache wird es verdienen, dass wir

diess vielmehr in einem besondern Satze, als im Vorübergehen

weiter ausführen.

Aufgabe 72.

§. 717. Unter denselben Voraussetzungen wie in der vor-

hergehenden Aufgabe, soll man die Bewegung des Drehungs-

poles O in Beziehung auf die Hauptaxen bestimmen.

Auflösung.
(Figur 96,) Es bleibe alles wie in der vorhergehenden Auf-

lösung, und da man die gleichen Pole B und C auf dem Kreise

BC nach Belieben annehmen kann, so lege man den Quadran-

ten AB so, dass er durch den Pol E, um welchen der Körper

zuerst sich zu drehen anfängt, gehe. Da nun dieser Drehungs-

pol beständig denselben Abstand vom Hauptpole A beibehält,

so wird seine Bewegung auf dem kleinern, um den Mittelpunkt

A beschriebenen, Kreise EFG erfolgen, dessen Abstand der

Bogen AE= a ist, welchen wir oben durch 21 bezeichnet haben.

Es wird demnach BE=$b=9Q°-a und CE=<1— 90°. Ist

daher nach Verlauf der Zeit =t der Drehungspol von E nach

O gelangt, so wird, weil cos Ol = ist,

o a ^ cos ® cos T mqosBAO — : =cos2T

sina

i .._,,„ cos 23 sin 77

. „,
und smBAO— ;— =sm 1 ;sma
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also der Winkel BAO—T. Dieser -letztere wird aber durch

die Zeit t so bestimmt, dass wir

C2

haben, woraus wir folgende vortreffliche Auflösung ableiten.

Ist das Moment der Trägheit in Beziehung auf die besondere

Hauptaxe lA=zMa2
, und in Beziehung auf die zwei übrigen

gleichen Axen 1B und IC=Mc2
, hat aber der Korper im An-

fange um die Axe IE, im Sinne BCA und mit der Winkelge-

schwindigkeit = £ sich zu drehen angefangen; so wird in Be-

ziehung auf die Hauptaxen, welche wir als in Ruhe betrachten,

der Drehungspol auf dem kleinern, um den Pol A beschriebenen,

Kreise EEG gleichförmig fortgeführt werden, so dass er im

Verlauf der Zeit t den Winkel

t, *n £(«
2— e2)t cosAE

c2

beschreibt. Es erfolgt ferner diese Bewegung im Sinne BC,
der drehenden Bewegung conform, wenn

'a2>c2
,

im entgegengesetzten Sinne, wenn

et
2 < c2

ist.

Zusatz 1.

§. 718. Der Drehungspol wird in den folgenden Fällen in

Ruhe bleiben:

1) wenn AE=Q ist, oder der Körper um die Hauptaxe IA
sich zu drehen angefangen hat;

2) vvenn AE~9i) ist, oder der Körper um eine beliebige,

auf IA normale Axe seine Drehung begonnen hat;

3) wenn a2= c2 ist, d. h. wenn des Körpers drei Hauptaxen
alle einander gleich sind.

Zusatz 2.

§. 719. Ist a2 > c2 , so wird der Drehungspol E um A in

demselben Sinne BC, in welchem die Drehung geschieht, mit
der Winkelgeschwindigkeit

e(a2— c2) cos AE- & >

wenn aber a2 <c2
, im entgegengesetzten Sinne mit der Win-

kelgeschwindigkeit
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— £ (c*~~ a2) cosAE
~~

C2

herumgeführt werden.
Zusatz 3.

§. 720. Der Bogen EO des kleinern Kreises, durch wel-

chen die Drehungsaxe in der Zeit t fortschreitet, ist

— K<**--c*)ts\nAEco8AE_ e(a*--c*)t8m2AE
~*

c2
—

2c2

Dieser Weg ist demnach, unter übrigens gleichen Umstän-

den, ein maximum, wenn
AE= 1/^B=tö°

ist, d. h. wenn die Drehungsaxe von den Hauptaxen gleich-

weit absteht.
Zusatz 4.

§. 721. Setzt man das Verhältniss des Durchmessers zur

Peripherie ==1:7T,

so wird der Drehungspol die ganze Peripherie EFGE in

einer Zeit
2?rc2

f(a2— c2) cos AE

'

in Secunden verstanden, durchlaufen und wird zugleich diese

gleichförmige Bewegung immerwährend beibehalten.

Anmerkung.
§. 722. Hier haben wir es noch nicht mit der Bewegung

des Körpers selbst zu thun, sondern betrachten ihn, was wohl

zu bemerken ist, als ob er ruhete, oder einen andern ihm

gleichen und ruhenden, und haben gelehrt, wie man in ihm

zu jeder Zeit die Drehungsaxe IQ bestimmen kann, um welche

der in Bewegung begriffene Körper sich alsdann drehen wird;

wir haben uns hier nicht darum bekümmert, welche Lage diese

Drehungsaxe in Beziehung auf den absoluten Raum haben

wird. Nun wollen wir daran gehen, diese Bewegung vollstän-

dig kennen zu lernen*

Aufgabe 73.

§. 723. Einem starren Körper, welcher zwei gleiche

Hauptaxen hat, ist im Anfange eine beliebige drehende Bewe-

gung beigebracht worden; man soll zu einer gegebenen Zeit

die Lage so wohl der Hauptaxen, als auch der Drehungsaxe

in Beziehung auf den absoluten Raum angeben.

Auflösung.
(Figur 94.) Die aus dem Mittelpunkte der Trägheit um
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den Körper beschriebene Kugel werde durch eine unbewegliche
sphärische Oberfläche ZX VY eingeschlossen, und nach Ver-

lauf der Zeit t befinde sich die bewegliche Kugel mit dem
Körper in der Lage, dass die Pole der drei Hauptaxen in A,

B und C liegen, und es sei das Moment der Trägheit in Bezug
auf die erste Axe IA= M.a2

, in Bezug auf die zwei übrigen

aber = 31c2 . Man ziehe hierauf nach einem gewissen festen

Punkte Z die Bogen AZ9 BZ und CZ, und setze, wie in Auf-

gabe 68. (§.678.) AZ= l, BZ=m und CZ=n, so dass

cos P+ cos ?rc
2 + cos ?l

2 = 1

wird. Ferner seien die Winkel XZA= l, XZB---p und XZC
z=iv, und da die drehende Bewegung, wie wir gezeigt haben,

gleichförmig bleibt, so sei ihre im Sinne ABC gerichtete Win-
kelgeschwindigkeit = s. Da ferner die Drehungsaxe stets gleich

weif von der Axe JA entfernt bleibt, so sei der Bogen AO— a

und gleich dem Anfangsbogen AE, wobei wir annehmen, dass

im Anfange der Drehungspol E auf dem Bogen AB gelegen

habe. Nach dem Vorhergehenden wird demnach , wenn wir

£(a2 — e2)£cos «
^2——.— i

setzen, nach Verlauf der Zeit t der Winkel BAQ=T; wess-

halb, wenn BO= ß und CO~y gesetzt wird, sich

cos/3=sinojcos T und cosy= sinasin T
ergibt (§. 678.) , indem BAC~$0° ist. Unter diesen Voraus-

Setzungen haben wir nach §.678,, weil Sl = e ist, die folgenden

Gleichungen

:

s\nldl=:sdt sin a[cos neos T— cosmsinT],
—sin Pdl= sdt&m «[cos m cos T -J- cos n si n T] ,

sin mdm=sdt sin u[cos /sin T~ cos n cotg «]

,

—sinm2t£f&
='

edt sin «[cos n sin T-\- cos /cotg «]

,

s\nndn= edt s\n a[cos m cotg«— cos /cos T],

—sin n2dv=zsdtsm «[cos /cotg «-f cos^cos T] .

Um diese leichter zur Integration bringen zu können, zie-

hen wir den Bogen ZO=zv in Betracht, und da

cos v= cos « cos / + sin «[cosm cos T + cos n sin T\

ist, so wird durch Differentiation

sin vdv = cos « sin Idl

-|- sin ?w sin « cosTdm
-f- sin n sin « sin Tdn
-\- sin « cosm si n 7W

I

T

— sin « cos ?2 cos Td 2\
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und wenn wir die Werthe von sin l dl, sinmdm und sinn du
substituiren,

sin v dv= — sin «[cos n cos T— cosm sin T\dT
sinldl

z=z— sinctdT.

Da nun

ist, so ensteht

e sin a dt

JT e(a2 — c2) dt cos «

c2

. 7
(a2 — c2)cos« .

sm u at>= ö sin (dl
c2

und wenn man integrirt

~ (a2—

c

2)cos«cos/
cos ü=C -k

e2

= cos« cos /-f- sin «[cosmcos77

-f-costtsin T];

so dass man nun die eine Integralgleichung erhält:

a2
Cz=z ~2 cos « cos / -f sin « cosm cos 7

1 + sin « cos w sin T.

Hieraus kann man aber auf eine besondere Integration

schliessen, indem man den Bogen / constant und

cosm= sin/ cos T, wie auch cos« ~sin/sinIT

setzt, damit
cos l2 + cos m2 + cos n2= 1

und zugleich der ersten Gleichung

sin/rf/—

Genüge geschehe. Die übrigen Gleichungen -werden aber er

geben
sin m dm= sin / sin TdT=zedt sin « [cos /sinT— cotg « sin /sin x"]

und

sin ndn~— sin /cosTOT™ edl sin «[cotg «sin /cosT— cos /cos T] .

Aus diesen beiden geht hervor

. 7 im ,. . r , , . 71
f(aa—

c

a)^cosasin/
sinldl =zsdtsmalcosl— cotg « sin /J

= ^-^
,

oder
_ . . (a2— c2) cos «sin/

sin «cos/— cos«sin/=- ^

und hieraus

, , c2 tg

«

tg/= 1—

.

6 a2

Zugleich wird aber der Bogen ZO= v constant, nämlich

cos v= cos « cos /+ sin « sin /,

also

ZOz=v=a-l und tgJZO~0,
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so dass die Punkte A, Z und O sich immer auf demselben

grössten Kreise befinden. Endlich aber erhält man , zur Be
Stimmung der Lage des Bogens ZA,

c/ sin et— sin/2eÜ,=: ultsmasm l, also A=-——;—=-•
sin/

Kennt man aber den Winkel XZA=zl, so werden die

übrigen XZB = (jl und JVZC=v durch folgende Formeln

bestimmt

:

cosra cosm
M ' sin/ sinm v sin/ sin w

oder
cos /cos m , Vx cos /cos ?i

cosut.— A)= — . y .
— 3 COSiv—a)= . j .— ?r J sin/ sin wi

v y sin/ sin rc

oder auch

ts(u.—1)= j
= -—| und tg(i/—A)=~ 7--

ö vr y cos/cosm cos/ av cos/

Da aber diese Auflösung nur eine besondere ist, so wollen

wir die allgemeine auf folgende Weise herleiten.

-Allgemeine Auflösung.

Wir setzen cos m== sin /cos S und cosra = sin /sin 0, so

dass cosi 2 + cos?H2 -|-cosft2— 1 ist und es wird alsdann

sin Idl= edt s\n et sin /[sin® cosT— cos® sin T)

oder cZ/= sdft sin a sin (®—- T).

Man hat aber ferner

sinmdm= sin / sin© cZ®— cos IcosSdl

=£6//sina[cos/sin27— cotgasin/sin©]

und daher

sin/sin6e/®= £/i£sina[cos/cos<9sin(®--:r)

-fcos/sinT— cotgasin/sin©].

Da aber

T=z®—>(®—T), also sinT=sin0cos(@— 71

)— cos®sin(0— T),

so erhält man, indem man mit sin© dividirt:

sin/d®= seZ/sina[cos/cos(®

—

T)— cotgasin/].

Setzen wir nun ®—T—cp. so wird

*^ 7 £ (a2— c2) dt cos et

d® = d(p + -%

und
, , . a(a2—-

c

2
) «Z/cos a sin/ ,

sin Zcfcp + -^— —

ä

— w*sin a cos /cos cp—satcos asm /

oder
_ . _ ea2dt cos a sin l

sin / dep— sdt sin a cos /cos qp— ^ ~ *



toelche zwei gleiche Hauptaxen haben etc. 365

Diese Gleichung hat man mit der vorhergehenden

dl=zsdt sin et sin cp

zu verbinden und aufzulösen; sie enthalten zwar drei Verän-
derliche /, t und cp, allein die mittlere wird durch

edt=:-. ;

—

sin asm cp

leicht eliminirt. Es entsteht nämlich

. 7 ., cos l'cos cp dl a2dlcosccsml
sin ldop=z ; —

7i
—. ;

sin q> cz sin a sing?

oder
cPdl cos et s'm l ,^—; = cos l cos w dl— sin /sin wdcp

und wenn man integrirt:

„ . _ a2 cos et cosl
C— sin/eosa> = ^—

;

^ cz sma
et cos et

Setzen wir der Kürze wegen -$—.— =Z>, so wird

C—Dcosl
COS 0)= ; ;

sin/

und smcp=^~Vl-C2+ WDcosl—(L+D>2

)cosl'2 ,

und wenn man diesen "Werth in die andere Gleichung substi-

tuirt, so entsteht

sinldl
sdt=^ —

sin aVi - C2 + ICD cos l— (1 + D2
) cos l2

'

deren Integral

,_lV 1 . rCD-d + D^cos/lEl-\-Jb— —arc.sinl r ,

— I

oder

srj_c2+D*
= sm [( + } sm aSr + ]

ist. Mittelst dieser Gleichung wird für jede Zeit der Bogen
ZÄ= l, hieraus der Winkel <p= @— T und dann (9— cp -\-

T

bekannt, und ist dieser gefunden, so wird

cosm=sin/cos & und cosn~ sin /sin (9.

Ferner wird

cosZO— cosaeos/+ sinasin/costp^cosacos/-)- Csinct—Dsinctcosl,

oder

„n „ . (a?— c2) cos et cos /
cos ZO= Csina— ö

c2

Endlich erhalten wir zur Bestimmung des Winkels XZA-=l,
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— cU s\nl2 z=zedtsmas\nlcos(p

oder
_• £dts'ma(C— Dcosf)

#dK— —— ~
'. Tä 3

sin/2

substituirt man nun liier statt sdt den obigen Werth, so ergibt sich

__ dl(C—D cos t)
"

*"~"~
sin /.Vi - C2 +WD cos/- (1 -F/>

2
) cos /

2
'

deren Integral

A=A + arc.sioL ^ J
ist. Auf diese Weise haben wir alles allgemein bestimmt.

Zusatz 1.

§. 724. Aus der allgemeinen Auflösung geht die früher

ermittelte besondere hervor, wenn man die Constante C=zVi+Z)2

setzt. Alsdann muss nämlich , weil in der Gleichung

4tr 1 . rCZ>--(l+ Jö2
) cos/-|st+E=z 77

.. ^ arc.sin.l i=— 1

sinaVl + /i2 L Vi—

C

2 +D2 J
der Nenner 1—C*+D*=0 ist, auch der Zähler CZ>--(l+Z>2)cos/
verschwinden, wonach

,
n

, . j
i_

cos/= r —• und sin/= r .
— ,

Vi + z)2 Vi + #2

also

tg/=B=^tg«
wird.

Zusatz 2.

§. 725. Nimmt man aber die Constante C= Vl + Z)2 an,

so wird

Vi + /)*--/) cos/.,..
COS 'OD= r—r X 9

sin /

mithin <p=0 und 0=zT. Hieraus schliefst man, dass

cos w?= sin /cos T und cos n= sin /sin T,
wie auch

A=jfc -farcsini ^—

,

I =jEJ-|-arc.siiiU

ist. Da aber go=z:0 ist, nehme man, um diese Unbequemlich-

keit zu vermeiden, die Gleichung

sin ldl=z— edlsma,
woraus wie vorhin

. ets'mcc

sin/

folgt.
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Anmerkung.

§. 726. Die allgemeine Auflösung enthalt demnach so viel

willkührlicbe Constanten, dass sie, wo man auch immer den

festen Punkt Z auf der unbeweglichen Kugel annehmen mag,

demselben angepasst werden kann. Da aber dieser Punkt von

unserm Belieben abhängt, wird man ihn immer so annehmen

dürfen, dass für ihn die besondere Auflösung stattfinde, und da

diese sehr einfach ist; so wird sie uns eine höchst deutliche

Kenntniss der Bewegung verschaffen, wahrend die letztere,

wenn man sie auf andere feste Punkte bezieht, sehr gestört er-

scheinen muss. Wir wollen daher diesen festen Punkt Z nicht

nach Belieben, sondern so annehmen, dass jene besondere

Auflösung stattfinde.

Aufgabe 74.

§. 727. Einem starren Körper, welcher zwei gleiche Haupt-

axen hat, ist im Anfange eine drehende Bewegung um eine

beliebige, durch seinen Mittelpunkt der Trägheit gehende, Axe
beigebracht worden; man soll die Fortsetzung dieser Bewe-

gung bestimmen.

Auflösung.

(Figur 97.) Im Mittelpunkte einer unbeweglichen Kugel

denke man sich den ebenfalls ruhenden Mittelpunkt der Träg-

heit des Körpers, und es befinden sich im Anfange die Haupt-

axen des Körpers in A, B und C; in Bezug auf die erstere

sei das Moment der Trägheit des Körpers =Ma2
s in Bezug

auf jede der beiden andern —Mc*. Nun habe aber der Körper

eine drehende Bewegung um die Axe IE und im Sinne BCA
empfangen, die Winkelgeschwindigkeit sei =e und der Bogen

AE=cc. Um nun die Fortsetzung dieser beigebrachten Bewe-

gung zu erforschen, bedienen wir uns einer besondern Auflösung

und nehmen auf dem Bogen AB, welchen wir auf der unbeweg-

lichen Kugel als einen festen Meridian betrachten, AZ so

an, dass

wird ; ferner nehmen wir Z als denjenigen festen Punkt an,

auf welchen wir hernach die Lage des Körpers beständig

beziehen und setzen AZ~l, so dass

ZE=:a— l

ist. Nach Verlauf der Zeit t mögen die Pole der Hauptaxen
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nach A'', B' und C gelangt sein, alsdann wird, wie wir gese-

hen haben, noch ZA'=:ZA=z.l sein und auf demselben Bogen

A'Z ein Punkt O liegen, um welchen als Pol sich der Körper

mit der Winkelgeschwindigkeit =£ im Sinne B'C'A drehen

wird. Nach dem Vorhergehenden aber, wo wir den Winkel

XZA— X gesetzt haben, wird, weil dessen negativer Werth

hier den Winkel AZA' bezeichnet, der im Anfange = war,

nun der Winkel

sin/

hieraus erkennt man zu jeder beliebigen Zeit die Lage der

Hauptaxe IA'. Befinden sich nun die zwei übrigen in B l und

3 so haben wir im §.717. gefunden, dass der Winkel
s(a2 — c2)t cos et

B'A'O- ,2

sein wird. Hat man daher den Punkt A' gefunden, so nehme

l TXT- | , rw 4,-n, £(«2— C2)£C0Stf
1 I

• D AfJ?tman den Winkel ZAB'—— ^—— und den Bogen AB'

= 90° an; alsdann wird B' der eine der zwei übrigen Haupt-

pole sein, woraus sich der dritte O von selbst ergibt.

Zusatz 1.

§. 7*28. Die Hauptaxe JA dreht sich demnach gleichförmig

um die feste, aber nicht zum Körper gehörige Linie 1Z , so

dass der Bogen AZ-=AZ= l } tg/=^ ~- ist und in der Zeit

st sin a
t der Winkel AZA'=z '

.

f
beschrieben wird. Es wird dem-

sin i

nach die Winkelbewegung im Sinne AA 1 oder BCA
ssina

sin/

sein.

Zusatz 2.

§. 729. Inzwischen wird aber der Bogen AB auf dem
Körper, welcher anfangs auf AZ fiel, während ZA in der Zeit

t nach ZA' fortschreitet, sich so um A drehen, dass er den

Winkel
n, a,y>, s(ü2— c2)t cos a
ZA /> = ^

£^Y^2 £ }cos#
zurücklegt; seine Winkelbewegung ist demnach = ^T
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Zusatz 3.

§. 730. Die Bewegung des Körpers kann daher als aus

einer doppelten drehenden zusammengesetzt betrachtet werden.

Erstens wird sich nämlich der Körper um seinen besondern

Hauptpol A mit der Winkelgeschwindigkeit •

=— —^
im Sinne CB drehen; zweitens wird aber dieser Pol A selbst

sich inzwischen um den Punkt Z, welcher im absoluten Räume

fest ist, mit der Winkelgeschwindigkeit =—;

—

j~ drehen.00 sin*

Zusatz 4.

§. 731. Setzt man den Bogen ZA= l, so sei die Winkel-

geschwindigkeit, mit welcher der Punkt A sich um den festen

Punkt Z im Sinne AA' dreht, =f , diese zwei Elemente be-

trachte man als gegeben; alsdann wird

«2 tg/ , £sinj
tga=.—~ und s~—, .

ö c2 sin #

Hiernach wird die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher sich

inzwischen der Bogen AB um A im entgegengesetzten Sinne

dreht,
g(a2— c2) sinl_ £(a2 - €2) cos l

c2 tga «2

Anmer k ung 1.

§. 732. Diese Bewegung des Körpers kann sehr bequem
auf dieselbe Weise dargestellt werden, wie wir uns die dre-

hende Bewegung der Erde denken, in so fern als die Axe
oder die Pole am Himmel fortschreiten. Man betrachte näm-

lich den Körper als die Erde, deren einer Pol A ist, am Him-

mel sei aber Z der Pol der Ekliptik, von welchem der Pol

der Erde beständig denselben Abstand ZA=l behält und um
welchen er sich mit der Winkelgeschwindigkeit =£ im Sinne

AÄ dreht; diese Bewegung entspricht dem Fortrücken des

Erdpoles am Himmel. Während nun aber der Bogen AB oder

AB' sich um A und Ay dreht, entfernt er sich vom Bogen ZA
im Sinne CB mit der Winkelgeschwindigkeit

_ g(«
2—ca)cos7

«2

und es wird diese Bewegung der täglichen Bewegung der Erde

entsprechen. In der Wirklichkeit wird aber eine solche Bewe-
gung von der drehenden Bewegung der Erde im höchsten

24



370 Kap. XU. Von der Bewegung starrer Körper,

Grade abweichen, da hier der Meridian AB sich sehr langsam

um den Pol A, im Vergleich mit der Winkelbewegung des

Pols A um den festen Punkt Z, bewegt, während hingegen

bei der Erde die tägliche Bewegung, im Vergleich mit der

Bewegung ihres Poles um den Pol der Ekliptik, eine sehr ge-

schwinde ist. Wäre demnach die Bewegung der Erdpole um
die Pole der Ekliptik eine sehr geschwinde, dagegen die Dre-

hung der Erde um ihre Pole eine sehr langsame, so würde es

keineswegs angemessen sein, die Ursache dieser Bewegung

in äussern Kräften zu suchen, da die Erde von selbst in Folge

der Trägheit zu einer solchen Bewegung angeregt werden könnte.

Da nun aber das Entgegengesetzte stattfindet, so liegt die Ur

sache dieser Erscheinung offenbar in äussern Kräften, durch

welche die Erde angetrieben wird.

A n m er k u ng 2.

§. 733. (Figur 98.) Es ist hierbei sehr bemerkenswert!!,

dass die Bewegung des Körpers, weiche in Wirklichkeit um die

veränderliche Axe IO erfolgte, gleichsam von selbst auf zwei

drehende Bewegungen zurückgeführt worden ist, welche aber

gehörig von einander unterschieden werden müssen, indem die

eine um die wahre und im Körper existirende, die andere aber

um eine gleichsam ausserhalb des Körpers befindliche und auf

den absoluten Raum sich beziehende Axe erfolgt. Um sich

diese Bewegung klarer im Geiste vorzustellen, denken wir uns

den Körper PRQS von dem Stabe APQa durchbohrt und zwar

gehe dieser durch des erstem Mittelpunkt der Trägheit / und

stelle seine besondere Hauptaxe vor. Hierauf werde aber der

Stab mit seinen Endpunkten A und a so in den Ring ZAza
eingefügt, dass der Körper sich frei um denselben drehen

kann; der Ring habe aber in den einander entgegengesetzten

Punkten Z und % Zapfen, welche ausserhalb so festgehalten wer-

den, dass jener frei um sie herumgeführt werden kann. Wird

nun der Körper PRQS um den Stab An zur drehenden Bewe-

gung angetrieben, und zugleich der Ring AzaZ um die Zapfen

Z und z herumgeführt, so entsteht eine solche Bewegung, wie

wir sie hier beschrieben haben, wo der Stab die wahre, im

Körper befindliche und mit diesen sich bewegende, die Zapfen

Z und % aber die andere, ausserhalb des Körpers befestigte

Axe darstellen. Diese zwei drehenden Bewegungen stimmen

aber darin überein, dass beide, wenn man die eine von ihnen
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aufhebt, in eine wahre drehende Bewegung um eine feste Axe
übergehen. Wenn nämlich der Ring ruhet, wird der Körper

sich um den ruhenden Stab Aa oder die feste Axe PQ drehen;

hebt man aber die Bewegung um den Stab Aa auf und dreht

sich der Ring allein um die Zapfen Z und z, so wird im Kör-

per eine einfache drehende Bewegung um die feste, zu den

Zapfen Z und z gehörige, Axe entstehen.

Anm erkung 3.

§. 734. Man sagt, eine solche Bewegung erfolge um eine

bewegliche Axe, welche Bewegung man wohl von der um eine

veränderliche Axe, wie wir sie im Vorhergehenden betrachtet

haben, uunterscheiden muss. Man sagt nämlich, ein Körper

drehe sich um eine veränderliche Axe, wenn er sich beständig

um eine andere, durch seinen Mittelpunkt der Trägheit gezo-

gene, Linie dreht, die dann in diesem Augenblick auch wirk-

lich ruhet; von einer solchen Axe ist auch alles dasjenige zu

verstehen, was wir oben über die drehende Bewegung aus-

einander gesetzt haben. Sagen wir aber, ein Körper drehe

sich um eine bewegliche Axe, eine Idee, welche erst jetzt

als für uns entstanden angesehen werden muss; so wird die

Axe zwar eine gewisse bestimmte und im Körper befindliche

unveränderliche Linie sein, die sich aber selbst mit dem Kör-

per bewegt, so dass diese bewegliche Axe sich niemals in

Ruhe befindet. So ist die Axe der Erde, welche diesen Na-

men zu erzeugen pflegt, keine veränderliche, sondern eine be-

wegliche, da sie in der Erde eine gewisse feste Linie ist, die

aber mit dem Fortgange der Zeit eine Richtung nach andern

und andern Punkten des Himmels hat und welche demnach,

wenn man \on der jährlichen Bewegung der Erde abstrahirt,

in keinem Zeitpunkte ruhet, wenn auch ihre Bewegung

eine sehr langsame ist. Man kann aber zu jeder Zeit

eine gewisse andere Linie in der Erde angeben, welche

alsdann in Wirklichkeit ruhet, mit dem Fortgange der Zeit

aber beständig sich verändert; und in Beziehung auf diese

muss man behaupten, dass die Erde sich um eine ver-

änderliche Axe drehe. Da die Bewegung der Aequinoctien

aber, im Vergleich mit der täglichen Bewegung, eine sehr lang-

same ist, so ist der Unterschied zwischen der wahren und der

zu jeder beliebigen Zeit stattfindenden veränderlichen Axe fast

gar nicht wahrzunehmen. Wäre sie aber bemerkbar, so würde

24*
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sie in der Astronomie die grösste Aufmerksamkeit erfordern,

da die zur Bestimmung der Polhöhe angestellten Beobachtungen,

nicht die Lage der wahren Axe angeben, sondern die Lage

der veränderlichen Axe zu dieser Zeit, um welche alsdann

ruhende Axe die Erde sich dreht.

Aufgabe 75.

§. 735. Ein starrer Körper hat zwei gleiche Hauptaxen

und es wird ihm eine beliebige Bewegung beigebracht, ferner

wird er durch keine äussern Kräfte angetrieben und niemals

verhindert, seine Bewegung frei ausführen zu können; man
soll die Bewegung bestimmen, mit welcher er fortrücken wird.

Auflösung.

Zuerst untersuche man, ob in Folge der beigebrachten Be-

wegung der Mittelpunkt der Trägheit sich bewegt oder nicht.

Bewegt er sich nämlich, so wird der Körper eine für sich zu

betrachtende fortschreitende Bewegung haben, mit welcher er

gleichförmig und in gerader Linie fortrücken wird und wir wer-

den wenigstens im Geiste diese Bewegung aufheben dürfen,

indem wir uns nämlich den Raum selbst als mit entgegen-

gesetzter Bewegung fortrückend vorstellen. Nach Aufhebung

der fortschreitenden Bewegung^ deren Verhältniss eben so be-

schaffen ist, als wenn sich ausserdem keine andere Bewegung
im Körper befände, wird man den Mittelpunkt der Trägheit

des Körpers als ruhend betrachten können; und wie nun auch

immer der Körper um diesen angetrieben werden mag, so wird

eine gewisse, durch ihn geführte gerade Linie wenigstens im

ersten Anfange ruhen und es wird dies die Drehungsaxe sein.

Stimmt nun diese mit irgend einer der Hauptaxen überein, d.

h. fällt sie entweder auf die besondere Hauptaxe oder ist sie

auf dieselbe normal, so wird auch diese Bewegung gleichförmig

bleiben und die Axe ruhen oder, wenn die fortschreitende Be-

wegung hinzukommt, ihr selbst beständig parallel bleiben. Wenn
aber jene Axe, um welche der Körper zuerst sich zu drehen

anfängt, weder mit der besondern Hauptaxe übereinstimmt,

noch auf sie normal ist, so wird der Körper sich um eine ver-

änderliche Axe drehen, und auf welche Weise diese sich be-

ständig verändert, haben wir im Vorhergehenden überflüssig

gezeigt. Eine deutlichere Einsicht wird man von dieser Bewe-

wegung auch erhalten, indem man sie auf jene bewegliche Axe
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reducirt, wonach der Körper sich um die besondere Hauptaxe

gleichförmig dreht, während diese um gewisse feste Pole aus-

serhalb des Körpers ebenso mit gleichförmiger Bewegung her-

umgeführt wird.

Anmerkung.

§. 736. Durch diese Aufgabe wird der ganze Gegenstand,

welchen wir in diesem Kapitel zu behandeln unternommen

haben, erschöpft, so dass wir die freien Bewegungen starrer

Körper, welche zwei gleiche Hauptaxen haben und durch keine

Kräfte angetrieben werden, im allgemeinen zu bestimmen und

beliebigen Fällen anzupassen vermögen. Es bleiben noch die

Körper der dritten Klasse, deren Hauptmomente der Trägheit

ungleich sind, übrig und hierzu ist das folgende Kapitel be-

stimmt.
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Kapitel XIII.

Von der freien Bewegung starrer Körper 9 welche drei un-

gleiche Hauptaxen haben und durch keine Kräfte angetrieben

werden.

Aufgabe 76*

§. 737. Einem beliebigen starren Körper ist anfangs eine

beliebige drehende Bewegung beigebracht worden, und er wird

durch keine äussern Kräfte angetrieben ; man soll zu jeder

Zeit die Lage der Drehnngsaxe in Bezug auf die Hauptaxen

angeben.
Auflösung.

(Figur 94.) Da der Mittelpunkt der Trägheit des Körpers

I sich beständig in Ruhe befindet, so denken wir uns in dem-
selben den Mittelpunkt einer Kugel, auf deren Oberfläche wir

alles zurückführen. Es seien nun IA, IB und IC die Haupt-

axen des Körpers, die Momente der Trägheit in Bezug auf

dieselben respective Ma2
, MU1

, Mc*, welche wir als unter sich

ungleich annehmen; denn wenn zwei oder selbst drei einander

gleich wären, würde der Fall auf die vorhergehenden Kapitel

zurückgebracht werden. Nach Verlauf der Zeit t sei nun die

gerade Linie 10 die Drehungsaxe, deren Lage in Bezug auf

die Hauptaxen bestimmt werden muss; man setze die Winkel-

geschwindigkeit, mit welcher der Körper sich jetzt um die Axe
10 dreht, ==:& und es erfolge die Drehung im Sinne ABC*
Man setze nun die Bogen der grössten Kreise, welche gesucht

werden, nämlich OA=a, OB^=ß und OC—y, dieselben müs-

sen, weil sie sich mit der Zeit verändern, als veränderlich an-

gesehen werden ; sie hängen aber so unter sich zusammen, dass
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cos a2+ cos ß
2+ cos

y

2= 1

ist. Ferner ist auch die Winkelgeschwindigkeit Sl hier verän-

derlich, da man nach §.670.

dSl __ (a2— b2)(a2— c2)(b2 - c2) cos a cos
ff
cos y

Sl2
~

(
a262c2

d*

hat; die Veränderlichkeit der Bogen a, ß, y wird aber nach

§.674. durch die drei folgenden Gleichungen bestimmt:

I. a2b2c2 da.smu— Sl(c2—

b

2)dt cosßcosy

[b2c* - (6
2 - «2)(c2- a2) cos a2]

,

II. a2b2c2 c/ß.sin /5= Sl(a2 - c2) d* cos y cos «

[a2c2— (c2 -- b2) (a
2 -~<b2) cos /5

2
]

und

III. a2b2c2 dy.smy=:Sl(b2— a2)dtcosacosß

[a
262_ (a

2_ C2)(ft2_ C2) eos r2] .

Da nun aber

dt cos a cosßcosy dSl

aVPc? -~i22(a2— 62)(a2—

c

2
)(6

2 - c2)

ist, so gehen diese drei Gleichungen in die folgenden über:

I. rf«sin«cos«=- Ä(aa_J2)(a2_ c2)

[6
2c2- (6

2 - «2)(e2— a2) cos a2]

,

II. dßs\üßC0Bß= Ä(a2_ 62)(62_a
[a

2c2_ (c
2_ ^(tt2— ^2)C0S £2|

und

III. <Zy s,nycosy=-^2 __ ^-^ _^
[a262— (a2- c2) (6

2—

c

2
) cos y

2
;

oder in die drei integrabeln Gleichungen:

d& __ __ (6
2~ fl

2)(c2~a2)do;sinttcosft
1# + Sl — 62c2— (6

2—

a

2)(c2— a2)cos«2
''

m — ^ (c2—

b

2)(a2-b2)dß smß cos ß1L + & — a26-2~(c2 -62)(a2 -~ b2)cosß2

und

IT! i
^ _ («2—c2

)(6
2—

c

2)dfysinycosy
1U

*
+ Ä ^ a262 -(a2 ~^)(62 ~c2)cosy2

'

Die Integrale derselben sind:

-^= 62c2— (6
2— a2)(c2 «- a2) cos «2 ,

-^= a2c2 ~ (c2 -' 62) (a
2 - 62) cos ß

2

und
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.^=.a«6a— (o*— c«)(6«— c«)cosya,'

wo zwar von den Constanten A, B und C je zwei beliebig sin d,

die dritte aber so bestimmt werden muss, dass man habe:

J(C2_ Ä2) + B(a?— c2) + C(62- a2) = 0.

Oder es muss, wenn man
J= 2J(62—

a

2)(e2—

a

2
), #=; 2> (c^ --

6

2
) («

2- 62)

,

C=€(a2—

c

2
)(6

2^c2
)

setzt,

sein. Hieraus erhält man

Q 62c2&2— ?((/>
2~a2)(c2 ~-a2)cos« - (62 -a2)(c2—

a

2)&2

_ b*c* __JH_
~"(62 -«2)(c2—

a

2
) &2'

cosp2

und
(c2~- &2)(a2—

6

2
) &*

2
a262 « €_

C0S 7 -
(a

2_>) (6
2 __ C2)

— &2 "

Setzen wir nun der Kürze wegen
62c2 __ a2c2

*P* /„2_A2\Ar»2 Ä2\ ^*-
(6

2—

a

2)(ca—

a

2)""*" (a2-62)(c2—

6

2
)

und a262

so dass

3& + ffi+Ä= l, wie *M + 25 + £=
wird; so erhalten wir

cos«=—^
, cosff= & /

-

und Y^.ß^C
cosy= -^ •

Substituirt man diese Werthe in die zuerst gefundene Glei-

chung, so erhält man die folgende;

(q
2—

6

2
)(ft

2—&)(b^i?)dt__ £ld£l
t

aHW "*"
V^fc-Ä2— *2l)(e^2-^)(5.^2 -ö:)

'

deren Integration, mit Ausnahme sehr weniger Fälle, die an-

genommenen Ausdrücke der Kreisbogen oder Logarithmen zu
rückweist.

Zusatz 1.

§. 738. Nur wenn zwei Hauptmomente des Körpers unter
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sich gleich sind, wird demnach die drehende Bewegung um
eine veränderliche Axe gleichförmig sein; ferner erzeugt die

Bestimmung der Winkelgeschwindigkeit zu jeder gegebenen

Zeit die grösste Schwierigkeit.

Zusatz 2.

§. 739. Hat man aber die Winkelgeschwindigkeit Sl nach

Verlauf der Zeit t gefunden, so wird die Lage der Drehungs-

axe in Bezug auf die Hauptaxen leicht durch die, für die Bogen
a, ß, y gefundenen, Formeln bestimmt.

Aufgabe 77.

§. 740, Unter denselben Voraussetzungen wie in der vor-

hergehenden Aufgabe, ist die Axe gegeben, um welche der

Körper im Anfange mit einer gegebenen Winkelgeschwindigkeit

sich zu drehen begonnen hat; man soll zu einer gegebenen Zeit

die Winkelgeschwindigkeit und die Lage der Drehungsaxe in

Bezug auf die Hauptaxen bestimmen.

Auflösung.

(Figur 94.) Es sei IE die Axe, um welche der Körper im

Anfange sich zu drehen begonnen hat, und zwar mit der Win-
kelgeschwindigkeit = s im Sinne ABC, zur Bestimmung ihres

Ortes seien die Bogen AE= &, BE~b und CE=zc. Da nun

aber die Momente Ma2
, Mb2 und Mc2 einander ungleich sind,

so sei Mo2 das grösste, Mb2, das mittlere und 31c2 das kleinste.

Man setze die hieraus zu bildenden Zahlen

b2c2 a2c2

v ^> /„2 /,2\/A2 ^2^ **»
(a2 - 62)(a2— c2)

~

^

5
(«2- b2)(b2- c2)

'

a%2 _ r a262c2 n .

(a2—c2)(b2— c2)
-" ^* (a2~b2)(a2^c2)(b2--c2)

so dass
A—B+C=l und D*= ABC

wird. Für die vorhergehenden Formeln wird demnach

&-A, i£~—B und 5=C,
und es muss nach Verlauf der Zeit t die Winkelgeschwindig-

keit & mittelst der Differentialgleichung

dt
* SldSl

"~
V(A£i2— a>(—Bw-äxcn2-®

bestimmt werden, deren Integration so angestellt werden muss,

dass für t=z0 9 £l—s werde. Hierauf wird man aber, zur Be-
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Stimmung der Bogen AO~a, BO~ß und CO= y die Glei-

chungen erhalten:

V~A£l*- 21 Q V—BPß-Z)
COSCt= 77 , COSß=: je s

cosy=—^
;

und da im Anfange a= fl, ß=b und y=zc war, so werden die

Constanten %, 25, <£ dergestalt bestimmt, dass man
2(= (^-cosa2)£2, 2>=— (B+cosb2)£2 und C=(C- cosc2)£2

habe. Wir erhalten demnach

Vl2^^2— Ab 1+ AÖ*
C0S«= -^ ,

„ V^cos^+Jfo2—BS&
cos/?^ ^ ,

Vi2 cos c2— 6^2 + CS&
cosy=z _ -

und man hat zu integriren die Formel
DSIdSl

1

*~VV2C0Sa2-j£2+^2
)(£

2C0S^
Um diese Formeln zusammenzuziehen, setzen wir

^—— *>* so dass Slz=zs\^l+ v

und

2edt—-
'

V~(eos a2 4- ^ü)(cos b2— Bv)(cos c2 + Cv)

wird, und es muss die letztere Gleichung so integrirt werden,

dass für tf=0, #=0 werde. Es wird alsdann

£ Ar"—ö-;—r- Vcostit + Äv
eosa= -prV cosß-2 + ^i?= . r,

*

* **/—T2 IT Vcosb2—Bv
cos/^Vcosb2-/*^ yT+7"~

und
£ a/- 3 v ^> \rcos

c

2 + Cv
cosy= 7=rV coscz + Cv = A r .

Wenn wir daher zu einer gegebenen Zeit t den Werth von

v anzugeben vermögen, wird man so wohl die Winkelgeschwin-

digkeit £l=r-s\Fl-\-v, als auch die JLage der Drehungsaxe 10
in Bezug auf die Hauptaxen kennen.
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Zusatz 1.

§. 741. Wenn im Anfangszustande einer der Bogen Ä, b,

C verschwindet /so werden die übrigen Quadranten und es fallt

alsdann die erste Drehungsaxe auf eine der Hauptaxen, um
welche der Körper beständig mit gleichförmiger Bewegung sich

zu drehen fortfahren wird.

Zusatz 2.

§. 742. Da
dSl dtcosacosßcosy
W— D

und D eine positive Grösse ist, so wird offenbar, so Zange

der Drehungspol im Räume ABC liegt oder die Cosinusse

der Bogen a, ß, y positiv sind, die Drehungsgeschwindigkeit,

in so fern sie im Sinne ABC gerichtet ist, zunehmen.

Zusatz 3.

§. 743. (Figur 99.) Fällt aber, nachdem man die Qua-

dranten verlängert hat, der Drehungspol in die Räume uABb,
ßBCc, yCAa, welche auch Quadranten sind, so wird die Ge-

schwindigkeit abnehmen; in den Quadranten aAa, ßBb, yCc
wird sie aber eben so, wie im Hauptquadranten ABC, zu-

nehmen.
Anmerkung 1.

§. 744. Man hat diess gehörig zu merken, damit wir, in-

dem wir eine irrationale Formel gebrauchen, durch das zwei-

deutige Zeichen nicht betrogen werden; wenn daher die Cosi-

nusse der Bogen a, b, c oder wenigstens ihr Produkt positiv

ist, so nimmt im ersten x\nfange die Geschwindigkeit Sl zu

und es erlangt demnach v einen positiven Werth. Die zu in-

tegrirencle Formel ist aber so beschaffen, dass sie weder alge-

braisch, noch durch Kreisbogen oder Logarithmen dargestellt

werden kann, sondern wir gezwungen sind zu verlangen, dass

uns ihr Integral durch Quadraturen gegeben werde. Können

wir nämlich auch die Arbeit durch Bogen von Kegelschnitten

ausführen, so kann man doch daraus durchaus keinen Gewinn

ableiten und es scheint daher die Benutzung der Quadraturen

nach gewohnter Weise vorgezogen werden zu müssen. Es
bezeichne nämlich

den Bogen eines Kegelschnittes, dessen halber Parameter ^1
und halbe grosse Axe =/* ist, welcher Bogen, vom Scheitel
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an genommen, der Abscisse x entspreche. Es wird demnach
der Kegelschnitt eine Ellipse, wenn />0, eine Hyperbel, wenn

f<^ und eine Parabel, wenn/=oo ist. Wenn wir nun der

Kürze wegen cos&2, cosb2, cosc2 respective durch a, b, c be-

zeichnen, so wird unsere zu integrirende Formel

dvAV(a + Av)(b - ßv)(c + Cd)

auf einen algebraischen Theil, einen elliptischen und einen hy

perbolischen Bogen reducirt. Es wird nämlich

I
3

J=>
*>

'S
55 ^

o a Sr

1 -f +
O iu nW o* o»

SP

+
i
IT

+

bs

+
9
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^

©
53
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s
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Hierbei habe ich angenommen, dass Ac^> Ca sei; wäre

diess nämlich nicht der Fall, so brauchte man nur die Buch-

staben a und A mit c und C zu vertauschen. Hieraus erlangen

wir aber sicher keinen Nutzen für die Verfolgung der Rechnung,

noch viel weniger wird man daraus für eine gegebene Zeit t

auf den Werth von v schliessen können, worin doch der Haupt-

punkt der Frage besteht. Uebrigens wird der Fall, wo Ac
— Ca ist, hier ausgeschlossen, derselbe lasst eben aus diesem

Grunde eine leichtere Entwickelnng zu und es wird daher der

Mühe werth sein, ihn besonders zu behandeln.

Anmerkung 2.

§. 745. Die Fälle, in denen einer der Bogen a, b, C ver-

schwindet, werden hier von selbst ausgeschlossen, weil alsdann

beim ersten Anfange der Bewegung die Drehungsaxe auf eine

der Hauptaxen fallen und daher beständig diese Lage beibe-

halten würde. Diess geben auch unsere Formeln an, indem,

wenn
a=0 ist, cosa=l, cosb— und cosc=0

wird, wonach die Formeln

„ V^Ui .- \Tcö

V i | v V 1 + v

nur bestehen können, wenn

#= und Qzize, also cos/5— und cosy=0
wird und der Drehungspol O beständig inj bleibt. Dasselbe

^reisnet sich, wenn

ist, wo der Drehungspol O betändig in C bleibt und £1=:e

wird. Nicht so leicht zeigt es sich aber, wenn sich der Dre-

hungspol anfangs in B befunden hat oder

b— 0, und cosa~0 und cosc—
ist. Die Formeln ergeben nämlich dann

VÄv n Vl-Bv -
, V"Ci

cosa— , -9 cosp=—/=====- und cosy— r . >

wo es scheint, als ob v einen positiven Werth haben könne.

Da aber, wegen D—V^ABC,
ft 7

Ddü dvV'B . i2edt~—r = —r- -— 1S^
vVAC(l— Bv) vV^l— Bv

so ergibt diese Formel so integrirt, dass für v=z0} t= werde,
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Hieraus ersieht man, dass nur erst nach Verlauf einer un-

endlich grossen Zeit, d. h. niemals der Buchstab v einen Werth

erlangen kann, welcher >0 ist. Es wird daher immer der

Drehungspol O im Punkte B und Sl — s bleiben.

Wenn übrigens nur ein einziger der Bogen ß, b, C ein

Quadrant ist, so wird im ersten Anfange, weil d£l~0 ist, die

Winkelgeschwindigkeit nicht verändert; hernach aber wird sich

die Sache folgendermaassen verhalten. Wenn zuerst a~90°
ist, oder der Punkt E auf den Quadranten BC fällt, so wird

V3» '

Q \f cosb*~Bv
cosß=z-

und V^sin b2 + Cv

woraus man ersieht, dass v einen positiven Werth erhält und

V^Ad(cos b2--Bv)(sm b*+Cv)

wird. Da nun cosa>0 ist, so wird a < 90° und der Drehungs-

pol vom Quadranten BC ab näher nach A rücken, auch wird

ift>s werden. Dasselbe wird sich ereignen, wenn der Drehungs-

pol sich auf dem Quadranten AB befunden hat. Liegt derselbe

aber auf dem Quadranten AC, so wird, weil cosb^O ist,

V'cosaa + -4ü a W—Bv
COSa=- ;.. > C0SÜ=2 r .: ir-

Vl+v Vl+v
und Vcos c

2 + Cv
cosy=: r — >

und es muss nothwendig v eine negative Grösse sein, welche

wenigstens vom Anfange an wächst. Es sei demnach
v=— u,

alsdann wird, weil edt einen positiven Werth haben muss,

\^Bu negativ angenommen werden müssen. Es wird also

|3 > 90°

und der Drehimgspol sich mehr von B entfernen, auch wird

die Geschwindigkeit

kleiner werden.
Anmerkung 3.

§. 746. Ich kann hier nicht eine ausgezeichnete Eigenschaft
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dieser Bewegung übergehen, welche dann besteht, dass die

lebendige Kraft des Körpers stets dieselbe bleibt. Es ist hier

aber angemessen zu bemerken, dass, wenn der Körper sich

um irgend eine Axe mit der Winkelgeschwindigkeit =z£l dreht

und sein Moment der Trägheit in Bezug auf diese Axe = MJt2,

ist, alsdann seine lebendige Kraft = M/PSl2, sein wird. Diess

vorausgeschickt, da nun in unserm Falle

Mk*= 31[a* cos t*
2 + 62 cos /3

2 + c2 cos y
2
] , (§. 45^.)

ferner aber

&2 eosa2=£2[cosa2+Jy], &a cosßa=£a[cosba — Ä>]
und Sl2 cos y

2= £2[cos c2 -f 6Vj

ist; so wird die lebendige Kraft des, um die Axe 10 mit der

Winkelgeschwindigkeit '
= £1 sich drehenden, Körpers

= Me\a? cos a2 + 62 cos b2+ c2 cos c2+ v{Aa? - Bh*+ Cc2)] .

Es ist aber
^Ioa-Ä6a +Cca=0 (§.740.),

und daher die lebendige Kraft nicht von v abhängig, auch

bleibt sie der zuerst beigebrachten immer gleich.

Dass aber im allgemeinen Mk^Sl2, die lebendige Kraft des

Körpers, oder das Aggregat aller seiner, in die Quadrate ihrer

Geschwindigkeiten multiplicirten, Theilchen ausdrückt, ist ein-

leuchtend. Man denke sich nämlich ein Element des Körpers

dM , welches von der Drehungsaxe um den Zwischenraum =r
entfernt ist, alsdann ist seine Geschwindigkeit = Sir und daher

seine lebendige Kraft = Sl2r2d31; und hieraus folgt die leben-

bige Kraft des ganzen Körpers

==&2/r2dM=J/£2& 2
,

weil jT*dM= Mk* ist.

Aufgabe 78.

§. 747. Unter denselben Voraussetzungen wie bisher sei

im Anfange die Drehungsaxe so beschaffen, dass wir haben

cos a2 : cos c
2=A : C= ca(6

a—ca
) : a2(fl

2—62)

;

man soll nach Verlauf einer beliebigen Zeit t die Lage der

Drehungsaxe in Bezug auf die Hauptaxen bestimmen.

Auflösung.

Setzen wir cos A2=z An, sodass cosc2=Crc und cosb2= l

— {A + C)n = 1 — (1 -f- B)n wird; so erhalten wir, weil

Sl = «Vi + v ist:
^

V~A(n + vj Vi — n—Bn— Bv
cosa=—a/~ :

— > cosp~ >
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VC(n+v)
oosy= 7=—=

und
a ^ dvSTB

(n + v) \T\ _ n __ Bn— Bv

Wir nehmen hier aber an, dass anfangs der Drehungspol

E sich innerhalb des Quadranten ABC befunden habe, damit

die Cosinusse so wohl der Bogen a, b und c, als auch bald

nach dem Anfange die der Bogen et, ß und y positiv ausfallen.

Wir erhalten daher durch Integration

_ VB rVü^Ti+STl-n— Bn^

VB
,
rVT^w+V] —n~-B

vr n°g\.\ri^n-V~l—n-Bn—BvJ 9 *

vr
Zur Abkürzung setzen wir —-t=t— zzzXm, so dass

26^111= log (
~-

r
w--= ) -l0g( 77-^ =-

)

wird, und wenn nun e die Zahl bezeichnet, deren Logarithmus

= 1 ist und wir

setzen; so erhalten wir.

Vw+Vm-»-» V^w+Vm—-rc

V^y/i—V ?ra—w—v Y m—\m—n

Hieraus ergibt sich

\Tm-\-\m—n— T(\fm—\m—n).,—
V m—n—v= —7=

j. -p=. r- V rn >

V m +V m—rc+ T(Y m—Y m—n)

und es wird
] —?i~Bm und cosb2=J5(m«—w),

während
cosä2= ^4w und cos c2=Cn

ist. Hat man aber # gefunden, so ist zuerst

o 4/TT~ V~A(n + v) VSfm-n- tQ-
ii=r-£Yl+t% COSa= r

—
' COSpzz:— -

: Vl+t) V1 + «

und VC(n+v)
cosy= r

—

•

Um diese Ausdrücke mehr zusammenzuziehen, setzen wir
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Vrn + V~m— n ,

Vwi—Vm-— n
wonach

Vm — n= 7-771 Sfm und Vw— w— v = J~r'ji
/

Vrti >

hieraus ferner

und weil

ist,

/Ä — iv 4wlÄ

wird.

Wenn daher für die zuerst beigebrachte Bewegung

2V3^£
f

(Ä-])V5m 2VÖw£
cosa:== -I+T"

? cosb=: FTT~ 5 C0SC=~I+T-
und die Winkelgeschwindigkeit im Sinne ABC—z war, so

wird nach Verlauf der Zeit t,

elEtVm ___ j1

gesetzt, erstens die Winkelgeschwindigkeit

zweitens aber zur Bestimmung des Ortes des Drehungspoles O

cosa- Ä(Ä+T) > cos/*- p_(£ + r)

und 2sV"C^kf

drittens _

t£t>— „tat /^. . jk 3

Hieraus ersieht man, dass im ersten Augenblick, wo 7
T=1

ist, v von an wächst, bis

T—k oder 2etVm = logÄ*,

d. h. bis die Zeit t= —= verflossen ist, wo
2e\ m _____

»-Vi+-(m)
und die Winkelgeschwindigkeit am grössten wird. Wir erhal-

ten zugleich

25
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cos a == -~ V^Äni, cos/5=0 oder 0= 90° und cosy=jjV
r
C/ii,

so dass der Drehungspol jetzt nach dem Bogen AC gelangt

ist und ihn hierauf überschreiten wird. Hernach, wenn T>k
wird, wird v wieder abnehmen und selbst verschwinden, wenn

T-k k-l
r + £—Ä + i'

d. h. t=k*

\o& Je

wird, also nach Verlauf der Zeit t=——> der doppelten von
s\ m

jener obigen. Es wird hier zugleich

2V3Ä „ (ä-1)V5ot&= «, cos«=
/£+ J

> cos£= ^
und SV^Cml

cosy=___..

Hier wird nämlich der Drehungspol, jenseits des Quadran-

ten AC, eine ähnliche Lage in Beziehung auf den B gegen-

über liegenden Pol haben und sich demselben beständig nähern,

ja selbst nach Verlauf einer unendlich grossen Zeit erreichen.

Setzt man nämlich

£== od, wodurch auch T=i oo

wird, so erhalten wir

Amk

hier wird daher die Winkelgeschwindigkeit am kleinsten. Als-

dann haben wir aber

cosa=0, cosß=— -jyV*Bm und cosy— 0,

und da

l-n^l-jj^^Bm,
so wird offenbar

cos/?=— 1.

Zusatz I.

§. 748. Man muss die Zahl n so annehmen, dass An und

Cn kleiner als 1 werden, unter dieser Annahme wird

1— n 1 , V m + V/w — w

-° V m

—

V m— «
Zwischen den Zahlen m und Ä* tritt aber die Beziehung

ein, dass
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m-

also

4k
-.' (A—l)V5

und cosbr-"~ 4Ä + Ä(* + l)a V^A +^A+ l)"

wird, welche letztere Grösse, weil /£>1, stets kleiner als

1 ist.

Zusatz 2.

§. 749. Dasselbe Verhältniss, welches zwischen den Cosi-

nussen der Bogen & und c aufgestellt worden ist , behalten die

Cosinusse der Bogen a und y bei, und während der Pol durch

den Quadranten AC geht, wo = 90° ist, ist

COS Ct~ tts r— - -J==='

Wir haben aber

n_,i[,, (*-l)5 ,_ B(A-M)VT+lf

mithin wird

cosaziW TT~g uncl cosy=V T-JTß
'

oder

cV>—

e

2
,

aVa*-b*
cos «= •

-/- —^ und cosy:=
4 ,
— ___—_—_-

\r(a2-c2)(a2--62+c2
)

' \F(a*-c*)(a*-b*+c*)

Zusatz 3.

§. 750. Während aber die Drehungsaxe O durch den

Quadranten AC geht, ist in Bezug auf sie das Moment der

Trägheit

Ma^c2

rrrj|/[a2 COS^+^COS/32 4-C2 COSy2]—^_ ^ i c
*>

welches kleiner ist als M.b* und auch kleiner, als es im An-

fange war, wo es nämlich, weil Aa? + Cd1 -— ßb'1 ist,

= Mb*.Bm
war. Es war demnach

~ ^*"
'U+ B(h + l)2~ 4£*62(a2 - 62 + c2) + o?c\k— l)2

'

Beispiel.

§. 751. (Figur 100.) Es habe der Körper sich um den Pol

E, welcher auf dem Quadranten AC liegt, im Sinne ABC zu

drehen angefangen und mit der Winkelgeschwindigkeit = s,

so dass

25*
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cosAE=\ n.f und cos C2£=Y B4-1

war , indem wir der Kürze wegen

,
^2 » _

"(a2- 62)(a2 - c2) ' " ~ (a2—

6

2
)(6

2— c2)

und ~_ a2^2

(a2 ~c2
)(6

2—

e

2
)

gesetzt haben, woraus

folgt. Auf diesen Fall wird die allgemeine Auflösung zurück-

geführt, indem man

k= l und ^^ ött
annimmt. Mit dem Fortrücken der Zeit wird nun der Drehungs-

pol von E nach dem andern Quadranten AbC übergehen, wenn

b der B entgegengesetzte Pol ist und nimmt man nach Ver-

lauf einer Zeit ~t

an, so wird sich der Drehungspol in einem solchen Punkte O
befinden, dass wir haben:

COS AO == ,--—--——

—

> COStO:

und die Winkelgeschwindigkeit daselbst

_ no?(i + T)2 +4?T

~~ (i+^VT+S
Da nun

.'

A ^ VÄ(r— l)
a +4Cr , . „ V~£(T~])2+4,4 7'

sin^iO——^ und sin CO— r :^=r-
\fBt\ f T)2 + 4T Vä(1 + T)2 + 4r

ist, so wird

Wir
\fB(T—~\)* + \AT

(T-})VB
VBiT—l^+iAT*

WUT

Ferner ist

cos^CO=

sin ^CO =

cos C4 O=



c
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(T-\)%Tb . WW+W .QSbO= --Fr\ ,

— —-rypr " 5k1 SinftO=" —
Vß(l -h T)2+4T V B(l + T)* \ 4T

es wird also _____

cos_460 =y ^ ,
j

und cos CbO=y ß 1 i
'

Da hiernach AbO=AE und CbOzuCE ist, so bewegt

sich der Drehungspol ö von E nach # über einen grössten

Kreis und durchläuft in einer gegebenen Zeit t den Bogen EO,
so dass

_,. (T— l)Vl?

2V(^+ 1)T
h

wird, indem wir diesen zurückgelegten Bogen EO=:ß setzen.

Es wird daher

8\n ßVß + 1 f Vi? + sin fl
2

~ cos#Vi?

wonach die Zeit, in welcher der Bogen EO=i6 zurückgelegt

wird, d. h.

__ V_? + * ,.^/sin ^^ + 3 + ^ß + sin^/sin V ß + ] •+ V B + sin Ö2\
°g

\ cos VI? /COS ö Vi?

wird. Ferner findet man die Winkelgeschwindigkeit, während

der Drehungspol sich in O befindet, oder

Vi?+ sinö2

Das Moment der Trägheit in Bezug auf die Axe IE ist

_ M(Aa*+Cd*) __B_" B + 1 — _? + 1
iK™ '

und die lebendige Kraft, welche beständig dieselbe bleibt,

/?s2

Änmerk ung.

§. 752. War anfangs die drehende Bewegung im entgegen-

gesetzten Sinne gerichtet, so wird der Drehungspol sich von

E längs eines grössten Kreises dem Pole B nähern; im Qua-

dranten AbC stellen nämlich die gleichnamigen Pole den ent-

gegengesetzten Sinn dar, als im Quadranten ABC. Uebrigens

ist es in diesem Falle bemerkenswert!], dass der Drehungspol

O sich einem der beiden Pole B oder b beständig nähert und

selbst ziemlich schnell dahin gelangt; so bald nämlich die Zahl
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mittelmässig gross wird, was meistenteils bald zu geschehen

pflegt, wird die Abweichung der Drehungsaxe 10 von der Axe
Bb nicht mehr merklich sein. Dieser grösste Kreis BEbf

welcher den Quadranten AC so in E schneidet, dass

und cosAE=y ^ ..-

oder _ 4 „ i/"C aVa*— 62

cVb*—c*
wird, hat also die ausgezeichnete Eigenschaft, dass, wenn

die Drehungsaxe sich einmal auf ihm befunden hat, sie auf

ihm verharren und der Drehungspol sich entweder b oder B
nähern wird, je nachdem die Drehung im Sinne ABC oder im

entgegengesetzten Sinne erfolgt. Es könnte hiernach scheinen,

als ob die Drehungsaxe, welche es auch immer anfangs gewe-

sen sein mag, stets endlich auf eine der Hauptaxen fallen

würde, wenn nicht im vorhergehenden Kapitel sich die Sache

anders ergeben hätte. Ich werde aber jetzt selbst beweisen,

dass dieser behandelte Fall der einzige ist, in welchem die

Drehungsaxe endlich mit einer der Hauptaxen und zwar der

mittlem zusammenfällt, dass aber dies in allen übrigen Fällen,

nicht einmal nach Verlauf einer unendlich grossen Zeit, gesche-

hen wird. Hierzu ist es aber nötbig, dass wir die obige In-

tegralformel sorgfältiger untersuchen und die Werthe, welche

sie zu jeder Zeit annimmt, auf eine gewisse Weise anzugeben

vermögen. Da nun bei dieser Arbeit andere analytische Hülfs-

mittel kaum mehr Licht versprechen, als ihre Reduction auf

die Bogen von Kegelschnitten, so wollen wir zu einem gewissen

mechanischen Hülfsmittel, nämlich der Bewegung eines Pendels

durch einen Kreis unsre Zuflucht nehmen. Da nämlich die Bestim-

mung der letztern Bewegung in einer ähnlichen Integralformel ent-

halten ist, diese aber nicht widersteht, so können wir auf eine ge-

wisse Weise abschätzen, wie jene Bewegung künftig ausfallen wird.

Aufgabe 79.

§. 753. Es ist die Bestimmung der Bewegung, mit wel-

cher ein schwerer Körper auf der Peripherie eines Kreises

entweder schwingend oder umlaufend fortrückt, gegeben; man

soll zu jeder Zeit die Lage der Drehungsaxe in Bezug auf die

Hauptaxen bestimmen, wenn nämlich diese Lage nebst der

Winkelgeschwindigkeit im Anfange gegeben ist.
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Auflösung.

(Figur 101.) Da die zu bestimmende Zeit

dvSTABC
t=f-

%\r(a-\-Av){b—Bv)(c +Cv)
ist, indem man inzwischen a s b, c statt eosa2 , cosb2 , cosc2

setzt, so betrachten wir im allgemeinen die Bewegung eines

schweren Körpers auf einem Kreise, dessen Radius ca=^cb=zr
und wobei die Geschwindigkeit eben so gross ist, als wenn
der Körper aus dem Punkte g herabgestiegen wäre. Man
setze demnach cg= p, nehme hierauf den Anfang der Bewe-
gung in e an, so dass cd=q ist, wobei nämlich die gerade
Linie gab vertikal und de horizontal ist. Nach Verlauf der
Zeit t gelange der schwere Körper von e nach z, so dass,

wenn man die horizontale Linie vz zieht,

dv= hv
ist, indem in unserer Formel v eine absolute Zahl darstellt.

Es sei unterdessen cv=.z 9 alsdann wird das Element des
Bogens in 2

rdz

und weil die Geschwindigkeit in demselben Punkte=2V g(p-\-z)

ist, so wird das Element der Zeit

7 .
rdz

dt—-—r - — .

2\g(p+ z)(r— z)(r+ z)

Da nun z~hv — q
ist, so erhalten wir

krdv
dt

%V^g(p — q+ kv){r + q —kv){r—q-\-kvf
unsere zu construirende Formel, auf ähnliche Weise ausge-

drückt, ist aber

MvVÜdU '

2-Vö+*0Cj-*0Cb+*0'
auf welche jene reducirt wird, indem man zuerst

kr _ k\f~k

2\Tg~ 2e

setzt, woraus

yTqkr=—

—

e

folgt. Zweitens ergiebt die Gleichstellung der mittlem Faetoren

in den Nennern



392 Kap. XIII. Von der freien Beweg, starrer Körper ,

. bk . bk Väk
r +^^also^^--^.

Ferner kann man die ersten und dritten Factoren vermischt

einander gleich stellen , und setzt man den ersten dem ersten

und den dritten dem dritten gleich, so erhalten wir

ak .. ak . bk \fqk

und

ck . 2\fak bk ck^^-oder-^-^-gzr^
oder auch 2V? (Bc+Cb)Vk

e
~ BC

mithin

rJ 2BCVg ,,._ 4ffB*C*\
y k

-~e(Bc-\-Cb)
unU

*-a*(Bc+Cb)*'
Hieraus ergibt sich ferner

_ ZBCff _ 2BC(Cb—Bc)g
r
—e*(Bc+Cb) ' q^ e*(Bc + Cti?

und 4a</B2C2
-l 2ABC(Cb — Bc)g

p— ' Ae*{Bc+Cb)*

Für eine gegebene Zeit t wird demnach die Zahl v auf

folgende Weise bestimmt Auf der Peripherie eines Kreises,

welcher mit dem Radius

ca—cb—
s*(ß c08C* +'ccosb*)

beschrieben worden ist, bewege sich ein schwerer Körper so,

als ob er aus dem Punkte g herabgestiegen wäre, wobei

__ 4B2C2 cos q2 -f 2ABC(Ccos b2 -- B cos c2)
C#~

. Ae%Bcosc*.+ Ccosb*)* ff '

oder

— _4ffC2(Jcosb2 + ffcosft2)
ö9—P + r

—Ae*(Bcosc* + Ccosb2
)
2 9

und

- __ __4ff
2qCcosa2 -~ Jeosc2)ag -p—r—

As^Bcos C2 + Ccos b2)
2 9 '

Hierauf nehme man auf diesem Kreise den Abstand

2BC[Ccosb*-Bcosc*]
cd ~' e%B cos

c

2 + Ccosb2
]
2 (Ji

oe*er
/s — i __ bBC^g cosb2
öd - r + <y_ ^pg cosCa + CcosbaF

und den Punkt e als Anfangspunkt der Bewegung an , von wo
der Körper durch z fortschreitet und schneide den Bogen ez
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ab, welcher in der vorausgesetzten Zeit t durchlaufen ist. Die

diesem Bogen entsprechende Höhe dv sei ~u, und nimmt
man dieselbe als bekannt an, so wird

_tt_ ca[gcosc*+ (?cosb2]%*—&— 4B*C2
(/

Hieraus erhält man für die obigen Aufgaben die Winkel-

geschwindigkeit &l~eV~l + v

und zur Bestimmung der gegenwartigen Lage des Drehungs-

poles

V"cosa2 -j- Av „ Veosb2 -— Bv
COSa= r > COSß= "

—

r
'

Vl + v Vl+v
«nd Vcosc2 + Cv

Zusatz 1.

§. 754. Da dg=icg — cd=p — q^-j ist, so wird die Höhe

des Punktes g über der Horizontalen de, nämlich

4ff2C2
ffcosa2

ög— j£2 [#cosc2 +Ccosb2
]
2 '

und da dieser Werth nothwendig positiv ist, so wird der Kör-

per bei seiner Bewegung den Punkt e erreichen können.

Zusatz 2.

§. 755. Ferner ist aber auch die Höhe bd nicht nur positiv,

sondern auch kleiner als der Durchmesser des Kreises

ABCg
ab — e\B cos c2+ Ccos b2]

'

Es wird nämlich

A h A3
4^26V/cosc2

ad= ab - bd
^T*lBcosc* + CcosVf>

wesshalb der Punkt e, von welchem wir den Anfang der Be-

wegung rechnen, sich immer auf der Peripherie des Kreises

befindet.

Zusatz 3.

§. 756. Da also der schwere Körper sicher von e bis zum
untersten Punkte b herabsteigt, wo

4BC2gcosb2

w~ 6
£
2[#cosc2 + Ccosb2

]
2

wird, welches sein grösster positiver Werth ist; so wird

um diese Zeit
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cosb2 , _ eVß+cosb2

u=—5— und Sl=: == ,B Vb
welche Winkelgeschwindigkeit ihren grössten Werth hat.

Es wird alsdann ferner

cosß=zi) t

d. h. es geht der Drehungspol durch den Quadranten AC.

Anmerku n g.

§. 757. Da also der Drehungspol, wo er sich auch immer
im Anfange befunden haben mag, stets nach einiger Zeit durch

den Quadranten AC geht, wo die Winkelgeschwindigkeit am
grössten ist; so wird man diese Zeit als den Anfang der Be-

wegung betrachten dürfen, indem wir von ihr auch zu den

vorhergehenden Zeiten zurückzuschreiten vermögen. Es habe

sich demnach anfangs der Drehungspol in dem Punkte. E des

Quadranten befunden, so dass

AE=a und aE= c=90 -ft

und die Winkelgeschwindigkeit .= s im Sinne ABC ist. Nach-

her wird daher der Drehungspol nach dem Octanten AbC der

Kugel übergehen , während er sich vorher im Octanten ABC
befunden hat; hierbei hat man zu bemerken, dass das Entge-

gengesetzte geschehen wird, wenn die drehende Bewegung im

entgegengesetzten Sinne gerichtet ist. Hier treten uns aber

zwei zu betrachtende Falle entgegen, je nachdem bei der kreis-

förmigen Bewegung der Punkt g entweder oberhalb des Kreises

fällt, und der schwere Körper ganze Umläufe ausführt, oder

innerhalb des Kreises und der schwere Körper Schwingungen

macht. Das Erste geschieht, wenn

Ccosä2> Jcosc2 ,

das Letztere aber, wenn
Ccosa2 <Jcosc2

. (§.753.)

(Figur 102.) Um diese Fälle von einander zu unterscheiden,

nehme man auf dem Quadranten AC den Punkt D so an, dass

C cos AB* =zAcosCB* oder tgAD=V5
wird; alsdann wird, wenn der Drehungspol durch diesen Punkt

D geht, derselbe sich durch den Quadranten Db dem Haupt-

pole b nähern und ihn nach Verlauf einer unendlich grossen

Zeit erreichen, welchen Fall wir schon oben entwickelt haben

(§.747.). Geht aber der Drehungspol zwischen den Endpunkten
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A und D durch den Quadranten AC, so erhält man den

ersten Fall, in welchem

Ccosa2 > Jcosc2 ;

geht er hingegen zwischen den Endpunkten C und D hindurch,

so erhält man den zweiten Fall, in welchem

6Yosä2 < Jcosc2

ist. Diese zwei Fälle wollen wir demnach getrennt behandeln.

Fall f.

§. 758. (Figur 102.) Es gehe der Drehungspol durch den

Punkt E des Quadranten AC und es drehe sich der Körper um
ihn mit der Winkelgeschwindigkeit e im Sinne ABC, so dass

Ccoszf£2 > AcosCE* oder tgJE<Y ~
ist; von hier schreite er im Verlauf der Zeit t bis O fort,

welchen Ort wir bestimmen müssen. Da also

AE=a, C£= c=:90o— « und b= 90°

ist, so beschreibe man einen Kreis azez', dessen. Radius

2Cg
e2 cos c2

ist, und nehme auf dem oberhalb verlängerten vertikalen

Durchmesser ea die Länge

__ 4tC(Ccos <P—A cos c2)
ag ~

Ja2 cos c4 9

an ; alsdann wird der aus diesem Punkte g herabgestiegene

Körper auf dem Kreise im Sinne az'ez herumlaufen, und es

möge im Anfange, während der Drehungspol sich in E befand,

der schwere Körper durch den untersten Punkt e gehen. Nun
steige der Körper im Verlaufe der Zeit t bis z hinauf und es

sei ev= u, alsdann wird

___
£2MCOSC4

v— AC*g
*

Der Drehungspol befinde sich aber jetzt in O. und es wird

die Winkelgeschwindigkeit um ihn sein

^a=eV i-
£%cosc4 "

ferner erhalten wir zur Bestimmung des Ortes des Punktes O

WAO=^fc
Ae2ucosc4

cos a2 -

__ AC*g
c s s><vw f™ \j Uli

coshO=z
s s cos c2 V Bu

WVg
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und

cos CO- ^y cosc2 ^r—

•

Setzen wir nun aber die Zeit des halben Umlaufs, in wel-

cher der schwere Körper von e bis zum höchsten Punkte a

aufsteigt, =t, so wird, weil die Bewegung des schweren Kör-

pers auf dem Kreise mit der Bewegung des Drehungspoles

isochron und
uz

ist,

4Cg
£
2 C0SC2

cosc2

c '

und es wird nach Verlauf der Zeit t die Winkelgeschwindigkeit

die kleinste von allen sein« Der Drehungspol wird sich aber

in P befinden, so dass

Cr^AP——%,r ~7i
Zcösc2 ecosciTBcos^/^— ^ cosä2 £— , cosbP— —-q—y JT

und cosCP^rO
wird. Es wird sich demnach der Pol P auf dem Quadranten

Ab befinden, so dass

cosc VIT sinaVS
cos bP~ sinAP=

\fC— cos c2 VG— sin a2

und VCcosa 2— ^4sina2
COSAP=- T-F"^ ^T-V C— sina2

wird. Nach Verlauf der Zeit 2t, wo m=0 ist, wird die

Winkelgeschwindigkeit £1 wie im Anfange = £, und der Dre-

hungspol sich jetzt auf der Verlängerung des Quadranten CA
in e befinden, so dass

Ae=AE
ist. Nach Verlauf der Zeit 3t wird der Drehungspol nach p
gelangen, so dass

Ap=i AP
ist, und nach Verlauf der Zeit 4t wird er nach E zurückkeh-

ren. Der Drehungspol wird demnach um den Hauptpol eine

gleichsam elliptische Bahn beschreiben und die Zeit Eines

Umlaufes derjenigen gleich sein, in welcher der schwere Körper

auf dem Kreise zwei ganze Umläufe vollendet. Hier ist es an-
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gemessen zu bemerken, dass, wenn der Punkt E in D fiele,

der Punkt P in b fallen würde, weil

cosJP^O
wäre; alsdann würde aber cr</= und die Zeit % eines halben

Umlaufes auf dem Kreise unendlich gross werden, wie wir schon

oben gehabt haben. Ferner wird aber

AP= AE 9

wenn B=oo und C=co oder b2~c2
ist, d. h. wenn die Mo-

mente der Trägheit in Bezug auf die Axen IB und IC einan-

der gleich sind, welches der im vorhergehenden Kapitel behan-

delte Fall ist.

Fall II.

§. 759. (Figur 103). Es gehe der Drehungspol durch den

auf dem Quadranten AC liegenden Punkt J£, um welchen dann

der Körper sich mit der Winkelgeschwindigkeit e im Sinne

ABC dreht, so dass __

C cos AE2 <A cos CE2 oder tgAE^ £-

wird und von hier schreite er in der Zeit t nach O fort. Da
nun b= (J0°, AE=z<X und CE= 90<>--a^:C

ist, so beschreibe man den Kreis azez' mit dem Durchmesser

ACrj
ae=

—

ö
—

- 9—
b
z cos c

2

und nehme
4 CTJ cos c

2— Ccosa2
l . 4C2 cos<*2

"*= 2Ä^ & a,so ec^T¥c-oTc^
an. Hat man nun die horizontale Linie fgf gezogen, so führe

der schwere Körper seine Schwingungen auf dem Bogen fef
aus und man nehme den Zeitpunkt, in welchem der aus f* nie-

dersteigende schwere Körper durch den untersten Punkt e geht,

als Anfang der Zeit an und es gelange jener im Verlauf der

Zeit t nach z. Setzt man nun die Höhe ev—u, so wird

£
2 2/C0SC4

v=z
4ü^t

und zugleich um diese Zeit die Winkelgeschwindigkeit um den

Pol O, oder ,
— -

^ 4/ t
£%C0SC4

und wie vorher

a^ 6 4 r o Ae2
ll COS C* , ^ £ £ cosc2\^Bu

cosAO— -fi\ cosa2, 7-7™ .' cosoO— -TV

—

„ r-—Sil AC2
g Sl 2C\Tg
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cosvu—^y cosc2-
ACff

Es sei r die Zeit einer halben Schwingung oder des Auf-

steigens durch ef, alsdann wird nach Verlauf dieser Zeit, weil

4C2 eosa2 _ cosa2
u=zegz=z —T-ä tQ und ü =—•

—
4
—

ist, die Winkelgeschwindigkeit

sein und der Drehungspol in P liegen, so dass

cos AP~ 77. 0, cos bP=z =—
• = y&

.. SlVA V^4-cosa2

und cosCP=~^CQSC^^Ä2 ^)CAeosc2 — Ccosa2

V~A—cosa2

ist. Hieraus ergibt sich, dass der Drehungspol sich auf dem
Quadranten Cb befindet, wobei

. „ n cosa Vi? sineVi?
sin LP= pr- -^ =

A r— —

•

..

V A — cos a2 V A — sin c
2

ist. Nun nehme man auf der Verlängerung des Quadranten AC
Ce^CE und Cp—CP

.

an, alsdann wird die elliptische Bahn EPepE der Weg des

Drehungspoles sein, und zwar werden die einzelnen Quadran-

ten EP, Pe, ep, pE etc. in der Zeit r zurückgelegt werden.

Wäre a2=b*, so würde A= oc, B -=z 00 und CJP=CEsein,
und der Drehungspol einen kleinern Kreis um die Hauptaxe

IC, welche eine besondere sein würde, beschreiben; diess ist

der im vorhergehenden Kapitel behandelte Fall. Fiele aber E
in D, so würde, weil a//= wäre, t— od sein, welches der

Fall der vorhergehenden Aufgabe ist.

Anmerkung.

§. 760. Da wir nun deutlich genug einsehen, auf welche

Weise die Veränderung im Drehungspole vor sich geht, indem

derselbe entweder um den Hauptpol A oder um Cm einer gleich-

sam elliptischen Bahn herumgeführt wird, je nachdem

tgAE <y| oder tg AE> ^f-£

ist, und da wir selbst, wenn man die Integration der Differen-

tialformel zugibt, seinen Ort zu jeder Zeit angeben können; so
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wollen wir nun sehen, ob man auch seinen absoluten Ort zu

jeder Zeit und zugleich die Lage der Hauptaxen bestimmen

kann. Im früheren Kapitel haben wir diese Arbeit nicht ohne

Erfolg ausgeführt Hier werden wir aber auf weit grössere

Schwierigkeiten stossen 3 welche wir nicht einmal, wenn die

Quadraturen zugegeben sind, werden überwinden können; da

die Sache auf solche Differentialgleichungen zurückgeführt wird,

welche wir nicht nur nicht integriren, sondern nicht einmal bis

zur Trennung der Veränderlichen bringen können.

Aufgabe 80.

§. 761. (Figur 94). Wenn einem beliebigen starren Kör-

per im Anfange eine drehende Bewegung um irgend eine, durch

seinen Mittelpunkt der Trägheit gehende, Axe beigebracht wor-

den ist; so soll man zu einer gegebenen Zeit sowohl die Lage
der Hauptaxen, als auch die Lage der Drehungsaxe in Bezie-

hung auf den absoluten Raum bestimmen.

Auflösung.

Auf der unbeweglichen, um den Mittelpunkt der Trägheit

des Körpers beschriebenen Kugel habe nach Verlauf der Zeit

= t der Körper die Lage, dass die Pole der Hauptaxen sich in

J, B, C befinden, und in Bezug auf sie die Momente der Träg-

heit Mo2
, Mb2

, Mc2 sind. Indem man nun den Punkt Z und
den Kreis XZ als fest annimmt, setze man die Bogen

ZA^l, ZB= m, ZC= n

und die Winkel XZA= k, XZB= (i 9 XZC=v; hierbei bleiben,

zur Bestimmung des Drehtingspoles O, die Bogen AOzna,
OB=ß, OC=y, welche nebst der Winkelgeschwindigkeit &
jetzt durch die Zeit t gegeben werden. Dies vorausgesetzt,

haben wir nach x\ufgabe 68. (§. 678.):

dl.sin /= £ldt[co$ ß cos n— cos y cos m] ,

cZA.sin l2= — £ldt\vos ß cos m -f- cos y cos n\ ,

cZm.sin m= £ldt[cos y cos l— cos a cos w]

,

d(i.s\nm !i=— Sldt\cosycosn + cos a cos /J,

dn.&'m n = £ldt\cos et cos ?n— cos/? cos/],

rfv.sin wa=— &ldt[cos acos l -{- cos ß cos m].

Die Hauptarbeit besteht aber hier in der Bestimmung der

Bogen /, m, n, und da diese so beschaffen sind, dass

cos l
2 j- cosm2

-f cos n2= 1

ist, so setze man
cosm=:sin/co'sg), wonach cos ji= sin/ sin cp
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wird und wir folgende drei Gleichungen erhalten:

I. dl~£ldt\co&

ß

sin cp —cos y cos cp] 9

II. —+dt.cos /cos cp -f- c?9>.sin/sin9?=i2^[cosycos/— CGStfsin/sinqp]

und

III. — dl.cosfsmcp—'C?<5P.sin/cos9=: »ßeZ£[costf sin/coscp— cosßcos/].

Bildet man II.X sin cp — III.X cos cp, so erhält man
d£qp.sin/=:<ß^[cosycos/sin cp — cosa sin/-f cos ß cos /cos 9],

aus welcher, in Verbindung mit der ersten, man die zwei Bo-

gen / und cp suchen muss. Setzt man aber Sl~sV~l-\-v und

für den Anfangszustand, der Kürze wegen cos aa =21, cosb2=23
und eosc2=C , so dass

OC+Ä + CE^l
ist ; so wird , wie wir gesehen haben :

T +T' cosß=\ -j^, cos y=\ -j^^-
und

V^ (2t + Av)(& - #>;)(<£ + Ct>)

Hier ist

^2C2 „2r.2

(aa-fta)(aa-ca
)

' ~~
(aa ~62

)(6
a -6*a

)
'

a26a
'

, ~ «262caC= / o, «v/M .«V und />=•;
(aa-c2

)(6
a-6'a)

U,JU ^^(aa—

6

2
)(«

a—

c

a
)(6

2-ca
)

gesetzt und a2>ft2 und 62>c2 angenommen worden.

Setzen wir nun cos (3— sin a cos T und cos y== sin «sin 7
1

,

so wird

£> - (1— 3) cos T* . 4 f%S+J&A + (S^-^JcosT2

^^TTI^ir^o^T2 ulld cos <*=\ ^^-^ + (^^J)c^Ta
~

;

demnach

kf £>C+<ZB

i2^^ +ß+(2l_J)C08Ta

und hierauf

edt=

!?+(] — J)eosT2

1MT
V(ßsin T2+ Ccos 712

)[('2l#-f23J)sinT2+(2iC—<EJ) cos

T

2
]

Unsere aufzulösenden Gleichungen werden nun

dlz=. Sldt&m asin (cp— T)

dcp.s'ml— Sldts\nacoslcos((p — T)~ QdlcQ&cts'ml,

wobei wir haben
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DdTV&C+<ZB
Slatsma^z ~ —

{BsmT*+CcosT*)Sr{TiB+&A)smT*+(%C-<LA)cosT*
und

DdT
UMco8a- BBlnTt +CcoaT1

.

Setzen wir nun cp— T—co, so dass wir erhalten

dl= Sldt s\n a sin co

und
dcosinl f dTsinl— Sldt sind cos l cos co — Sldt cos cc sin l';

so geht die letztere über in:

eZcosin/sinco — dl cos l cos co + eZTsin/sin co

Z)iZT sin /sin co _
+ WsÄn~W+~Ccos T* - U '

während die erstere ist

DdTsmco\T£>C-\-<ZB
dl= =

— - ~ — :
•

(Bsin T* + Ccos T2)ST()iB+Z>A)s\n T*+ (HC- (LA)cos T*

Nun setzen wir der Kürze wegen

M £sinT*+ CcosT*-*^
und _

dV&c+<lb _ _____ __ n
(Bsrn Ta+CcosT2

) V(2tÄ+ 2>^)sin T2 + (21C- <LA)cos T*

'

alsdann nehmen, weil P und Q bekannte Functionen von T
sind, unsere aufzulösenden Gleichungen diese einfachem

Formen an

:

d (sin / cos co)=Pd Tsin /sin co

und dl=Qdts\nco.

Endlich setzen wir

sin /cos co =| und cos l^rj, wonach sin/sin co=Vi ~|2— nf*

wird, und es werden alsdann unsere Gleichungen

und dn —^-gdT.

Hier muss ich aber gestehen , dass ich die Auflösung nicht

wreiter verfolgen und daher die Aufgabe nicht zu Ende führen

kann.

26
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Ergänzung zu §.761*).

Setzt man #= »ßcosa, y~Slcosß und z~£lcosy, so wer-

den die aufzulösenden Gleichungen die 9 folgenden:

62 — c2
I. dx == 2~~ yzdt

',

II. dy=—p— xidt ;

III. efe = 2— xydt;

IV. dl.s\i\l=.dt(y cos n—>zcosm);

V. dm.smm= dt(z cos /— arcosw);

VI. dn.smn~dt(x cosm —#cos/);

VII. dLsm /2=— ri/[?/ cosw + z cos w]

;

VIII. cZft.sinm2=— dt[z cos n -[- x cos l\;

IX. dv.sin »2 == — dt[x cos / -fy cos ?w]

,

wodurch die 9 Grössen x, y , 2, /, #*, w, A, ft, und i/ bestimmt

werden müssen. Die Auflösung der drei ersten ist zwar in den

vorhergehenden Aufgaben schon gelehrt worden, zum Gebrauch

der folgenden setze man aber

fl
2 = A »

—
^r~ ==:B > c2 = C und xyzdt=du;

alsdann wird

#df#= ^efo , ydy=Bdu , zdz~ Cdzt

.

Hieraus erhält man durch Integration

a*=:2Au+ 2l, y*~2Bti + 2>, z2^2Cw + C
und daher

V(2Au+ li)(2Bu + JB)(2C« + 4)

Die Grössen A, B, C verhalten sich so zu einander, dass

man hat
Aa*+Bb* + Cc*-0 und Aa*+ Bb*+ Ce*=Q;

es wird daher

a2^2 + bV + c2z2= 2(.a2+ 2>.&2+ <Lc2= Constans.

Setzt man nun an die Stelle von x, g, z die angenomme-

nen Werthe, so wird

a%2+öV + c222=Ä2[a2cosa2+Ä2 cos/32+c2 cosy2]= Constans.

*) Diese Ergänzung war in der ersten Ausgabe dieses Werkes

am Ende hinzugefügt, hier folgt sie, wie in der neuern Ausgabe,

gleich hinter §. 761.
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Wird die Masse des Körpers = M gesetzt, so bezeich-

net der Ausdruck

M\a* cos a2 -f 62 cos /3
2 + c2 cos y

2
]

das Moment der Trägheit des Körpers in Beziehung auf die

Axe 10 (§. 746.), um welche der Körper sich jetzt dreht, und
wenn man demnach dieses Moment Mr2 nennt; so wird Mr2£l*

die lebendige Kraft des Körpers, welche daher constant bleibt.

Da ferner cosa2 -|- cos/32 -|-eosy2— 1 ist, so wird

Sl=V*a + y*+*2 = \r2(A + B + Qu + % + 25 + £
und es werden, da die Grössen x, y, z durch u bekannt sind,

auch die Winkel et, ßy y durch u bestimmt.

Bisher konnten wir innerhalb der vorhergehenden Aufgaben
verweilen, nun wollen wir aber sehen, aufweiche Weise eine

eigentümliche Auflösung der Aufgabe 80. ausgeführt werden
kann. Offenbar liegt die ganze Schwierigkeit in den Gleichun-

gen IV., V. und VI., und um diese zu überwinden, setzen wir

cosl=px, cosm=qy und cos« =zrz;

so dass sich die folgenden Gleichungen ergeben:

dx
I V. =pdx -fxdp -f- dt(ryz

—qyz), wobei yzdt= -j-

;

dy
V. Q~qdy+ydq + dt(pxz—rxz), wobei xzdt=jZ ;

VI. == rdz -f zdr -f dt(qxy—pxy), wob ei xydt= jt •

Dieselben lassen sich ferner umformen in:

IV. Q=zpdx + xdp+
(r~~^d*

,

oder dfa: Adp Adu
x q— r— Ap 2Au -f2t

V. 0=^+^ +0^.,
oder dy Bdq Bdu

y -~r—p—Bq—2Bu + 25
;

VI. 0=itf«+«fr +Ö^^,
oder dz CcZr Crfw

Nun multiplicire man IV. mit a2x, V. mit b2y und VI. mit

26"
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IV. a*pxdx \aWdp = a*
(y~ -̂ = a\q-r)du\

V. b*qydy + b2y*dq = b2 ^~^dS.= b2(r— p)du ;

VI. c2rzdz + c2z2 dr-c2(̂ ^—^c2(p--q)dt^

Aus den drei ersten Gleichungen erhält man aber

I. a2pxdx= Aa2pdu= (6
2— c2)pdu ;

II. b2qydy = Bb2qdu= (c2— a2)qdu;

III. c2rzdz= Cc2rdw= (a2 - 62)r^.

Vereinigt man diese 6 Gleichungen in Eine Summe, so

heben die letztern Theile sich wechselseitig auf und es ergibt

sich die integrabele Gleichung:

2a2pxdx + a2x2dp + 2b2qydy + b2y
2dq + 2c2rzdz + c2z2dr= 9

deren Integral ist

a2px2+ 62^2 + c2rz2= Constans.

In derselben beruht die grösste Kraft zur Ausführung der

verlangten Integration, wenn man sie mit der Gleichung

cos l
2 + cosm2+ cos w2= 1

verbindet, welche in

>2.*2 + q
2
y
2 + r2z2— 1

übergeht. Da nämlich x, y, z durch m gegeben sind, so wird

man vermöge dieser zwei Gleichungen p und q durch u und r

bestimmen können und wenn man diese Werthe in die Gleichung

dr du

p—q— Cr -~2Cu + <L

substituirt; so gelangt man zu einer Gleichung, welche nur die

zwei Veränderlichen u und r enthält, mittelst deren man auch

r durch u wird bestimmen können.

Zuerst aber bemerke ich, dass unsern Gleichungen hinrei-

chend Genüge geleistet werden kann, indem man den Buch-

staben p> q und r constante Werthe beilegt. Zu diesem Ende

muss nothwendig

q
—r — Ap=0, r—p —Bq~0 und p— q — 0=0

sein, und hieraus erhält man

p^n(l-B), q=n(l + A) undr=zn(l+AB),
wenn nur A +B+C+ABC=Q
ist, was aber in der That geschieht. Es wird daher, indem

man statt A, B, C die angenommenen Werthe substituirt,
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n (a2 • #2_ C2) w (a
a + 52 __ c2) j we2(a2-f 62--c2)

P^-^-r-p > *= 55
und '= 52p

Nimmt man demnach w= -«-7-70 an, so erhält man
a -j- —— £?

p— ma?, g— mb 2, und r=2 7wc2 ,

wo der Coefficient w» so beschaffen sein muss, dass

oder
m2 [a4(2JM+ 21) + b\2Bu + ») + c4(2Cw + €)]= !

werde. Da nun Aa* + Bb* -{- CV=0 ist, so wird

1

V2la4 +2>6*+C£?*
und zugleich

a^*H*%H^2=^I>4
(2Au+ty+b^Bu+Ä)+c4(2C^+C)]

=Vr
2(a 4 + 256* + €c 4= Constans.

Ich bemerke aber, dass man diese Integration nicht für

eine unvollständige zu halten hat, weil der Scheitel Z der un-

beweglichen Kugel nach Belieben angenommen werden kann.

Man wird denselben daher immer so annehmen dürfen, dass

die Grössen p, q und r constant werden. Setzt man demnach

der Kürze wegen

so wird alles folgendermaassen durch u bestimmt:
2 2

*= V2Jtf + a, p=£, cos/=jj-V24k + 2C*

. A2 £2
y= V2ß^ +Ä 9=— , cosro=—V2ßu+£'

~2

*=V"2Ctc+ C, r= ^"' cosw=~V"2Cm + 0:«

Zur Bestimmung der drei letzten Gleichungen erhält man,

I 7
du

dt= >

xyz

ndt[25b*+ Cc2~2Jq%]

wed ;
i ,. da
ar=

xyz

dX~~
2>64+ €c4'— 24a4M

und es reicht hin, einen der drei Winkel X, \i, v zu bestimmen,

da die zwei übrigen durch denselben von selbst bekannt werden.

Anmerkung. 1.

§. 762. In dem Falle des vorhergehenden Kapitels, wo
D 1

J?= 00 und C=qo,
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war, konnte man, weil A—B+C=l ist, die gefundenen Glei-

chungen so auflösen, dass die Grössen P und Q constant wur-

den, nämlich

P= 1 + 1= 1 + -—-p- = -^zj2- > weil 62= c3 ist,

und

JSVTt («2 -6*)V2(

Es wurde also

mithin

dx~- -g- und #= Constans ^..

Hier aber kann das Verhältniss P:Q nicht constant werden,

und es ist daher nicht klar, auf welche Weise man den gefun-

denen Gleichungen Genüge leisten könne, selbst nicht auf beson-

dere Weise. Da also die Bewegung solcher Körper für die Rech-

nung nicht zu behandeln ist, soweit nämlich bis jetzt die Gren-

zen der Analysis eröffnet sind; so sind wir gezwungen, diesen

Gegenstand zu verlassen , .indem auch die Anstellung vergeb-

licher Versuche kein Licht zu verbreiten vermag. Was aber

das mechanische Verhältniss betrifft, so müssen wir die freie

Bewegung starrer Körper, während diese durch keine Kräfte

angetrieben werden, als vollkommen bestimmt ansehen; da es

nur der Mangelhaftigkeit der Analysis zugeschrieben werden

muss, dass wir die Auflösung nicht zu Ende zu bringen ver-

mögen. Diese Schwierigkeit tritt aber nur bei Körpern ein,

deren drei Hauptmomente der Trägheit unter sich ungleich sind,

und da man diese Körper für höchst unregelmässig halten muss,

so ist diese Unbequemlichkeit, wenn wir zur Praxis übergehen>

von geringem Belange, weil sehr selten die Bewegung solcher

Körper gesucht zu werden pflegt. Sind aber zwei Hauptmo-
mente unter sich gleich, so ist die Erforschung der Bewegung
mit so glücklichem Erfolge beendet, dass man nichts mehr ver-

langen kann.

Anmerkung. 2.

§. 763. Nachdem wir also dasjenige auseinandergesetzt

haben, was die freie Bewegung starrer Körper, wenn äussere

Kräfte entfernt sind, anbetrifft, so verlangt die Reihenfolge, dass

wir nun die Wirkung der Kräfte erforschen , wozu auch oben
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der Grund gelegt worden ist, indem wir die augenblicklichen

Wirkungen beliebiger Kräfte bestimmt haben. Während wir

aber vorhaben, die fortwährenden Bewegungen zu behandeln,

müssen wir solche Fälle auswählen, in denen die antreibenden

Kräfte nicht durch den Mittelpunkt der Trägheit des Körpers

gehen, wie die Astronomie sie darbietet. Weil aber die Ent-

Wickelung derselben eine grössere Kenntniss der Astronomie

erfordert, als wir hier voraussetzen dürfen, so bleiben wir auf

der Erde, und betrachten solche Bewegungen, in denen eine

drehende Bewegung um eine veränderliche Axe vorkommt, in-

dem nämlich die regelmässigem Bewegungen keine Schwierig-

keit haben.

Hier bietet sich nun zuerst die Theorie der Kreisel dar,

deren Erklärung wegen der beständigen Veränderung der Dre-

hungsaxe noch in das grösste Dunkel gehüllt ist. Um diesen

Gegenstand im Anfange von den grössern Schwierigkeiten zu

befreien, werde ich annehmen , dass die Axe des Kreisels auf

einer sehr polirten horizontalen Ebene fortschreite, damit keine

Reibung stattfinden kann ; hierauf aber werde ich voraussetzen,

dass die Axe unten in einer Spitze ende, womit sie auf der ho-

rizontalen Ebene fortschreitet. Ich werde zwei Arten von Krei-

seln aufstellen, je nachdem nämlich alle, oder nur zwei seiner

Hauptmomente der Trägheit unter sich gleich sind; wenn näm-

lich alle ungleich wären, so würde diese Voraussetzung nicht

nur der Figur der Kreisel widerstreben, sondern auch alle

Kräfte der Rechnung überragen.
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Kapitel XIV.

Von der Bewegimg der Kreisel, in denen alle Momente der

Trägheit unter sich gleich sind, auf einer horizontalen

Ebene.

Erklärung 13.

§. 764. Ein Kreisel ist ein starrer Körper, welcher von

einem unten zugespitzten Stiele im Mittelpunkte der Trägheit

durchbohrt ist, welcher Stiel zugleich mit einer Hauptaxe des

Körpers zusammenfällt.

Erläuterung.

§. 765. (Figur 104.) Ein solcher Kreisel ist ABbD, Worin

AD den Stiel und Bb den durchbohrten Körper darstellt, so

dass man beide vereint als einen einzigen starren Körper an-

zusehen hat und wobei der Stiel nicht nur durch den Mittel-

punkt der Trägheit / des ganzen Körpers geht, sondern auch

eine Hauptaxe des letztern darstellt. Ich nehme an, dass der

Stiel unten in D in eine sehr scharfe Spitze ausgehe, mit wel-

cher der Kreisel beständig auf der horizontalen Ebene steht und

auf ihr fortgeht; ich werde nämlich hier nur solche Bewegun-

gen verfolgen, bei welchen der Kreisel mit der Spitze D allein

die horizontale Ebene berührt. Sobald nämlich der Kreisel nie-

derfällt, ist seine Bewegung zu einer andern Art zu zählen,

welche ihm nicht mehr eigentümlich ist und welche ich hier

nicht berühre. Ich nehme demnach an, dass die von der Spitze

D durch den Mittelpunkt der Trägheit 1 gezogene Linie zu-

gleich eine Hauptaxe des ganzen, aus dem Stiele und der Masse

Bb bestehenden, Körpers sei, welche Linie allein in die Rech-
nung eintreten wird, indem ausserdem nichts daran liegt, auf
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weiche Weise der Stiel mit der übrigen Masse verbunden ist.

Ferner nehme ich aber in diesem Kapitel den ganzen Körper

dös Kreisels so beschaffen an, dass die Momente der Trägheit

in Beziehung auf seine Hauptaxen unter sich gleich sind, und
dass daher alle durch seinen Mittelpunkt der Trägheit / gezo-

genen geraden Linien für Hauptaxen gehalten werden können.

Endlich nehme ich hier die Ebene als sehr glatt an, damit die

Spitze D auf ihr ohne alle Reibung fortschreiten könne, wobei

ich auch vom Widerstände der Luft und allen Hindernissen der

Bewegung abstrabire und nur die Schwerkraft im Auge habe.

Anmerkung.

§. 766. In Betreff eines solchen Kreisels bemerke ich zu-

erst, dass, wenn er mit seiner Spitze D so auf der horizonta-

len Ebene steht, dass die gerade Linie DI vertikal ist, derselbe

in dieser Lage beständig verharren kann, obgleich er nieder-

fallen wird, wenn er auch nur um ein weniges sich neigt. Fer-

ner wird er auch, weil keine Reibung vorhanden ist, in dieser

vertikalen Lage gleichförmig und geradlinig fortschreiten kön-

nen, obgleich die Erfahrung der Reibung wegen niemals damit

übereinstimmen wird. Da die gerade Linie DIA eine Haupt-

axe ist, so wird, wenn diese vertikal steht und der Körper um
sie eine beliebige drehende Bewegung angenommen hat, der-

selbe die letztere beständig gleichförmig beibehalten, wobei

die gerade Linie DIA unbewegt und daher vertikal bleibt. Die

Schwere wird hierbei durchaus nichts in der Bewegung stören,

sondern nur dazu verwandt werden, den Kreisel in der Spitze

D gegen die horizontale Ebene zu drücken. Sobald aber diese

Axe AD sich auch nur um ein ganz geringes zu neigen ange-

fangen hat, wird die Schwere die Bewegung stören und den

Kreisel umzuwerfen streben. Um diese Wirkung zu erforschen,

wird man zugleich auf die Kraft, durch welche die Spitze, ge-

gen die horizontale Ebene gedrückt ^ wird, Rücksicht nehmen

müssen. Obgleich aber diese Kraft unbekannt und von allen

Umständen der Bewegung abhängig ist, so weiss man doch, dass

ihre Richtung stets vertikal ist und aus ihr dieselbe Wirkung ent-

springt, als ob der Kreisel im Punkte D vertikal und aufwärts

durch eine gleiche Kraft getrieben würde. Die Kraft selbst muss

aber so gross sein, dass die Spitze D beständig auf der hori-

zontalen Ebene angebracht bleibe, aus welcher Bedingung man
ihre Grösse zu jeder beliebigen Zeit abzuleiten hat. Betrach-
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tet man aber diese Kraft als bekannt, so wird man die Bewe-
gung des Mittelpunktes der Trägheit /des Kreisels, ohne Rück-
sichtnahme auf seine drehende Bewegung, bestimmen können

;

diess wollen wir in der folgenden Aufgabe ausführen.

Aufgabe 81.

§. 767. Wenn zu einer jeden Zeit der Druck der Spitze

gegen die horizontale Ebene bekannt ist, so soll man die Be-

wegung des Mittelpunktes der Trägheit eines Kreisels bestimmen.

Auflösung.

(Figur 105). Nach Verlauf einer gegebenen Zeit—/ habe

die Axe des Kreisels AID eine beliebige geneigte Lage, welche

mit der horizontalen Linie DF den Winkel FDA=zÖ bildet

und wobei die Spitze gegen die horizontale Ebene mit einer

Kraft == P drückt; dies ist dasselbe, als ob die Spitze auf-

wärts nach der vertikalen Richtung durch eine Kraft DP—P
angetrieben würde. Die Masse, oder was dasselbe ist, das

Gewicht des ganzen Kreisels sei=iJ/. Da wir nur die Bewe-

gung des Mittelpunktes der Trägheit / suchen, ohne dass wir

irgend eine Rücksicht auf die drehende Bewegung nehmen, so

wird seine Bewegung eben so afficirt werden, als ob die ganze

Masse M des Kreisels im Punkte / vereinigt und an demselben

die antreibenden Kräfte, jede nach ihrer Richtung, angebracht

wären. Wir haben daher in /die Masse= JIf, angetrieben durch

zwei Kräfte, die eine, nämlich die Schwere= M, vertikal längs

IX abwärts, die andere Kraft= P, vertikal aufwärts längs IQ,

woraus die abwärts längs IX antreibende Kraft = üf—P ent-

springt. Da also keine horizontal forttreibende Kraft da ist,

wenn nicht etwa der Mittelpunkt der Trägheit / eine horizon-

tale Bewegung empfangen hat, so wird derselbe sich nur entweder

auf- oder abwärts auf der vertikalen geraden Linie XQ bewegen.

Hat er aber im Anfange eine horizontale Bewegung empfangen,

so wird er diese ausserdem unversehrt beibehalten. Setzen wir

demnach den Abstand />/=/*, so wird die Höhe IX=f sin

und daher die aufwärts gerichtete Geschwindigkeit des Mittel-

punktes der Trägheit /='

—

\, ? und nimmt man das Zeit-

element dt constant an ; so erhalten wir wegen der abwärts an-

treibenden Kraft=ilf—P:
f(cos6dd6—sm0dd2) _ 2ff(M—P)dt~

dt
~~~~ M
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oder cos ddß— sin6d6^=^H^— l)^2
.

Ist demnach die Kraft P zu jeder Zeit t gegeben, so wird

durch Integration

cosödö=^^*(2-l) und AntJ^fdifät^-l).

Hierbei drückt fsm$^^gfdtfdt(j^— lj die Höhe /^

des Mittelpunktes der Trägheit und-

—

-ri
— =z2gfdt(^—lj

seine aufwärts gerichtete Geschwindigkeit aus.

Zusatz 1.

§. 768. Wenn wir daher zu jeder Zeit den Druck P, wo-

mit die Axe des Kreisels sich auf die horizontale Ebene stützt,

kennten, so würden wir die Bewegung des Mittelpunktes der

Trägheit oder seinen Ort zu jeder Zeit angeben, und daraus die

Neigung der Axe gegen den Horizont oder den Winkel FDA—Q
bestimmen können.

Zusatz 2.

§. 769. Wird dem Kreisel im Anfange nur eine drehende

Bewegung beigebracht, so dass der Mittelpunkt der Trägheit /

wenigstens während eines Zeitmomentes in Ruhe bleibt, so

mag hierauf die Drehungsaxe sich beliebig verändern und so

die Axe des Kreisels AD sich neigen; der Mittelpunkt der

Trägheit wird aber keine andere Bewegung, als eine vertikal

auf- oder abwärts gerichtete, annehmen.

Zusatz 3.

§. 770. Ist aber dem Kreisel zugleich eine fortschreitende

Bewegung beigebracht worden, so wird er die hieraus entsprin-

gende horizontale Bewegung, beständig gleichförmig und gerad-

linig fortschreitend, beibehalten und mit dieser die frühere ver*

tikale Bewegung verbunden sein.

Anmerkung.

§. 771. Die Bewegung des Mittelpunktes der Trägheit im

Kreisel ist demnach ohne Schwierigkeit zu bestimmen, wenn

man nur den Druck der Spitze D gegen die horizontale Ebene

zuu jeder Zeit angeben kann. Aber gerade hierin liegt die grösste

Schwierigkeit, da aus diesem Drucke das, nach Umdrehung um
eine beliebige Axe strebende, Moment entspringt, in Folge
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dessen, wenn der Kreisel sich nicht schon um diese Axe dreht,

die Drehungsaxe sich verändern und wonach auch die Neigung
des Kreisels eine Aenderung erleiden wird. Die letzte Aende-
rung muss aber mit derjenigen übereinstimmen, welche der ange-

nommene Druck P hervorbringt und durch diese Uebereinstimmung
muss eben der Druck bestimmt werden; in dieser Erforschung

beruht die Stärke der ganzen Theorie der Kreisel. Damit wir

nun dieses Ziel leichter erreichen, betrachten wir den Kreisel

in einer beliebigen geneigten Lage und als um eine, durch sei-

nen Mittelpunkt der Trägheit gezogene, Axe sich drehend und
wollen untersuchen, eine wie grosse Aenderung so wohl die

Drehungsaxe, als auch die Winkelgeschwindigkeit durch den
Druck, mit welchem die Spitze auf der horizontalen Ebene auf

steht, erleiden wird.

Aufgabe 82.

§.772. Während der Kreisel sich beliebig dreht, ist der

Druck gegeben, mit welchem die Spitze sich auf die horizon-

tale Ebene stützt; man soll die augenblickliche, sowohl in der

Drehungsaxe als auch in der Winkelgeschwindigkeit hervor-

gebrachte, Veränderung bestimmen.

Auflösung.

(Figur 105). Es sei die Neigung des Kreisels gegen den

Horizont oder der W7
inkel FDA= 6 und der Druck in D= P,

durch welchen der Punkt D aufwärts getrieben wird. Weil
in dem Körper alle Momente der Trägheit gleich sind, wird

diese Kraft DP==P dahin streben, den Kreisel, wenn er sich

in Ruhe befände, um eine durch den Mitteipunkt der Trägheit

/ gehende und auf die Ebene ADF normale Axe zu drehen.

Setzt man daher das Moment der Trägheit des Kreisels um alle

Axen= iJ/a2 und den Abstand lD=f9 so wird das Moment
der Kraft DP in Beziehung auf jene Axe=P/cosö; und es

wird daher im Zeitth eilchen dt der Kreisel bei der Drehung um
jene Axe den elementaren Winkel

Pfg dt* cos

Mo*
beschreiben. (Figur 106). Da nun der Kreisel schon eine dre-

hende Bewegung hat, so kann man wieder alles auf eine, um
den Mittelpunkt der Trägheit des Körpers beschriebene, sphä-

rische Oberfläche beziehen, auf welcher der Punkt Z gleichsam

das Zenith und A der obere Endpunkt der Axe des Kreisels
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ist; es wird alsdann der Bogen ZA=90°— 0, welchen wir oben

(§.761.) = / gesetzt haben. Nun halte aber der Kreisel eine solche

Lage ein, dass die beiden andern in ihm festen und auf AID
normalen Axen sich in B und C befinden. Obgleich nämlich

hier auch das Verhältniss aller Axen gleich ist, so ist es doch

angemessen, sich im Körper drei auf einander normale Axen zu

denken , um durch sie die Lage des Kreisels zu bestimmen.

Es werden demnach AB , AC und BC Quadranten und man
setze den Winkel ZAB= £, es drehe sich aber der Kreisel als-

dann schon um die Axe 10 mit der Winkelgeschwindigkeit

= & im Sinne ABC, und man setze die Bogen AO=a, BO
=-ß und CO~y, so dass man hat

cosß . cosy
cosBAO=~t-1- und smBAO———-•

sin« sin«

Nun ziehe man den Quadranten AS normal auf den Bogen

ZA, alsdann wird IS jene auf die vertikale Ebene, in welcher

die Axe AID des Kreisels sich befindet, normale Axe sein, um
welche durch die Kraft P eine Umdrehung durch den Winkel

_ Pfg dt* cos 6
dco= jg^—

in dem AB

C

entgegengesetzten Sinne BAC erzeugt wird. Käme
diese Aenderung nicht hinzu, so würde der Kreisel fortfahren,

sich um die Axe 10, welche die Eigenschaft einer Hauptaxe

besitzt, zu drehen. In Folge jener Kraft wird er nun anfangen,

sich um den jenseits Ö auf dem Bogen OS liegenden Pol

o zu drehen. Wenn man daher diesen letztern Punkt gegen

S hin bezeichnet, den Bogen OS=s und nach Aufgabe 62

(§. 650.), #= flf
ä— setzt, so erhält man hieraus denklei-

nen Bogen
__ 2qdts\x\s __ 2Pfg dt cos Osms

üo ~- & —

'

Ma?Si

Ferner wird die Winkelgeschwindigkeit Sl das Decrement

_ . 2 Pfg dt cos 6 cos s= 2 qdt coss= ^2
empfangen, so dass man hat

2 Pfg dt cos coss

Ma?>

Um aber die Aenderung des Drehungspoles O in o be-

quem auszudrücken, setzen wir, da der Winkel ZABz=z£, also

BAS= 90°— £ ist, den Winkel BAO= rj, so dass
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cosß , . cosy
COS 37=--; Und SlH'Wrr:—r-1-

' sin« ' sm«
wird. Im Dreieck OAS haben wir AO= cc, AS—90 und

^/4OS=90 —£— rj, wonach wir

cosO£= coss=sin(f-f ^)sin«

und, wenn man AO nach p verlängert und aus o das Perpen-

dikel op fällt,

i n sin(g + ^) cos«
cotgoO»= j7~—;

—

ö r cos (£+97)
haben. Da nun

n __ 2Pfg dt cos 6 sin s
Vo- ' Ma*Sl

ist, so wird

_j 2 Pfg dt cos 6 .Op =zdct=— jji. 2^— sin s cos o Op

und
2 Pfq dt cos . -

7 .

o/?= Mn^Sl sinssm©0/* = a^sin« .

Es ist aber
sin s sin oOp= cos (£+ ^)

und
sin « cos oOp= sin s sin o OPcotgoOp= sin (£-f ??) cos «,

man findet daher
2 Pfy dt cos 6 . . ...

x</&=:
Ma2 sin «sin (£+ ^),

2Pfgdtcos6 .

il^a2 &— cos asm (£+*?)

und

^ _ 2 Pfg dt cos cos(t+rj)
,

d7l—— MaPSl ' sin« '

es ist demnach die Veränderung so wohl der Drehungsaxe im

Kreisel, als auch der Winkelgeschwindigkeit Sl bestimmt.

Zusatz 1.

§.773. Wir haben daher

,~ . . cos« , dSl sin ada
d&l:dct=zsmcc:—rr- oder—77- = — —

>

Sl Sl cos«

und wenn man integrirt

« scosa

cos«

wenn nämlich im Anfange die Winkelgeschwindigkeit^^ und der

Bogen AO, welcher jetzt ==« ist, = £ war. Es wird auf diese

Weise durch die gegebene Drehungsaxe O sogleich die Win-
kelgeschwindigkeit des Kreisels Sl bekannt.
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Zusatz 2.

§. 774. Je weiter sich demnach die Drehungsaxe O von

der Axe des Kreisels A entfernt, desto grösser wird die Win-

kelgeschwindigkeit Sl, und es würde die letztere selbst bis in's

Unendliche vergrössert werden, wenn die Drehungsaxe 10 sich

bis zu 90° von der Axe des Kreisels 1A entfernte.

Aufgabe 83.

§. 775. Es ist für irgend eine Zeit die Neigung des Krei-

sels gegen den Horizont, nebst der Drehungsaxe und der Win-

kelgeschwindigkeit gegeben; man soll die augenblickliche, in der

Lage des Kreisels entstehende Aenderung bestimmen.

Auflösung.

(Figur 106.) Indem man auf der, um den Mittelpunkt der

Trägheit des Kreisels beschriebenen, unbeweglichen Kugel den

höchsten Punkt Z gleichsam als das Zenith annimmt, stelle

man zugleich den Bogen ZX als ersten Meridian auf. Es be-

finde sich jetzt die Axe des Kreisels in A, und man setze zur

Bestimmung dieses Punktes den Bogen Z.4=90°— 6=1 und

den Winkel XZA=L Die zwei übrigen Hauptaxen mögen in

B und C liegen, und man setze den Winkel ZAB~£. Es drehe

sich jetzt der Kreisel um den Pol O, so dass BAO= r] und

AO= cit wie auch die Winkelgeschwindigkeit im Sinne ABC
= Sl ist. Dies vorausgesetzt, setzen wir nach Aufgabe 68. (§. 678.)

die Bogen OB= ß, OC=y9 ZB=?n und ZC=n, und haben

zur Bestimmung der Veränderung der Lage:

dl. sin 1 =zSl dt (cos ß cos n— cos y cos m),

dm . sinm= Sl dt (cos y cos l— cos a cos ri),

dn . sin n= Sldt (cos a cosm — cos ß cos l) und

— dl . sin /2= Sl dt (cosß cosm + cos y cos n).

Nun ist aber /=90°— 0, also cos/=sin0, ferner

cos ß= sin« cos rj, cos y= sin «sin 7],

cos7W=cos£cos0undcos7i= — sin fcos ö;

hieraus leitet man ab
—dß . cos 6=zSldt(—«sin a cos v\ sin £cos — sin a sin r cos £ cos0)

oder dB= Sl dt sin a sin (^ +??).

Ferner hat man
d£s\n £cos + dßcos gsin = Sldt{sm asmrj sin + cos asinfcos0}

d£ cos £cos —dß sin £sin 0=:*ß dt[cos « cos fcos 0—sin a cos ?? sin0},

oder d£. cos0= Ä d£{— sin «sin cos (£+ tj)+ cos a cos 0}
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und endlich

7
Sl dtsin« cos (£+??)

cosö

Die augenblickliche Veränderung in der Lage des Kreisels

ist demnach in diesen Differentialformeln enthalten:

dö^&rftsinasin (£+??),

dZ=& dt{cos a—• sin atg öcos (S + r\))

und

___ & dt sin a cos ^ ^~ ^)

cos

Anmerkung.

§.776. Diese augenblicklichen Veränderungen doppelter Art

mussten wir entwickeln, ehe wir die Auflösung der Aufgabe, wo-

rin der Gegenstand dieses Kapitels enthalten ist, unternehmen

konnten. Nachdem nun also dieselben bestimmt sind, wollen

wir die Bewegung eines solchen Kreisels, wie wir in diesem

Kapitel betrachten, nachdem ihm eine beliebige Bewegung bei-

gebracht worden ist, zu erforschen suchen.

Aufgabe 84.

§. 777. Nachdem einem Kreisel, bei einer gegebenen Nei-

gung seiner Axe, eine drehende Bewegung um die letztere bei-

gebracht worden ist, soll man die Fortsetzung dieser Bewe-

gung, d. h. so wohl die Lage, als auch die Bewegung des

Kreisels zu jeder Zeit bestimmen.

Auflösung.

(Figur J06.) Die Axe des Kreisels habe anfangs gegen

den Horizont die Neigung ö gehabt und eine drehende Bewe-

gung um jene, mit der Winkelgeschwindigkeit= s im Sinne

ABC empfangen. Wir nehmen aber an, dass im Anfange die

Axe des Kreisels A sich in dem Meridiane ZX befunden habe,

und dass zugleich auf denselben der den Kreisel betreffende

Bogen AB gefallen sei. Zur Bestimmung des Kreisels selbst

sei seine Masse = iJ/, das Moment der Trägheit in Bezug auf

alle durch seinen Mittelpunkt der Trägheit gehenden, Axen=
McP und auf seiner Axe der Abstand der untersten Spitze vom
Mittelpunkte der Trägheit oder ID=f. Nach Verlauf der Zeit

t sei nun, indem wir von der Bewegung des Mittelpunktes der

Trägheit abstrahiren, die Axe des Kreisels naeh A gelangt, so

dass der Winkel XZA= l und seine Neigung gegen den Ho-
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rizont =0 oder der Bogen ZJ=90°— 6 ist, während anfangs

A= ö und ß~d gewesen ist. Ferner bilde der mit dem Krei-

selbewegliche Bogen AB jetzt mit ZA den Winkel ZAB=£
y

so dass im Anfange £—0 gewesen ist. Es drehe sich jetzt der

Kreisel um den Pol O mit der Winkelgeschwindigkeit = Sl, eben-

falls im Sinne ABC, und man setze den Bogen AO= ct und
den Winkel BAO^tj, so dass im Anfange cc — gewesen ist,

weil der Kreisel um die Axe AID sich zu drehen angefangen

hat; der Winkel tj war aber im Anfange unbestimmt. Wenn
nun in diesem Augenblick der Druck der Spitze gegen die

horizontale Ebene= /\ gesetzt wird, so ergeben die vorherge-

henden Aufgaben folgende Gleichungen:

jP f { dd 6 cos O^dOHm 6}
1. Jf- 1 + 2g dt2

II. Sl= > weil a=0,~ rt " a

2 Pfy dt cos 6

Ma^Sl c '

2 Pfg dt cos 6 cos (? + >/)

2 Pfg dt cos 6 .•

III. da—— 7j^2£> cosasm (£+?;)

IV. £fy= -
Mß2ß 'sin^

V. d0 =51 rfJsin <x sin (£ + ??)

VI. £2£~«fttZ£{cosa— sin # tgöeos (£+??))

&rf*sinttcog(g+q)
VII. al=z— « -j

cosö

zu deren Auflösung wir alle Kräfte anstrengen müssen. Um die

Menge der Veränderlichen zu beschränken, entnehmen wir aus

den Gleichungen III. und IV., indem wir P eliminiren,

sinacos a i \a i/

ferner ergeben V. und VI., indem wir iidfö eliminiren,

^-^--dJ9tgöcos(C+ i?)= dK*iiiff+i?
).

sin a .
°

. .

"
.

v
'

Addiren wir diese zwei Gleichungen und setzen £+rj= 9?,

so erhalten wir

da cos w , d6 cos

a

- n
_^ z_.j . rtötgöcosoD—rtoosing?=0>
sin« cos a • sm« ° ^

welche Gleichung, durch tgacosö multiplicirt, in die folgende

übergeht

:

d" C0* 6 ™B^+ d6 cos 0~ dO tga sind cosy-- d(ptgacosdsm<pz=zQ.

2T
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Diese Gleichung ist integrabel und ergibt

tg cc cos 6 cos cp + sin 6= sin ö,

vi- eil im Anfange a= und ö=d ist. Wir erhalten hieraus

sind"— sinö , sin ö—sinö
tga= t, oder cos w=z— — .ö cos 8 cos (p v tgacosö

Dividiren wir nun die Gleichung III. durch V., damit wir

sin(£+^) oder sing? fortschaffein, so erhalten wir

da 2Pfg cos 6 cos et

oder
dB + J*/a2&2sinV =ü

£2dct sin a 2Pfg dO cos _ n
COStf 3 + ~

Ifl2
—ü '

Setzen wir hier sinö= #, so dass dB cos 6—dx ist, so

erhalten wir, weil

P
1

fddx
M— ^'lgdt*

ist, die folgende von selbst integrable Gleichung

z^oPdasmct , _,. _ . f^dxddx ~

Dieselbe ergibt nämlich, wenn man sie integrirt,

oder

fd6.cos6=dt\/C—4fasin6---^z.
1 ,%ß cos«2

Da nun nach V. und IL

dßz=z sdt tg a sin <p

ist, so erhalten wir die neue endliche Gleichung

/2Ü,~2cos^+^ s,n6l+ 2~ *

Hier muss aber für a=0 und = $
l/aC=ya6afl«+ 2/Srsin«

sein, woraus wir erhalten

2/J7(sin <S— sin 0)= V2 £
2a2 tg «2 + V2 s2/2 tg a2cos <9

2 sin g>*

Diese geht, weil

, „ , (sin#— sin 0)
2

^ tg a2cos ö2

ist, über in

4/^(sin^^sin(9)==62a2tga2+£2/^tgtt2 cos6>2 ---^^(sind—sinö)2
,
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woraus wir entnehmen

V(sm ö- sin 0){ifg+ £*f*(sm ö— sin 6)]
b fVa2 + /2 cos0

2

und hieraus ferner

V^/V/cosö2—

£

2a2 (sin#—- sin0)
..n„= ..otf+,)=

C0S^4/g+£¥a(si„TZ^^,.
und

/c. ^ aV
r
(sin6-sinÖ)[a2+ /

>2 cos62]
cos w= cos(f+ 17) = —

r
'

y
cosöY%+ £2/2 (sind- sin 0)

Auf diese Weise haben wir durch die Neigung allein

den Bogen a und den Winkel cpz=z£-\-7j bestimmt, wir erhalten

aber auch eine Relation zwischen und der Zeit t 9 mittelst

der Gleichung
dd=sdttgccshi(p,

welche die Form

In dtV^ism ö- sin 6)[ifg cosW—s^a2(s\n 8 —sin 0)]
Cid= '

r- " •
' - ! ~~

cos0Va2+ /2 cos02

oder _____

cZ0cos0V"a2 -f f2 cos02
~" V (sin ö— sin 6) [Afg cos

2~

£

2a2(sin d - sin 0)]

annimmt. Da nun ferner

</g __ 1 tg0cos<p

€Z^ tgasin<g>< sin cp

ist, so wird

__ saß tg 9V(sin 5 - sin B)(u* + /2 cos 2)~

S~~ £(t
Vify cos 2 -T2a2(sin ä —sin (9)

oder auch

«J0(1— sin äsin 0)V> +/2 cos 2

df ~
"cos0V"(sinö ~sin0)[%cos02—£2a2(sinö-sin0)]

woraus der Winkel ZAB=£ durch Integration herzuleiten ist.

Da endlich
_ Edtigcccoscp
dl= —.

:—TT

—

COS0

ist, so erhalten wir

__ edt (sin ö — sin 0)
rf*-— cos02

oder auch

27*
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dl _£fZ<9 V(sinfl— sin.ö)(«2+ /'2 cosö2)

cosÖ Vbfg cos 6*— £
2 a2(sin<5— sin 0)

Wünschen wir auch den Druck des Kreisels gegen die ho-

rizontale Ebene zu kennen, so erhält man denselben aus Glei-

chung III., wonach
2P

sa?d . tga= -jjj-fg dt cos 6 siny

ist und woraus sich ergibt

2P a? [2 fg + £2P (sin 6— sin fl)]

ilf
~"

/</(a2 + jf
2 cosÖ 2

)

qy2sin (9 jsin ä—sin 6} \ifg + £2/' 2(sin Ö-* sin ö)]~
fy{a*+f*cose*}*

Zusatz 1.

§. 778. Wenn im Anfange die Axe des Kreisels AD ver-

tikal, oder #= 90° war, so wird er beständig diese Lage bei-

behalten und sich gleichförmig um dieselbe Axe AD, mit der

Winkelgeschwindigkeit s drehen.

Diess ergibt auch die Gleichung

dt--
. dB . cos 6 Va? + /2 cos fl

2

(1—sin 0)^4/^(1 + sin 6>)— f 2 a2

woraus man ersieht, dass erst nach einer unendlich grossen
Zeit, d. h. niemals sinö< 1 werden kann.

Zusatz 2.

§. 779. Ist aber #<90° oder auch sintf<l, so können die

Erscheinungen der Bewegung aus der Gleichung

_ dQ. cos 6 V'J^T^olTä2—
V~(sintf— sinÖ){4^rcos02 -£2 a2 (sin"o

r
^-sin(9)y

erkannt werden. Aus derselben ergibt sich zuerst, dass nie-

mals sin#> sin ö werden, d. h. dass niemals die Neigung ge-

gen den Horizont 6 die Anfangsneigung ö an Grösse übertref-

fen kann.
Zusatz 3.

§. 780. Die Neigung 6 kann nur verschwinden, wenn £2 a2

sind
>

<4/$r ist; ist also die im Anfange beigebrachte Winkelge-

schwindigkeit

aVsind
gewesen, so wird der Kreisel endlich niederfallen. Dies ge-
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schient auch, wenn dem geneigten Kreisel gar keine Bewe-

gung beigebracht worden ist.

Zusatz 4.

§. 781. War aber die im Anfange beigebrachte Winkelge-

schwindigkeit

«Vsind
so kann die Neigung nicht über eine bestimmte Grenze hin-

aus abnehmen und sobald sie diese erreicht hat, wird der Kreisel

sich wieder bis zur anfänglichen Neigung S aufrichten. Die

kleinste Neigung ergibt sich aber aus der Gleichung:

4/#cos02 -£ 2 o2 (sind
>

--- sin0)= O,

wonach wir erhalten

. __ €2a2— Ve*a*- 16f2a2/ff sin ö + 64/V
*fg

Zusatz 5.

§. 782. Wenn daher die im Anfange beigebrachte Win-
kelgeschwindigkeit s gleichsam unendlich gross war, so wird

die Grenze des kleinsten Werthes
' sin 0.= sin 6*,

oder es wird der Kreisel beständig dieselbe Neigung beibe-

halten. Ist £ aber sehr gross, so wird die Neigung sehr nahe

bestimmt durch
. 2fgcosö*
smS=rsmö ^—^—

»

so dass wir erhalten
2fg cos d

e2 a2

Anmerkung.
§. 783. Da der langsamer zur Drehung angetriebene Krei-

sel bald niederfällt, so verdient diejenige Winkelgeschwindig-

keit bemerkt zu weiden, welche der Kreisel übertroffen haben

muss, um sich wieder aufzurichten. Es würde diese Geschwin-

digkeit

__ Wfg
«Vsinfl

sein, welcher die grösste Neigung gegen den Horizont, nämlich

0=0 zukommt; da aber in Folge der Bewegung des Kreisels die

Axe sich nicht bis zum Horizont neigen kann, so wird man die-

jenige Neigung für die grösste zu halten haben, bei welcher der

*=*--,.„*-
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Kreisel gleichsam mit seinem Körper den Horizont berührt

Setzt man dieselbe = i, so muss, damit der Kreisel sich nicht

bis zu derselben hinneige, die im Anfange beigebrachte Win-

kelgeschwindigkeit

2cosiVY<7
s>—r _ '.—

$Vsin$—sin i

sein, und so lange sie grösser als dieser Werth bleibt, wird der

Kreisel nicht niederfallen. Dies ist die Ursache, wesshalb ein

Kreisel, weil seine Bewegung in Folge der Reibung und an-

derer Hindernisse allmählig kleiner wird, endlich niederfällt.

Da ich übrigens hier auf derartige Hindernisse keine Rück-

sicht genommen habe, so ist es kein Wunder, dass auch die

übrigen Erscheinungen nicht genügend mit der Erfahrung über-

einstimmen, wenn auch ein bestimmter, zur Fortdauer der dre-

henden Bewegung erforderlicher Grad der Geschwindigkeit höchst

übereinstimmend mit der Erfahrung ist. Man würde aber ohne

Zweifel einen sehr grossen Unterschied wahrnehmen, wenn man
die gefundenen Differentialformeln integrirte ; allein eben wegen
dieser Ursache wird es nicht der Mühe werth sein, diese Ar-

beit zu unternehmen, da dieselben so verwickelt sind, dass man
sie durch Logarithmen und Kreisbogen nicht darstellen kann.

Sie würden aber noch verwickelter ausgefallen sein, wenn man
nicht im Kreisel alle Momente der Trägheit einander gleich an-

genommen hätte; daher werde ich auch diesen Gegenstand nicht

berühren, weil die aufgestellten Principien durch die aufgestellten

Beispiele hinreichend erläutert sind. Ich werde vielmehr dahin

streben, eine fruchtbarere Entwickelung der Theorie sich bewe-

gender starrer Körper aufzustellen. Obgleich nämlich die bis-

herigen Lehren das ganze Werk zu beenden scheinen, würde

doch, w7enn wir mittelst derselben die Wirkung beliebiger Kräfte

bestimmen wollten, die oben vorgeschriebene Methode zu müh-

sam sein, indem man zuerst die Axe, um welche die Kräfte den

Körper, wenn er sich in Ruhe befände, zu drehen anfangen

würden, hierdurch aber die Veränderung der Axe, um welche

der Körper sich wirklich drehet und die Veränderung der Win-

kelgeschwindigkeit bestimmen muss. Ich w7erde aus diesem

Grunde eine vollkommnere und mehr dem Gebrauche angepasste

Methode vorlegen, deren man sich hierauf zu schwierigem Un-

tersuchungen bedienen kann.
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Kapitel XV.

Von der freien Bewegung starrer , durch beliebige Kräfte

angetriebener Körper,

Lehrsatz 10.

§. 784. Auf welche Weise auch ein starrer Körper durch

Kräfte angetrieben werden mag, so ist die augenblickliche Wir-

kung in diesen vier Umständen enthalten: erstens der Verän-

derung der Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Trägheit;

zweitens der Veränderung der Richtung dieses Punktes; drittens

der Veränderung der Winkelgeschwindigkeit um die, durch den

Mittelpunkt der Trägheit gehende, Drehungsaxe und viertens

der Veränderung der Drehungsaxe selbst.

ß e w eis.

Auf welche Weise ein starrer Körper sich auch bewegen

mag, so wird seine Bewegung zu jeder Zeit in eine fortschrei-

tende, mit welcher der Mittelpunkt der Trägheit fortrückt und

eine drehende Bewegung um eine beliebige, durch den Mittel-

punkt der Trägheit gehende, Axe zerlegt. Daher enthält die

Kenntniss dieser Bewegung folgende vier Elemente:

1) die Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Trägheit;

2) die Richtung, in welcher er sich bewegt;

3) die durch den Mittelpunkt der Trägheit gehende Axe,

um welche der Körper sich dreht, und

4) die Winkelgeschwindigkeit dieser Bewegung.

Hat man diese vier Umstände erkannt, so wird man von

der Bewegung des Körpers in diesem Augenblick eine vollstän-

dige Vorstellung haben. In Folge der antreibenden Kräfte ist
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es aber möglich, dass diese vier Gegenstände sich ändern,

und um die Wirkung jener kennen zu lernen, müssen wir daher

im Stande sein zu bestimmen, eine wie grosse Veränderung

die einzelnen Elemente in einem unendlich kleinen Zeittheil-

chen erleiden. Die Wirkung der Kräfte besteht demnach nicht

sowohl in diesen vier Elementen, als vielmehr in ihrer augen-

blicklichen Veränderung und wenn wir diese angeben können,

werden wir die Wirkung vollständig erkannt haben; hieraus er-

gibt sich die Wahrheit des Lehrsatzes.

Zusatz 1.

§. 785. So wie man daher bei der Bewegung von Punkten

die Wirkung der Kräfte aus der Veränderung der Geschwindig-

keit und der Richtung vollständig erkennt, muss man bei der Bewe-

gung starrer Körper ausser diesen beiden, auf den Mittelpunkt der

Trägheit sich beziehenden, Veränderungen auch diejenigen

kennen, welche so wohl die Drehungsaxe als auch die Winkel-

geschwindigkeit erleidet.

Zusatz 2.

§. 786. Wie wir demnach die Kräfte bestimmt haben, durch

welche eine drehende Bewegung um eine feste Axe eine gege-

bene Beschleunigung erlangt, wird man auch diejenigen Kräfte

bestimmen können, durch welche ausserdem die Drehungsaxe

selbst eine gegebene Veränderung erleidet.

Z u s a t z 3.

§. 787. Die Grundlage der gesammten Theorie von der

Bewegung starrer Körper besteht demnach darin, dass wir,

wie auch immer die antreibenden Kräfte beschaffen sein mögen,

jene vier in einem Zeitmomente hervorgebrachten Veränderun-

gen anzugeben im Stande sind.

Anmerkung 1.

§. 788. Die zu diesem Ziele führenden Principien sind im

Vorhergehenden schon genügend auseinander gesetzt worden,

wo wir gezeigt haben, auf welche WT
eise die Veränderung so wohl

in der Bewegung des Mittelpunktes der Trägheit, als auch in der

Drehungsaxe und deren Bewegiingbestirnmt werden muss. Allein

weil dieser spätere Theil des Werkes, in welchem die Summe dieser

Theorie enthalten ist, sich auf mehrere Untersuchungen stützt,
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welche oft bedeutende Schwierigkeit zu enthalten pflegen, so

werde ich hier dieselben gleichsam in Eine zusammenziehen und

diese Theorie so aufstellen, dass sie mittelst eines einzigen Prin-

cips abgemacht werden kann. Ich hätte mich zwar sogleich

dieses leichtern Verfahrens bedienen können und würde
so nicht geringe Schwierigkeiten, welche uns in der obigen

Behandlung aufgestoßen sind, vermieden haben; allein bei

einem noch so wenig behandelten Gegenstande erschien es

nicht unangemessen, eine mühsamere und weitläufigere Methode
voranzuschicken, damit hierdurch die einzelnen Untersuchungen

in einer fast neuen Sache sich dem Geiste fester einprägten

und die Schwierigkeiten selbst, worin dieser Theil der Mecha-

nik noch verwickelt zu sein schien, deutlicher durchschaut

würden. Nichts desto weniger aber werde ich diesen Gegen-

stand hier gleichsam von neuem behandeln, und nichts von

dem bisher Angefühlten zu Hülfe rufen.

Anmerkung 2.

§. 789. Die ganze Arbeit kommt demnach darauf hinaus,

dass wir bestimmen, wie grosse Veränderungen in den vier

erwähnten Elementen durch gegebene Kräfte- hervorgebracht

werden, und weil eine directe Methode diess zu leisten nicht

vorliegt, wollen wir umgekehrt zuerst nach den Kräften forschen,

welche zur Hervorbringung gegebener augenblicklicher Verän-

derungen erforderlich sind, damitwir von hier umgekehrt zu demje-

nigen, was wir suchen, zurückkehren können. Da nun die in der Be-

wegung des Mittelpunktes der Trägheit hervorgebrachte Verände-

rung keine Schwierigkeit hat, so wollen wir ihn als in Ruhe

betrachten und untersuchen, was für Kräfte erforderlich sind,

damit sowohl die Drehungsaxe, um welche der Körper sich

jetzt dreht, als auch die Winkelgeschwindigkeit in einem un-

endlich kleinen Zeittheilchen gegebene Veränderungen annehmen.

Weil wir nämlich die Drehungsaxe nebst der Winkelgeschwin-

digkeit als gegeben annehmen, so wird die Bewegung der ein-

zelnen Elemente des Körpers gegeben sein und wenn wir diese

nach je drei festen Richtungen zerlegen, werden wir im Stande

sein zu ermitteln, wie stark diese drei Geschwindigkeiten so

wohl in Folge der veränderten Lage der Drehungsaxe, als der

Veränderung der Winkelgeschwindigkeit sich ändern und zu-

gleich die Kräfte anzugeben, welche diese Aenderungen in den

einzelnen Elementen des Körpers hervorbringen. Indem wir
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endlich diese elementaren Kräfte vereinigen, werden wir die

gesuchten endlichen Kräfte erlangen. Da wir also zuerst die

Bewegung der einzelnen Elemente des Körpers, während dieser

sich um eine beliebige, durch seinen Mittelpunkt der Trägheit

gehende, Axe mit gegebener Winkelgeschwindigkeit drehet,

kennen müssen; so wollen wir in der folgenden Aufgabe ihre

Zerlegung nach je drei festen Axen, für welche ich die drei

Hauptaxen des Körpers annehmen werde, lehren.

Aufgabe 85.

§. 790. Ein starrer Körper dreht sich mit gegebener Ge-

schwindigkeit um eine beliebige, durch seinen Mittelpunkt der

Trägheit gehende Axe; man soll die Bewegung seiner einzelnen

Elemente bestimmen und dieselbe nach den Richtungen der

Hauptaxen zerlegen.

Auflösung.

(Figur 107.) Um den Mittelpunkt der Trägheit des Körpers

/, welcher in der Figur nicht dargestellt ist, denke man sich

eine sphärishe Oberfläche beschrieben, auf welcher A, B und

C die Pole der Hauptaxen, also die Bogen AB, AC und BC
Quadranten sind. Es drehe sich nun der Körper um die be-

liebige Axe 10 mit der Winkelgeschwindigkeit — & und im

Sinne ABC, und es seien zur Bestimmung des Drehungspol es

O die Bogen OA — a, OB=ß und OC=y. Man betrachte

mm ein beliebiges Element des Körpers, und es schneide eine

von demselben nach dem Mittelpunkte / gezogene gerade Linie

die sphärische Oberfläche in Z; sein Abstand vom Mittelpunkte

/ sei =i% während man den Radius der Kugel durch die Ein-

heit ausdrückt. Offenbar wird die Bewegung dieses Elementes

der des Punktes Z ähnlich sein, während man die Geschwin-

digkeit des letztern im Verhältniss l:r vermehrt. Es wird daher

hinreichend sein, die Bewegung des Punktes Z zu bestimmen

und wenn man zu diesem Ende den Bogen ZzT normal auf OZ
setzt, so wird Zz die Richtung der Bewegung und ihre Ge-

schwindigkeit = £1 sin OZ sein, weil sin OZ den abstand des

Punktes Z von der Drehungsaxe 10 ausdrückt. Man setze

aber den Bogen ZT gleich einem Quadranten, damit der Ra-

dius IT der Richtung der Bewegung Zz parallel werde; als-

dann muss die, nach der Richtung IT übertragene Geschwin-

digkeit J^sinOZ nach den Richtungen der Hauptaxen IA, IB
IC zerlegt werden. Zu diesem Ende ziehe mau die Bogen AT,
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BT und CT, welche die Neigungen jener geraden Linie IT
gegen diese Axen messen und man erhält

die Geschwindigkeit längs IA~ Slsin OZcosA

T

längs IB= Sl sin Ol cosBT
und längs IC= Sl sin OZ cos CT.

Da aber der Bogen OT gleichfalls ein Quadrant ist, so

erhält man aus dem Dreieck AOT
cosAT=:cosAOTs\nAO=i— smAOZsinAO, weil TOZ=z%°
und auf ähnliche Weise

cosBT==:co$BOTs'mBO=:smBOZsmBO,
cos CT=zcos COT'sin CO= sin 6'ÖZsin CO.

Da aber

sinJöZsinOZ=sin AZsmOAZ,
s\uBOZsmÖZ=smBZsinOBZ

und sin COZ sin ÖZ--= sin CZshi OCZ;
so wird

die Geschwindigkeit längs IA~—Sl sin AO sin A

Z

sin OAZ,
- lB= £lsmBOsinBZsinOBZ

und - /C=Äsio CO sin CZsinOCZ.
Ferner ist aber

smBA0= l^ÄÖ> C0S^J0= sinJÖ'
. „ ._ cos CZ . „._ cosJSZ

sin^z=iöz nnd C0SjBJZ=
ihlJZ '

demnach . _ ._ cosCOcosBZ — cosBOcosCZ
sin OJZ= "

sinJOsinJZ
''

und wir erhalten so

die Geschwindigkeit längs IA—£l[cosBOcosCZ—cosCOcos BZ],
und ganz ähnlich

die Geschwindigkeit längs IB^=Sl[cosCOcosAZ—cosJOcosCZ],
- IC=£l[co8AOcosBZ~-cosBOcosAZ].

Multiplicirt man diese Geschwindigkeiten durch r, so er-

hält man die des vorausgesetzten Elementes. Setzt man zu

diesem Ende die den Hauptaxen parallelen Coordinaten ~x, y
und z, so wird

rcosJZ=.^, rcosBZ—y und rcos CZ= z;

wir erhalten demnach, weil AO~a, BO—ß und CO—y,
die Geschwindigkeit des vorausgesetzten Elementes

längs IA= &[% cos ß— ycosy],

JB=z£l[ccco$y— zcosa]

und - /C= <ß[t/cosa--a;eos/3].
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Aufgabe 86.

§. 791. Ein starrer Körper dreht sich um eine beliebige,

durch seinen Mittelpunkt der Trägheit gehende, Axe mit einer

gegebenen Winkelgeschwindigkeit; man soll die elementaren

Kräfte finden, durch welche seine einzelnen Elemente ange-

trieben werden müssen, damit im Zeitelemente dt so wohl die

Drehungsaxe, als auch die Winkelgeschwindigkeit gegebene

Veränderungen erleiden.

Auflösung.

(Figur 108.) Es sei / der Mittelpunkt der Trägheit des

Körpers, seine Hauptaxen IA S 1B und IC, und es drehe v sich

der Körper um die beliebige Axe 10, deren Neigung gegen

jene drei, nämlich AlO — a, BW=zß und C10=y ist, dabei

sei die im Sinne ABC gerichtete Winkelgeschwindigkeit -—£1.

Diese Grössen sollen im Zeittheilchen dt um ihre Differentiale

da, dß, dy und dSl wachsen, und man hat die hierzu erforder-

lichen elementaren Kräfte zu bestimmen. Man betrachte ein

beliebiges in Z gelegenes Element dM des Körpers, dessen

Lage durch die den Hauptaxen parallelen Coordinaten JX~x,
XY~y und FZ= z bestimmt wird; ferner setze man die, zur

Hervorbringung der vorgeschriebenen Bewegung desselben er-

forderlichen und längs der Hauptaxen zerlegten, Kräfte Za=p,
Zb— q und Zc= r. Nach denselben Richtungen zerlege man

die Bewegung des Elementes, und setze die Geschwindigkeit

längs Za~u, längs Zb— v und längs Zc= w. Da nun nach

den ersten Principien der Bewegung
2gpdt 7 2gqdt . ., 2qrdt

du =-iüT'
dv= ina und dw=1or

ist, so sind die gesuchten Kräfte:

dudM dv.dM dwdM

In der vorhergehenden Aufgabe haben wir aber die drei

Geschwindigkeiten u, v und w folgendermaassen ausgedrückt

gefunden

:

u~£l[zcosß— 2/cosy]. v=£l[xcosy — zcosa]

und w= £l[ycosa— #cos/3];

um wieviel diese nun im Zeittheilchen dt zunehmen werden,

hat man so wohl nach der Veränderlichkeit der als gegeben

betrachteten Buchstaben £1, a, ß und y, als auch der Coordina-

ten x, y und % zu beurtheilen. Die Differentiale der letztern,
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nämlich dx, dy und dz stellen aber die kleinen Wege dar,

durch welche das Element dM im Zeittheilchen dt geführt

wird/ so dass
dx =. üdt= £ldt(z cos ß—y cos y)

,

dy.= vdt= Sldt(x cos y -*- 2; cos et),

und dz = wdt=Sldt(y cos et— ^cos/3)

ist. Stellt man nun die Differentiation gehörig an, so er-

halten wir:

du=: d£l[zcos ß -~ycosy] — &l[zdß sin ß— ydysmy]

-f- £ldt[wcosß— weosy],

cfo= £?Ä[a? cos y
— z cos a\ — Sl[xdy sin y— zefa sin a]

+ <SMtf[wcosy— w cos a]

und

dw=d£l[y cos et — x cos ß]
—

• Sl[ydas\nct—xdß sin ß]
-\- Sldt[v cos et— ueosß]*

Da aber
cos a2 -f cos ß

2
-f- cos y

2= 1

,

also

cosa2 -f-cos/32;=:siny2, cosa2-f-cosy2=sin/52 und cosß2-fcosy2=sina2

ist, so gehen die letzten Formeln in die folgenden über:

du z=zd Sl[z cos ß—y cos y] — Slzdß sin ß + ^^/d^y sin y
-|- Sl2dt[y cos a cos /3 + z cos et cos y — x sin a2]

,

(Zv=^^i[^cosy— zcosa]—Slxdysmy f- Slzdct sin et

-f- Sl^dtlz cos ß cos y \-x cos et cos /? —y sin ß
2
]

d^:=:d.ß[#cosa — ^cos/3] — Slydasma + Slxdß sin

+ ,ß2rf&[# cos a cos y +3/ cos ß cos y — 2 sin y
2
].

Multiplicirt man diese Ausdrücke durch > , - , so [erhält

man die gesuchten Kräfte jp, ^ und r.

Zusatz 1.

§. 792. Werden daher die einzelnen Elemente des Körpers

durch je drei solche Kräfte angetrieben, während der Körper

sich um die Axe 10 mit der Winkelgeschwindigkeit Sl dreht,

so wird diese nach Verlauf des Zeittheilchens dt den Zuwachs
dSl erhalten. Zugleich aber wird die Drehungsaxe sich in

Beziehung auf die Hauptaxen 1A , Iß und IC so verändern,

dass die Winkel et, ß und y um ihre Differentiale det, dß und

dy zunehmen.
Zusatz 2.

§. 793. In so fern als wir die Kräfte betrachten , welche

dasselbe Element dM des Körpers antreiben, sind die in die-
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sen Formeln befindlichen Grössen w } y und z gleichsam con-

stant, weil durch sie die immer dieselbe bleibende Lage des

Elementes in Beziehung auf die Hauptaxen bestimmt wird.

Zusatz 3.

§. 794. Wollen wir aber von diesem Elemente auf andere

übergehen, indem wir die sie antreibenden Kräfte suchen, so

werden dieselben Grössen x t y und z als veränderlich, die

übrigen a, ß 9 y und Sl nebst ihren Differentialen als con-

stant angesehen werden müssen, weil diese für alle Elemente

des Körpers in demselben Augenblicke dieselben bleiben.

Zusatz 4.

§. 795. Wenn wir daher die, alle Elemente antreibenden,

Kräfte in Eine Summe vereinigen wollen , so kommen nur die

zu integrirenden Formeln ßcdßl, fydM und fzdM vor, und da

deren Differentiale, weil / der Mittelpunkt der Trägheit ist,

verschwinden, so werden offenbar die Summen aller Kräfte p,

q und r für sich verschwinden.

Anmerkung.

§. 796. Da die Summen aller Kräfte py q und r verschwin-

den, was immer- geschehen muss, so lange der Mittelpunkt der

Trägheit in Ruhe bleibt , so wird man ihre Wirkung nur nach

ihren Momenten zu beurtheilen haben. Ferner werden andere

beliebige Kräfte, welche dieselben Momente haben, dieselbe

Wirkung hervorbringen, wenn man nur ihnen gleiche und ent-

gegengesetzte im Mittelpunkte der Trägheit anbringt. Hier ist

es nicht hinreichend, dass die Kräfte dasselbe Moment in Be-

zug auf Eine beliebige Axe haben, sondern es ist nothwendig,

dass sie in Bezug auf durchaus alle Axen dieselben Momente

bilden, sonst würde man sie nicht für gleichgeltend zu halten

haben. Diess tritt aber ein, wenn sie nur für die drei Haupt-

axen dieselben Momente ergeben, wie wir diess in dem fol-

genden Satze ausser Zweifel setzen werden.

Aufgabe 87.

§. 797. Während ein starrer Körper sich um eine beliebige,

durch den Mittelpunkt der Trägheit gehende Axe mit gegebe-

ner Winkelgeschwindigkeit dreht, soll man in Bezug auf die

drei Hauptaxen die Momente der Kräfte bestimmen, durch

welche so wohl der Drehungsaxe, als auch der Winkelgeschwin-

digkeit eine gegebene Veränderung beigebracht wird.
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Auflösung.

(Figur 108.) Es bleiben zur Bestimmung der Drehungsaxe

IO, um welche sich der Körper jetzt mit der Winkelgeschwin-

digkeit Sl im Sinne ABC dreht, die Winkel AIO=:ct, BIO
zzzß und CIO=:y; dieselben sollen im Zeittheilchen dt um ihre

Differentiale zunehmen. Ferner betrachte man für das, durch

die Coordiriaten IX= x, XY=y und YZ— z bestimmte Ele-

ment dM des Körpers in Z die vorher hergeleiteten elemen-

taren Kräfte

du.dM r„ dv.dM - „ dw.dßl
Za==^=-2pp zb^^~^dT und Zc==r=-2^r-
Aus denselben entspringt, in Bezug auf die Axe IA, das

Moment im Sinne BC
dM

r j ^1.==ry—qz= ^^[ydw~-zdv],

in Bezug auf die Axe IB das Moment im Sinne CA
dM-, -,

= pz— rx= s

—

jf\}du— xdw] 9

in Bezug auf die Axe IC das Moment im Sinne AB
dM

=r r/x—py= 2^1>*>.—
Vdui

'

Wenn man nun statt du, dv und dw die vorhergefundenen

Formeln substituirt, so findet; man

:

ydw— zdv= d£l[(y* + z2) cos a — xy cos ß— xz cos y]

— &l(y*+ 22) ^.sin« -f Slxydß.sm ß + i2#z dy.sin y
+ &dt[{y2 ~-z2') cos ß cos y

+ #
a
?y cos a cosy— ^rz cos a cos ß — yz (sin y

2— sin ß
2
)]

;

zdu— xdw =-d£l[(x* -f- z
2
) cos ß— 3/z cos y— xy cos a]

— £l(x* -{- z^dß.s'm ß -}- £lyzdy»smy-{- Slxy dcc.sin

a

f £l*dt[(z* - #2
) cos <* cos y

-f ?yz cos a cos ß-^-cvy cos/3 cos y — xz (sin a2— sin y
2
)]

;

a?<Zi? —ydu~d£l[(x'i + ?y
2
) cos y— #z cos a— yz cos j3]

— ß(^r2 -f- 2/
2
) </y . si n y -f- Slxz dcc.s i n a + ilyz «Zß.s in ß

+ £l2dl[(x*— y*) cos a cos

ß

-f ^rzcos ß cos y

—

yz cos 0; cos y

—

xy(sm ß
2,— sin a2)].

Man multiplicire nun diese Formeln durch ^

—

tt und inte-

grire durch die ganze Ausdehnung des Körpers; es seien zu

diesem Ende Md1
, Mb% und Mc% die Momente der Trägheit in

Bezug auf die Hauptaxen IA, IB und IC. Da nun nach §.452
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fx*dM= %W\b* + c2— «2] , fjjzd31=: ,

JyHlM= %M[a* + c2— 62] , JxzdM= Ö,

fzHlM= %M[a? + 62— c2] , fxydM^Q,
so erhalten wir die drei Momente der Kräfte in Bezug auf die

Hauptaxen, durch welche die vorgeschriebene Wirkung hervor-

gebracht wird, folgendermaassen ausgedrückt:

I. Das Moment der Kräfte in Bezug auf die Axe 1A,

im Sinne BC
M

n-^l^d&cosa— &a2dcc.sina+ Wie*— b*)dt cos ß cos y] ;

IL Das Moment der Kräfte in Bezug auf die Axe IB,

im Sinne CA
M

1̂
[b^dSlcosß— Slb^dß.smß+ Sl^a2--c

t2

)dtcosacosy];

111. Das Moment der Kräfte in Bezug auf die Axe IC,

im Sinne AB
_M_
2gdt l
J~\c*d& cos y— Slc2dy,smy-[- £l\b*—

a

2
)dt cos a cos ß].

Zusatz 1.

§. 798. Damit also der Körper sich um dieselbe Axe

gleichförmig drehe, werden, weil d£l~Q, dcc=zO, dß~Q und

dy==0 ist, die drei Momente sein:

31&2(c2 — 62) cos ß cos y
lm = __

,

II. . =S
Ma2(a*— c2) cos k cos y

2,</

und 1¥1 31Sl2(b2— a2) cos a cos
111. = ^ >

2g

welche nur dann verschwinden, wenn die Drehungsaxe auf eine

der Hauptaxen fällt.

Zusatz 2.

§. 799. Auf ähnliche Weise ersieht man, welcher Kräfte

es bedarf, damit entweder nur die Winkelgeschwindigkeit, oder

mir die Lage der Drehungsaxe sich andere. Die Kräfte, deren

Momente mit den vorher erhaltenen übereinstimmen, werden

diess nämlich leisten, wenn man nur ihnen gleiche und entge-

gengesetze im Mittelpunkte der Trägheit anbringt, damit man

die Kräfte selbst für verschwindend halten kann und die ganze

Wirkung ihren Momenten allein zugeschrieben werden muss.
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Znsatz 3.

§. 800. Dreht sich der Körper um die Hauptaxe IA mit

der Winkelgeschwindigkeit £1, welche um ihr Differential dSl zu-

nehmen soll, so wird, weil oj=±ö und ß= y—$Q° ist, zu diesem

Ende nur das Moment der Kräfte in Beziehung auf die Axe

IA=z-~ä—jt- erfordert, wie wir schon oben (§.608.) gefun-

den haben.
Anmerkung.

§. 801. Diese Aufgabe würde nicht schwieriger zu lösen

gewesen sein., wenn wir dem Körper ausser der drehenden

Bewegung eine beliebige fortschreitende beigelegt hätten, welche

sich im Zeittheilchen dt auch nach der vorgeschriebenen Weise

verändern sollte. Wenn nämlich der Mittelpunkt der Trägheit

eine beliebige Bewegung hat, welche nach den Hauptaxen zer-

legt die Geschwindigkeiten l, m und n ergibt, die im Zeit-

theilchen dt ebenfalls um ihre Differentiale zuzunehmen haben

;

so müssen die Geschwindigkeiten u, v und w* deren Werthe
oben aus der drehenden Bewegung hervorgegangen sind* um
diese fortschreitenden Geschwindigkeiten l, m und n vermehrt

werden. Aus den Incrementen derselben würden aber Kräfte

hervorgehen, deren gleichgeltende durch den Mittelpunkt der

Trägheit geht und welche sich eben so verhält, als wenn der

Körper, ohne irgend eine drehende Bewegung, diese fortschrei-

tende allein verfolgen müsste. Hierdurch wird dasjenige, was

wir oben gezeigt haben , bestätigt, dass man in einer solchen

gemischten Bewegung immer die fortschreitende und drehende

von einander trennen und jede für sich, als ob die andere nicht

da wäre, betrachten und bestimmen darf.

Aufgabe 88.

§. 802. Ein starrer Körper wird, während er sich um die

gegebene Axe 10 mit der gegebenen Winkelgeschwindigkeit

Sl dreht, durch beliebige Kräfte angetrieben und es sind zu-

gleich diesen gleiche und entgegengesetzte am Mittelpunkte der

Trägheit angebracht; man soll so wohl die Veränderung der

Axe, als auch die im Zeitelemente dt hervorgebrachte Aende-

rung der Winkelbewegung bestimmen.

Auflösung.

Man bestimme die Momente der antreibenden Kräfte in»

28
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Bezug auf die Hauptaxen des KöTpers, und es sei das Moment
der Kräfte in Bezug auf die Axe

IA im Sinne BC=P,
1B im Sinne CAz=:Q,
IC im Sinne AB=R.

Die Momente der Trägheit des Körpers in Bezug auf die-

selben Axen seien wie bisher Ma?, Mb2 und if/c2 . Wenn der

Körper sich jetzt im Sinne ABC und mit der Winkelgeschwin-

digkeit = Sl um die Axe IO dreht, deren Neigungen gegen

dieselben Hauptaxen AW— cc, BlO— ß und CZO= y sind; so

werden diese Grössen im Zeittheilchen dt die, den folgenden

Gleichungen entsprechenden, Aenderungen erleiden:

2qPdt c2 — b 2,

- na 9 = dSl cos« — Slda. sin «-J s— £l2dtcosßcosy »

<2qQdt d1 - -c2,

•J
= dSl cos ß— Sldß.sin ß -f

—
jß
— £&dt cos « cos y

und

•
*'

2
- = aJZcosy— Jirfy.smy 1 2

— Sl2dt cos a cos ß •

Durch diese Gleichungen werden die vier Unbekannten «,

ß, y und Sl bestimmt, weil man diese wegen
cos «2 -f- cos ß

2
-f- cos

y

2= l

nur für drei anzusehen hat. Da also

da sin a cos « + rf/3 sin ß cos ß + dy sin y cos y=
ist, so multiplicire man die erste Gleichung durch cos«, die

zweite durch cos|3 und die dritte durch cosy, und addire die

Produkte; alsdann ergibt sich

dSl

oder

,„ (^-^(q2^2)^2--^
) _

riÄ=: 2 , 2 2
- Sl2dt cos a cos ß cosy

2c/dtf~P cos a Qcosß Rcosy~1
+ ~^w L"^2- +

~
ö2
" + ~^2~J

•

Substituirt man diesen Werth, so erhält man folgende

Gleichungen:

c2 £2
(a2__ c2\/'£2_ ß2\

iß<Z«sin« = 2— *&2 ^cosßcosy[i + 722~~ cos«2]

Q cos« cos ß R cos «cosy Psin«2~|

p + ^ —
"-^2—

J'+
üf L
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a2— c2 (b2— a2)(e2— b2)
Sldßsmß — —p— £l2dtcosacosy[l -J ^2 — cos/32]

2gdtT~R cos ß cos y Pcosßcosa Qsmß2~l

+ "IT L c2
+ ^ PJ ?

Ädysiny=—2— &2 ^cüsacos/?[l + ^ -cosy2]

2gdtf'Pcos y cos g Qcosycosß /£siny2~|

+ "^ L ö2 " "• P <F"~JT
Wenn man aber die erste jener Gleichungen durch a2cosa,

die zweite durch b2cosß und die dritte durch c2cosy. multiplicirt,

und die Produkte addirt, so erhält man

^jp [Pcoscx + Qcosß + ßcosy] = cZ&[a2eosa2+ b2cosß2+ e2 cosy2]

— £l[a?dccs in«cos« + b2dßsu\ßcosß -f c2dfysinycosy],

Multiplicirt man endlich diese Gleichung durch 2Jl<ß. und

integrirt auf der einen Seite , so ergibt sich

iliii^cosaH^cosß2^
welche Grösse die lebendige Kraft des Körpers ausdrückt (§. 746.).

Zusatz 1.

§. 803. Wird daher der Körper, während er sich um eine

beliebige, durch seinen Mittelpunkt der Trägheit gehende, Axe
dreht, durch beliebige Kräfte angetrieben, so werden hierdurch

die augenblicklichen Aenderungen so wohl in der Lage der

Drehungsaxe in Bezug auf die Hauptaxen, als auch in der

Winkelgeschwindigkeit bestimmt

Zusatz %

§« 804. Wird der Körper durch gar keine äussern Kräfte

angetrieben, so erleidet die Drehungsaxe nebst der Winkelge-

schwindigkeit solche Veränderungen, dass wir haben:

m {c2—b2)(a2-c2)(b2 -a2
) „.. R

I. dSl=z- », o -£l2dt cos et cos ß cos y,

c2 ^2 (a2 *— c2)(b2 a2)

II. dct.smct=z g— Sldt cos ß cos y[\ + j^ coset2
]

„1 6.2 (b2 — a2)(c2 b2

III. dß.swß=—^-Sldt cos a cos y[l+- -^2 cos/32],

A2_ a2 (c
2_^2Wß2 c2\

IV. dy.siny=—^—Sldt cos a cos ß[l+ ^p cos 7
2
J

und es bleibt die lebendige Kraft ill..Q
2 [a2 cosa2 + 62 cos/32

+ c2 cosy2] immerwährend constant.

28*
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Zusatz 3.

§. 805. Wenn der Körper sich in Ruhe befindet, also

&=0 ist, so wird aus den Momenten der Kräfte P, Q und R,

genommen in Bezug auf die Hauptaxen, die Axe, um welche

der Körper sich zu drehen anfängt, durch die folgenden Glei-

chungen bestimmt:

Qcosacosß Rcosacosy Psina*

P rPoosa
,
Qcosß

t
Rcosy~l

Rcosßcosy P cos ß cos« Qs'mß2

c*
+ a2

~—
P"'

==° 9

Q „i~Pcosa Qcosß Rcosy~J
p=cos^|_—5- + -P-+-3T-J

Pcosycosa Qeosycosß /Zsiny2 *

a2 ~ + 62 c"- ü >

ß rPcos« Qcosß ißcosy~|

Da nun hieraus

cosa:cos/3:eosy=^.p.^
folgt, so wird

oder

oder

und

oder

p iTp2

a2 f a4
. Q* ß2

q 4 r^ , e2
. R*

r M a*

"ß2

cos i»r^V^ +F + T*
hen cZ£:und im Zeittheilchen eZf:

+
c4

Anmerkung 1.

§. 806. In dieser einzigen Aufgabe ist demnach alles ent-

halten, was wir oben auf vielen Umwegen mit grosser Mühe
entwickelt haben, während wir uns hier doch nur der ersten
Principien der Bewegung bedient haben und alles höchst ein-

leuchtend ist Oben haben wir, während der Körper ruhet, die
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Axe s um welche ihm die Kräfte die erste drehende Bewegung
beibringen/ sehr mühevoll bestimmt* hier aber ergab sich diese

Bestimmung wie ein Zusatz von selbst aus der gegenwärtigen

Aufgabe, Damit man nun deren Uebereinstimmung mit der

obigen um so leichter durchschaue, und die Zweideutigkeit des

Wurzelzeichens keine Verzögerung hervorbringe, sei wieder zur

Bestimmung der Drehungsaxe IF (Figur 86.) der Winkel ALE
= ^ und der EIF—0, alsdann wird

cosa=cos^cosö, cos ß= — sin rj cos und cosy= sin#.

Da also tff7?= ist, so erhält manb / COStf

Qa*
, . a cos y Rd*

Da nun dort (§. 639.) aber die antreibenden Kräfte VP=P,
VQ=zQ und VR—R sind, wenn der Winkel AlV—ö und die

Linie IV—h ist; so wird das Moment dieser Kräfte in Bezug
auf die Axe IA und im Sinne BC

= Rh sinö%

diess ist hier für uns = P. Ferner ist ihr Moment, in Bezug

auf die Axe IB und im Sinne CA, unser hiesiges Q
=-— Rh cos ö;

endlich ist ihr Moment, in Bezug auf die Axe IC und im

Sinne AB, unser jetziges R
= Qh cos ö— Ph sin ö\

Substituirt man diese Werthe statt P, Q und R, so er-

halten wir ganz wie dort
a2 cosö* ,

, „ a2(Q cos d — P sin ö)
tg??= ,» . * und tg#= y> o • s cos«.

Ferner wird auch dasjenige, was wir oben in Betreff der

augenblicklichen Veränderung der drehenden Bewegung, wäh-

rend der durch keine Kräfte angetriebene Körper sich um eine

andere als um eine der Hauptaxen dreht, durch verwickelte

Rechnungen endlich ermittelt haben, hier sehr einfach, indem

wir die Momente der Kräfte P=zO, Q— und jß=0 setzen,

wie wir im Zusatz 2. gezeigt haben.

Was wir aber oben kaum anzurühren wagten, wenn näm-

lich der Körper überdies durch beliebige Kräfte angetrieben

wird, haben wir hier mit gleicher Leichtigkeit und derselben

Arbeit glücklich abgemacht; so dass es scheint, als ob wir nur

in diesem Kapitel von den ersten Principien der Bewegung

ausgegangen wären und die ganze Theorie der Bewegung

starrer Körper vollständig aufgebaut hätten.
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Anmerkung 2.

§. 807. Da aber unter der Voraussetzung beliebiger an-

treibender Kräfte, deren Momente, in Bezug auf die Hauptaxen

und im Sinne ABC genommen, P, Q und R sind, die ganze

Arbeit in der Bestimmung der drei Winkel a, ß und y und der

Winkelgeschwindigkeit Sl enthalten ist, wozu wir drei Glei-

chungen gefunden haben, indem jene Winkel unter sich eine

Bedingung einhalten; so wird man jene Gleichungen durch eine

leichte Substitution weit bequemer einrichten können. Wenn
wir nämlich, weil wir der Buchstaben x, y und z zur Bestim-

mung der Natur des Körpers nicht mehr bedürfen,

Slcosa=x, £lcosß= y und £lcosy~z
setzen; so werden alle Winkel aus der Rechnung eliminirt und

die Summe der ganzen Theorie der Bewegung starrer Körper

in diesen drei ziemlich einfachen Formeln enthalten sein:

7 .
c2 ~-b2 , 2gPdt

, ,
a2 -c2

,. ZgQdt
dy + '

ip
xzdt== m2

und _
. b2-a2

J ZgRdt
dz + —^#ydt^Mtfr '

Wird daher der Körper durch keine Kräfte angetrieben,

so erhalten wir sogleich

a2xdx+ b2ydy + c2zdz=
oder vfix2+ b2y

2+ c2z2 == Constans.

Ferner erhält man aber aus je zwei Gleichungen, indem

man dt eliminirt,

a2dx (c2 - b2)y
b2dy (a2— c2)x

'

und daher durch Integration

a2 b2

^TZb^= 52Z72y
2+ Constans -

War demnach im Anfange x=z2i, #=^ und z:=:(£> und

setzen wir
a2 b2 c2

so erhalten wir

Ax2~B?j2 zzzA2i2 >- B252 und Ax2— Cz2= Ali2- Cd2

also

VAx2-A%2+ B£?
,

Vu4x2—All2 + tW~
y= ~———. r~~ — -— und z=— ,

— —

•



durch beliebige Kräfte angetriebener Körper* 439

Da nun
Ada; {- yzdt~0

ist, so wird

Adx\fBC
dt= •

—

r - -

'

•

V(Ax*~ All*+ BJ£>*)(Aa;%—AW + Cd")
Auf diese Weise ist auch diese Aufgabe, welche uns

oben keine geringe Mühe verursacht hat, ziemlich kurz gelöste

Aufgabe 89.

§. 808. Hat man zu irgend einer Zeit die Drehungsaxe in

Bezug auf die Hauptaxen, zugleich mit der Winkelgeschwindig-

keit des Körpers um diese Axe gekannt; so soll man zu jeder

beliebigen Zeit die Lage der Hauptaxen in Bezug auf den ab-

soluten Raum bestimmen.

Auflösung.

(Figur 94.) In dem absoluten Räume denke man sich eine

unbewegliche Kugel, in deren Mittelpunkte sich des Körpers

Mittelpunkt der Trägheit / befindet, und nehme auf derselben

den festen grössten Kreis ZXVY und auf diesem den festen

Punkt Z an, auf welchen man die Lage der Hauptaxen zu

jeder Zeit bezieht Nun mögen aber nach Verlauf der Zeit t

die Hauptaxen des Körpers auf der unbeweglichen Kugel den

Punkten A, B und C entsprechen, von diesen ziehe man nach

Z Bogen grösster Kreise und setze dieselben, nämlich ZA= l9

ZB=zm und ZC'=n } so wie die Winkel XZA— X, XZB^=.\x>

und XZCz=zv. Jetzt befinde sich aber die Drehungsaxe in ö,

so dass AO= ct, BO= ß und CO=zy ist, und um dieselbe

drehe sich der Körper im Sinne ABC mit der Winkelgeschwin-

digkeit = £1. Im Zeittheilchen dt wird sich demnach der Pol

A durch den kleinen Bogen Aa~ Sldtslacc (§. 678.) bewegen,

wo Aa normal auf den Bogen OA ist, so dass wir haben

• o a cos ß j i? i
cos y

sin BAa=— und cos BAa= ——- •

sin« sma
Es ist aber

• VAD C0Sn A rj AT> C0SW*

sinZAB— -.
—r und cos ZAB=z—^~j ,

sin / sin /

und hieraus schliesst man, dass

. _ . cos ß cos m + cos y cos n
sm ZAa= ; v—r1

sin «sin/

und _. cos y cosm— cos/? cos ?i

cos ZAa =2 L
-. r—j

sin a sin l
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ist. Zieht man nun aus a auf den Bogen ZA das Perpendikel

au , so wird

Act~——j cosycos?«— cospcoswj
sin l

L
'

r J

und Sldtr Q . t
a«= —;—,1 cos p cosm+ cos y cos w I

-

sin£L r ' J

Es ist aber
Acc= — €?/ und aa= — sin MA

;

man erhält daher hieraus und nach der Analogie die folgende»

Werthe der Differentiale:

sin ldl= 5i[cos ß cos n —- cos y cos ni\ dt

,

sin r2dl~— ^2[cos ß cos ??i -f cos y cos ?i]rftf ,

sin mcftn=iß[cos y cos l — cos a cos ri] dt,

sinm%d\a=— i2[cos y cos ?a -f- cos a cos l\dt,

sin wd»= £l[cos a cos m— cos ß cos /]<i£ ,

sin vPdv—— Sl [cos « cos /-(-cos ß cos ?w]*7f.

Von der 1., 3. und 5. Gleichung geinigt es aber je zwei

aufzulösen, da
cos P+ cosm2

-f cos n
2— 1

ist und, wenn dieselben aufgelöst sind, Eine der übrigen die

ganze Arbeit vollendet (§.678.).

Zusatz I.

§..809. Setzen wir &cosa™#, £lcosß=y und «ßcosy— z*

so dass wir aus den Momenten der antreibenden Kräfte P, Q
und R nach §. 807 haben

j . c2 -** j* fyPdt
1 f

a2 -c2 %Q^
«te + q2 y^=.-^fa«" ' ^ + ~l^x%dt=~~MW

und 7 ö2— «2 ^ 2?ßeft

so muss man nun die folgenden Gleichungen hinzufügen:

sin /d7= [;?/ cos w—-z cos ?tt]d£, sin md/ra— [z cos /— a? cos ri\dt,

sin wJra =: [x cos ??i —^ cos l\dt 9 sin l*dl~—[y cos ?w -}- z cos ft]ri£,

sinm2d{i——[zcos n+xcos l\dt9 sin n^dv—— [# cos /.-f-y cosiri\dt.

Zusatz 2.

§. 810. Setzen wir ferner cos/=p, cosw«==<y und cosw= r,

so nehmen die letzten Gleichungen, weil

p2 + </
2 + r2= l

ist, die folgenden Formen an:

dp+ [yr—%q\dt == , *fy + [2p —ar] <^ == 0, <fr + [«a?y — yp]dt= 0,
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Hieraus erhält man auch

xdp+ydq-i'zdr— O,

so wie
pdp + qdq -J- w/r =0 ist.

Anmerkung.

§. SIL Wenn ich auch hier die vorhergehende Aufgabe

als schon aufgelöst betrachtet habe, so müssen doch meisten-

theils beide Aufgaben verbunden und ihre Auflösungen zugleich

angestellt werden s wie dies im vorhergehenden Kapitel bei der

Bewegung der Kreisel in Anwendung gekommen ist. Diese

Verbindung beider Aufgaben ist nämlich nothwendig, sobald

die antreibenden Kräfte von der absoluten Lage des Körpers

abhängig sind und diess pflegt immer einzutreten, wenn äussere

Kräfte da sind. In diesen Fällen enthalten daher die Momente
der Kräfte P, Q und R die Bogen /, m und ?i, und vielleicht

auch die Winkel X, ft und v; so dass man alle in Zusatz 1.

dargestellten Gleichungen zugleich erwägen muss, ehe man die

Auflösung unternehmen kann. Wird überdiess der Körper mit

fortschreitender Bewegung fortgeführt, so pflegen die Kräfte

auch von dieser abzuhängen, wesshalb man die Formeln, welche

die fortschreitende Bewegung enthalten, zugleich den übrigen

wird hinzufügen müssen und in welchen Fällen die Auflösung

im höchsten Grade verwickelt wird.

Nachdem wir nun diese Aufgaben abgemacht haben, wer-

den wir die allgemeine Aufgabe von der freien Bewegung star-

rer Körper, welche durch beliebige Kräfte angetrieben werden,

angreifen können.
Aufgabe 90.

§. 812. Ein starrer Körper ist anfangs auf beliebige Weise
geworfen worden und wird hierauf durch beliebige Kräfte an-

getrieben, deren Wirkung er frei Folge leisten kann; man soll

seine Bewegung bestimmen.

Auflösung.

WT
as zuerst seine fortschreitende oder die Bewegung be-

trifft, durch welche der Mittelpunkt der Trägheit fortgeführt

wird, so wird dieselbe nach denjenigen Vorschriften^ welche

für die Bewegung von Punkten gelehrt worden sind, bestimmt

werden. Man denke sich nämlich die ganze Masse des Körpers
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=zM in seinem Mittelpunkte der Trägheit vereinigt und in den

einzelnen Augenblicken alle Kräfte, welche den Körper antrei-

ben, jede nach ihrer Richtung im Mittelpunkte der Trägheit ange-

bracht. Man erhält so den Fall eines Punktes, dessen endliche

Masse aber =M angenommen werden muss und welcher durch

Kräfte angetrieben wird, dessen Bewegung also nach den oben

gegebenen Vorschriften bestimmt oder wenigstens durch ana-

lytische Formeln ausgedrückt werden kann, wobei wir keine

Rücksicht auf die drehende Bewegung nehmen, durch welche

inzwischen vielleicht der Körper um seinen Mittelpunkt der

Trägheit getrieben wird. Um hierauf diese Bewegung zu be-

stimmen, lasse man die fortschreitende ganz zur Seite, betrachte

den Mittelpunkt der Trägheit jetzt als in Ruhe und erforsche

zuerst die drei Hauptaxen des Körpers, welche die aus dem
Mittelpunkte der Trägheit / (Figur 94.) gezogenen geraden

Linien IA, IB und IC, und in Bezug auf welche die Momente

der Trägheit Mo2
, Mb2 und Mc2 seien. Hat man diese kennen

gelernt, so denke man sich um den Mittelpunkt der Trägheit

/ eine unbewegliche Kugel beschrieben und nehme auf ihr so

wohl den grössten Kreis ZXVY, als auch auf demselben den

festen Punkt Z an, wodurch die Lage des Körpers zu jeder

Zeit dargestellt wird. Nun halte nach Verlauf der Zeit t der

Körper, in Folge der drehenden Bewegung, die in der Figur

dargestellte Lage ein, in welcher die Hauptaxen auf der sphä-

rischen Oberfläche den, um Quadranten von einander abstehen-

den Punkten A, B und C entsprechen. Man setze zur Bestim-

mung ihrer gegenwärtigen Lage die Bogen

ZA= l, ZB=m und ZC=n,
und die Winkel

AZA= X, XZB^z {i und XZC^ v ;

wie diese von einander abhängig sind, ergibt sich aus der

sphärischen Trigonometrie. Ferner drehe sich jetzt der Körper

um die Axe lO mit der Winkelgeschwindigkeit = Sl im Sinne

ABC, und man setze zur Bestimmung der Lage dieser Axe
die Bogen

AO=ia, BO= ß und CO^y.

Diese Grössen sind durch ihre Differentiale so zu bestim-

men, dass sie, wenn man £=0 setzt, dem Anfangszustande

des Körpers entsprechen. Zu diesem Ende betrachte man die

Kräfte, welche jetzt den Körper antreiben und bestimme ihre
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Momente in Bezug auf die Hauptaxeti des Körpers ; es sei das

Moment der Kräfte in Bezug auf

die Axe 1A, im Sinne BC~P,
die Axe 1B, im Sinne CA=zQ

und die Axe IC, im Sinne AB— R.
Setzt man nun der Kürze wegen £1 cos cc= x , P^cosß= y

und .ßcosy—z, so dass •&:== V#2
+2/

2 + z2 wird; so haben wir

oben (§. 807.) gefunden

:

, ,
c2 -62

7J 'IgPdt
dx + a2 Vzdt= Jfl

2 >

7 ,
a2— ca 7J 2gQdt

und 7 62—

a

2
ljt

2tfßcft

Setzt man ferner cosl=p, cos ?n= q und cos^==^ so ver-

binde man mit diesen Gleichungen die folgenden:

dp + (yr — zq)dt= , *fy+ (zp-—xr)dt= 0, dr + (xq—yp)dt= 0,

ä+%^*=o. ^+&^=ft .*+^?=a
(§.-810.).

Kann man diese so auflösen und integriren, dass sich zu

jeder beliebigen ZeiH die Grössen x, y, z, p> q, r, X, (i .und v

angeben lassen, so wird die Aufgabe vollständig gelöst sein.

Bei diesen Gleichungen hat man aber zu bemerken, dass

/>
a+0a +ra=l,

also pdp-{-qdq-{-rdr~0
und hierauf auch

xdp+ydq + zdr=
ist. Endlich haben wir

. , '

'

cosn . . 1X
cos/cosm ßOOA

sinui—4)r= :
—

f—,
—

- und cosui—1)~ . / . - (ö.-oöz.),r sm/sm/w vr 7 sin /sinm V5 7

also

tgO*—A)-=?^ eben so tg(v- ^)= ^: «nd tg(A~i/)==X

oder . <y .tg(v-A)=—^;
so dass es hinreichend ist, einen einzigen der drei Winkel l,

in und v zu finden.

Anmerkung.

§. 813. Diese Vorschriften zur Bestimmung der Bewegung
starrer Körper erstrecken sich sehr weit, iynl sind nicht an die

freie Bewegung aNein gebunden. Auf welche Weise nämlich
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auch die Bewegung derselben gebunden wird, mögen sie ent-

weder auf einer gewissen Ebene, oder längs anderer Körper

fortzugehen gezwungen oder mag ein gewisser fester Punkt

derselben zurückgehalten werden; so kann die Frage immer

auf die gegebenen Vorschriften zurückgeführt werden. Auf der

Seite nämlich, wo sie einen andern Körper berühren, wird es

einen Druck geben, welcher zuerst unbestimmt in die Rechnung

eingeführt, hierauf aber so bestimmt werden muss, dass die

Bewegung mit den vorausgesetzten Bedingungen übereinstim-

mend gemacht werde; auf diese Weise wird dann auch das

Zusammentreffen der Körper erforscht werden. Ehe wir Un-

tersuchungen dieser Art vornehmen, wird es angemessen «ein,

einen gewissen Fall der freien Bewegung in Erwägung zu ziehen,

in welchem eine drehende Bewegung um eine veränderliche

Axe stattfindet, während der Körper durch äussere Kräfte an-

getrieben wird; eine solche Bewegung wird nämlich durch die

Kraft der Schwere, deren Richtung durch den Mittelpunkt der

Trägheit eines jeden Körpers geht, nicht hervorgebracht. Die

schwierigste Untersuchung dieser Art besteht ohne Zweifel in

der drehenden Bewegung der Himmelskörper, die aber nur

unter der Voraussetzung der Principien der theoretischen Astro-

nomie unternommen werden kann. Durch die Uebereinstimmung

aller Beobachtungen, welche man bis jetzt hat anstellen können^

hat man aber erfahren, dass alle Himmelskörper sich so be-

wegen, als ob sie sich wechselseitig anzögen oder gegenseitig

zu einander durch Kräfte getrieben würden, welche im umge-

kehrten doppelten Verhältniss der Abstände stehen und aus-

serdem den Massen proportional sind. So wie nämlich alle

Körper gegen die Erde schwer sind, haben sie auch ein ge-

wisses Streben nach allen Himmelskörpern, welches desto

grösser ausfällt, je kleiner das Quadrat des Abstandes wird.

Aus diesen Kräften pflegen nun die Astronomen die fortschrei-

tenden Bewegungen der Himmelskörper abzuleiten, und da

man diese Untersuchung zur Bewegung von Punkten zu zählen

hat, werden wir hier nur die drehenden Bewegungen der Him-

melskörper untersuchen, und diesen Gegenstand werde ich im

folgenden Kapitel allgemein so zu behandeln mich bestreben,

dass die Astronomie dadurch einen nicht zu verachtenden Zu-

wachs erlangen wird.
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Eapi fe 1 XVI.

Von der drehenden Bewegung der Himmelskörper.

Au fgabe 91.

§. 814. (Figur 109.) Die einzelnen Elemente eines starren

Körpers werden gegen einen gewissen Punkt F durch Kräfte

getrieben, welche ihren Massen, dividirt durch die Quadrate

ihrer Abstände von jenem Punkte, proportional sind; man soll

die Momente dieser Kräfte in Bezug auf die Hauptaxen des

Körpers bestimmen.

A u f I ö s u n g.

Es seien IA, 1B und IC die Hauptaxen des Körpers, und

Jf«2, MU1 und Mc 1 seine Momente der Trägheit in Bezug auf

sie. Man setze ferner den Abstand des Punktes F, oder des

Mittelpunktes der Kräfte vom Mittelpunkte der Trägheit des

Körpers /, nämlich IF=zs; derselbe sei so gegen die Hauptaxen

des Körpers geneigt, dass die Winkel AlF—t, BIF~rj und

CIF=zß sind. Fällt man daher aus F auf die Ebene A1B das

Perpendikel FE und aus E auf die Axe IA die Normale EA,
so wird

AI=zscqs£i AE— scostj und EF=zscos6.

Die Kraft, welche die einzelnen Körper gegen den Punkt

F treibt, sei ferner so gross, dass sie im Abstände =e der

Schwere gleich werde, in andern Abständen wird sie dann

nach den Quadraten derselben kleiner werden. Betrachten wir

nun ein beliebiges Element dM des Körpers in Z, für welches

die den Hauptaxen entsprechenden Coordinaten lX-=zx, XY
~y und FZ= z sind; alsdann wird die Kraft, welche dieses

Element gegen den Punkt F antreibt,
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=Ä^
sein. Diese Kraft zerlege man jetzt nach den Richtungen der

Axen Zp, Zq und Zr , und es wird

die Krait längs Z/?= ^-^3 *

,. rr r, ... ~ e2(s COS 7] ~ 1l)d31
die Kraft längs Zq=z— ZJP

und ,. VT Cl ... „ e\s cos Q— z)dM
die Krait längs Zr = yj?z

>

hiernach erhält man die Momente dieser Kräfte in Bezug auf

die Hauptaxen, nämlich das Moment in Bezug auf

,. , Ä . c nsi e2$(ycosQ — zcosrj)dM
die Axe IA, im Sinne ßC= ~p3 ~>

,. ,_. . t1 . .,. e2s(zcost;-x cos 6)d31
die Axe //>, im Sinne C^i = VF*

— ~
9

e2s(x cos 7}—y cos £)d31
die Axe /C, im Sinne ..42? =— ^jf

Indem man diese Momente durch den ganzen Körper zu-

sammennimmt, erhalten wir die Momente , welche wir oben

durch die Buchstaben P, Q und R angegeben haben; so dass,

weil s eine constante Grösse ist,

Xy cos 6— z cos yj)dM•=*ß ZF3

„ /*(zcosC— x cos 6)dM
Qz=zezsi ZF3

2
PjxcosTj-y
J ZF>

wird. Es ist aber

Ä=A/ v^.,-ycosö</g

ZF= V (sco&t;— x)2 -\- (scos ^—#)
2 + (scosO— z)2 ,

oder weil cos£2 + cos?]2 + cosö2= l,

ZFzz=l Vs2— 2sx cos £— 26'?/ cos ^— 2sz cos Ö -f- x2+ ?/
2

-f- z2 .

Da aber bei den Himmelskörpern der Abstand lF=zs im-

mer sehr gross im Vergleich mit dem Körper selbst, oder den

Grössen x, y und z ist; so erhalten wir hinreichend genau für

unsern Zweck:
1 1 3x cos f -f~ 3y cos tj -{- 3z cos 6

ZF3-~73 + ^ ^
*

Weil ferner / der Mittelpunkt der Trägheit des Körpers

ist, und 1A, 1B und IC seine Hauptaxen sind, haben wir

fxdM^O, fyd31=0, fzdM=Q,
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wie auch
faydM=0, firzdM= und fyzdM=Q;

wenn wir daher diese »Substitutionen machen , so erhalten wir

rj— 2 P[^y2 cosnqcosO~ 3z2 cos y cos 6~idM

3e2coTosV-*w.
s*

und

Da aber die Momente der Trägheit gegeben sind und nach

§. 661.

fxMM— %MQP + c2— «2) , fyUM= %M(a* + c2— 62)

und fz*d31=%M(a?+l>*-~c*)
ist; so wird

37)1e2(c2— 62) cos t\ cos^~ ^ '

^ 3üi/e2(a2— c2) cos g cos (9«- ,8

und 3il!/ea(6
fl— a2) cos£cos i?

/*' —

-

Q

Zusatz 1.

§. 815. Diese Momente der Kräfte sind nicht mit geome-

trischer Strenge bestimmt worden, sondern gelten nur dann,

wann der Abstand des anziehenden Punktes die Grösse des

angezogenen Körpers weit übertrifft. Auf diese Weise können

wir dieselben bequem mittelst der Momente der Trägheit so

einfach ausdrücken.

Zusatz 2.

§. 816. Hat der angezogene Körper alle Momente der

Trägheit unter sich gleich, so verschwinden auch diese Mo-

mente der Kräfte. Die drehende Bewegung der Himmelskörper

erleidet daher von solchen Kräften nur in so fern eine Einwir-

kung, als sie nicht kugelförmig sind oder wenigstens gleiche

Momente der Trägheit haben.

Anmerkung. 1.

§. 817. Wollen wir bestimmen, wie viel diese Kräfte zur

fortschreitenden Bewegung beitragen, so müssen wir die ein-
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zelnen elementaren Kräfte am Mittelpunkte der Trägheit anbrin-

gen; und wenn wir diese für jede beliebige Axe in Eine Summe
vereinigen, erhalten wir die ganze Kraft, welche den Körper

zur fortschreitenden Bewegung antreibt. Damit wir aber zu

zwei Dimensionen der Veränderlichen x, y und z aufsteigen,

müssen wir den Werth von ZF genauer ausdrücken , so dass

wir haben:

1 1 3(x cos g -f y cos 7] -}- * cos 6)

15(^7 cos t+y cos?? + zcosfl)2 __ 3fo
2

f?/
2+22)

Multipliciren wir diese Gleichung durch (scos£

—

x)dM und

integriren hierauf nach den obigen Vorschriften, so ergibt sich

bis zur zweiten Dimension:

\scos£-x)dM McosC 15cos£

~ZW^ ^ "~^—+-^4"/^^'2 cos? +#2 cos V
2

+z2cos6>2]— A^-fdM{x* + y* + *2] -p^fx*dM

iü/cosf , 3iJ!fcosJ r _ /0 K y9 . . , 9/1 K 9N= —2~ +—9~4 L«
2(3— 5 cos £

2
) + 62(1 — 5 cos ry

2
)

+ ca(l— 5cosö2)].
Wir erhalten daher die drei folgenden Kräfte:

I) längs IA=z ^

+
2st

[ft
2(3 - 5cos£2) + 62(1 - 5cos^2) + c2(l- 5cosÖ2)]

II) längs 1B— -£

+
3M**

4

C0S
^[62(3—5cos^2) + c2(l-5cosö2

) + a2(l-5cos?2)]

III) längs IC~ g

+^^Z^^cos^ + a2(i _5cos£2) + 62(1— 5cos^2)].

Diese drei Kräfte werden zuerst auf eine einzige, in der

Richtung IF antreibende zurückgeführt, welche ist

Wie1 37P/#>2

~S~ + Tä?~ ta2(1 " 5 cosJ2) + ^2(1 "" 5cos^
2
) + c*(l— 5co« 6)2

)]

und welcher ausserdem diese drei hinzuzufügen sind

:
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ix i» ia v u ft
3;Wa2e2 cos£

1) längs Li die Kratt 4 ,

2) längs i^ die Kraft ^ L
,

^ I- /^ v u ft
3^cV*cosß

o) längs 76 die Kraft ^ •

Es ergibt sich hieraus, dass, wenn die Hauptmomente
der Trägheit unter sich gleich sind, alle Kräfte auf die einzige

längs 1F wirkende Kraft
Me*
s
2

zurückgeführt werden , welche letztere man in der Theorie der

Astronomie betrachtet. In den übrigen Fällen wird aber jene Cen-

tripetalkraft nicht rein dem Quadrat des Abstandes umgekehrt

proportional, sondern es treten noch ausserdem kleine, dem
Biquadrate umgekehrt proportionale Glieder hinzu, welche aber

ausserdem von der Lage des Korpers in Bezug auf die Kräfte

F abhängig sind. Es wird nützlich sein, diese Abweichung
in der astronomischen Rechnung zu beachten, vorzüglich wenn
die Körper merklich von der sphärischen Figur abweichen.

Anmerkung 2.

§. 818. Ich habe hier angenommen, dass die einzelnen

Elemente des Körpers gegen einen einzigen Punkt F getrieben

werden, während sie doch in der Hypothese der Anziehung

auch gegen die einzelnen Elemente des anziehenden Körpers

angetrieben werden. Ist aber der anziehende Körper eine

Kugel , so wird er gewiss eben so eine Anziehung ausüben,

als ob seine ganze Masse im Mittelpunkte vereinigt wäre, so

dass unsere Aufgabe auch diese Fälle in sich begreift. Ist aber

der anziehende Körper nicht kugelförmig, so wird zwar ein

wenig so wohl das umgekehrte doppelte Verhältnisse als auch

die Richtung der Kraft, welche nicht mehr auf einen bestimm-

ten Punkt zugeht, sich ändern; allein diese Unregelmässigkeit

hat man in sehr grosser Entfernung als verschwindend anzu-

sehen, besonders da die Himmelskörper wenig von der Kugel-

gestalt abweichen. Hier aber, wo ich nur die drehende Bewe-
gung im Auge habe, abstrahire ich von der fortschreitenden

und betrachte den Mittelpunkt der Trägheit des Körpers als

in Ruhe; ich werde nun zuerst erforschen, um welche Axe
der Körper, wenn er selbst ruhet, eine drehende Bewegung
annehmen wird.

29
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Aufgabe 92.

§. 819. (Figur 110.) Es befindet sich ein Körper in Ruhe
und wird vom Mittelpunkte der Kräfte F aus auf die vorher

bestimmte Weise angetrieben; man soll die Axe bestimmen,

um welche er im ersten Augenblick eine drehende Bewegung
annehmen wird und die daraus hervorgehende Winkelge-

schwindigkeit.

Au flu surig.

Wir betrachten demnach den Körper als in Ruhe, oder ab-

strahiren vielmehr von seiner fortschreitenden Bewegung; den-

ken wir uns daher seinen Mittelpunkt der Trägheit im Mittel-

punkte einer Kugel, so seien A, B und C die Pole der Haupt-

axen, und in Bezug auf sie wie bisher Mo2
, Mb 2, und Mcz

die Momente der Trägheit. Nun durchschneide eine aus dem
Mittelpunkte der Trägheit nach dem Mittelpunkte der Kräfte

gezogene gerade Linie die Oberfläche der Kugel im Punkte F,

so dass die Bogen AF=Z, BF= 7} und CF=6 sind; der Ab-

stand des Mittelpunktes der Kräfte sei = s und seine anzie-

hende Kraft so gross, dass sie im Abstände e der Schwere

gleich wird. Hieraus ergeben sich die Momente der Kräfte P,

Q und R in Bezug auf die Axen IA 9 IB und IC, nämlich:

SMe^-b*) cos rj cos 6

^ __ 3Me*(a*— c2) cos g cos

und ZMe*(b*— d1) cos geos i\

s3

Nach §.805. wird daher der Körper um eine solche Axe
IG sich zu drehen anfangen, dass, wenn man die Bogen AO
~a, BO= ß und CO — y setzt,

a* 1 a* + 64
+

<

und R t fp2 Q2~~E?
cos 7=^:Y ^r +^+^

wird, und er im Zeittheilchen dt die entsprechende Winkelge-

schwindigkeit

du- M y r4
+ 64 + c4
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erlangt, welche zugleich im Sinne ABC gerichtet sein wird.

Ferner findet man hieraus den Abstand des Drehungspoles O
vom Punkte F so ausgedrückt, dass (nach §. 678.)

r . r f-Pcosg ,
Qcajri ,' flcosri.i/T» . Q2

, R*cosOF-L-^-+^^- + ^^-J.Y ^ +54 +^
wird.

Zusatz 1.

§. 820. Bemerkenswert« ist hier der Fall, in welchem der

Mittelpunkt der Kräfte F zwischen je zwei Hauptpole fällt. Es
liege nämlich dieser Punkt auf dem Bogen AB, alsdann wird,

weil cos02=O und cosf2 -f cos??2~l
ist> ö n n n 1 d 371feV>2 ^-a2)singcosg

jP=0, Q=U und ir= ^ •

Ferner wird auch

cosa=0", cosj5=0 und cosy=l,
so dass der Drehungspol O in den Hauptpol C fällt.

Zusatz 2.

§. 821. In demselben Falle, in welchem der Mittelpunkt

der Kräfte sich in der Ebene AIB befindet und der Körper

sich um die Axe IC zu drehen anfängt, erlangt er im ersten

Zeittheilchen dt die entstehende Winkelgeschwindigkeit

7n_6^(62 - q2)rif sing cos g _J&ge*(fi* - q*)cft sin 2g

im Sinne AB,
Zusatz 3.

§. 822. Hat daher der Körper in demselben Falle schon

eine drehende Bewegung um diese Axe IC, mit der Winkel-

geschwindigkeit = •& im Sinne AB; so wird dieselbe, in Folge

der gegen den Mittelpunkt der Kräfte F gerichteten Kraft so

beschleunigt, dass

70 3<ye2(62--qa)<ftsin2g

wird.
Anmerkung.

§. 823. Wenn daher der Mittelpunkt der Kräfte F so um
den Körper herumgeführt wird, dass er auf dem die zwei

Hauptaxen IA und IB umfassenden grössten Kreise AB fort-

schreitet und der Körper sich um die dritte Hauptaxe IC zu

drehen angefangen hat, so geht hieraus hervor, dass die letz-

tere Drehung beständig fortdauern und nur die Winkelgeschwin-

29*
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digkeit M bald grösser, bald kleiner werden wird. Dieser Fall

verdient durchaus mit allem Eifer entwickelt zu werden, weil

er die librirende Bewegung des Mondes, vermöge welcher der

letztere immer fast dieselbe Seite der Erde zuwendet, zu

umfassen scheint. Damit diese Untersuchung leichter und

deutlicher gemacht werde, wollen wir annehmen, dass zuerst

der Mittelpunkt der Kräfte mit gleichförmiger Bewegung um
den Mittelpunkt der Trägheit des Körpers in derselben Ebene

herumgeführt werde , und beständig denselben Abstand bei-

behalte.
Aufgabe 93.

§. 824. Ein Körper dreht sich um seine Hauptaxe IC,

und es wird der Mittelpunkt der Kräfte F in einer auf jene

Axe normalen Ebene gleichförmig herumgeführt, wobei sein

Abstand vom Mittelpunkte der Trägheit des Körpers derselbe

bleibt; man soll die drehende Bewegung dieses Körpers be-

stimmen.
Auflösung.

(Figur 111.) Weil die Drehungsaxe IC constant und in

Bezug auf den Himmel gleichsam fest bleibt, sei AXT die halbe

Himmelskugel und XY ein um den Pol C beschriebener gröss-

ter Kreis, auf welchem der Mittelpunkt der Kräfte F gleich-

förmig fortschreitet; ferner werden auch die beiden übrigen

Hauptpole A und B des Körpers sich beständig auf diesem

Kreise befinden. Man setze nun die Winkelgeschwindigkeit

des Mittelpunktes der Kräfte F—83 und da dieser sich anfangs

in X befunden hat, so wird er nach Verlauf der Zeit t noth

wendig den Bogen XF=:öt beschrieben haben. In demselben

Augenblick befinde sich aber die eine Hauptaxe in A, und wenn

man nun den Bogen XA= X setzt und die Winkelgeschwindig-

keit des Körpers um die Axe IC und im Sinne AB=: Sl ist;

so wird dXz= Sl'dt.

Weil aber AF~dt— X ist, so wird unser obiges £ hier

=.8t— X, und wenn wir die übrigen constanten Grössen a2, 62,

c2, e2 und s beibehalten; so haben wir wie oben die Gleichung

3<?e
2
(7>

2— a2)dts\n2C

Führen wir aber den Winkel ACF=£ ein, so haben wir

C=zdt~X, X^dl—Z, dX= ödt—d£=&dt; mithin

o v *^ ö
~di'
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Nehmen wir daher das Element dt als eonstant an. so er-

gibt sich folgende aufzulösende Gleichungb

Wir setzen der Kürze weeen —-—^r^ = iV" und raul-

tipliciren diese Gleichung durch '2d£, alsdann ergibt sich

mddt + 2ZVtfft#sio2£== Q,

deren Integral ist

d&— Ndt* cos 2£-== CVft2

und woraus

cZ<= -T=========r > wie auch Sl=z6» — VC+ iVcos2£

folgt. Aus jener Gleichung muss man aber zu jeder beliebigen

Zeit t den Bogen ÄF=z£ bestimmen und wenn dieser constant

wäre, würde der Körper dem Mittelpunkte der Kräfte F be-

ständig dieselbe Seite zuwenden. In so fern demnach N nicht

zzzQ und der Winkel £ der Veränderung unterworfen ist, ist

auch die Winkelgeschwindigkeit £1 veränderlich. Um diese

Erscheinungen zu erforschen, ist es angemessen, je zwei Fälle

zu entwickeln, je nachdem nämlich 62> a2 oder h2 < a2 ist,

weiche beide, nach Verhältniss der Constanten Cf eine unend-

liche Mannichfaltigkeit umfassen.

Fall I., wo 7>
2>«2

,

§. 825. Es sei daher

3f/e2(6
2— a*)_

positiv, und während der Mittelpunkt der Kräfte F mit der

Geschwindigkeit <5 auf dem Kreise XFY fortschreitet, setzen

wir zur Zeit t den rückwärts liegenden Bogen FA~£ und

haben alsdann

dt = —-

—

-

.

VC + wcos2£

Hier mache ich hinsichtlich der Constanten C folgende

Bemerkungen :

1. Ist C—

—

'ii (denn einen grossem negativen Werth kann

C nicht haben), so wird

rfte-_iL_
Vw(— 1 + cos%)

und es ist daher nothwendig der Winkel S= Q. Es wird näm-
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lieh der Punkt A immer mit F zusammenfallen und sich mit

ihm gleichförmig um die Axe JA drehen.

2. Ist (7=0, so wird der Winkel f <4;45 , er wird sich also

innerhalb der Grenzen +45° und — 45° befinden. Der Punkt

A wird sich daher niemals über 45° vom Punkte F entfernen,

und sich bald vor bald hinter demselben befinden; seine Be-

wegung muss man aus der Gleichung

V n cos 2£
ableiten.

3. Ist C=zn , so geht die Gleichung

dt
d"

über in die folgende

deren Integral

dt

Vw(l + cos2f)

dt

cos S\T%n

*=^log.tg(45° + ya£)

ist, wenn nämlich für t==0 auch f=Q gewesen ist. Hieraus

ersieht man, dass erst nach Verlauf einer unendlich grossen Zeit

wird.

4. IstC>w, so wird sich der Punkt A von F in einer endli-

chen Zeit bis auf 90° entfernen, er wird hierauf weiter bis zu

dem F entgegengesetzten Punkte fortschreiten und, indem er

nach der andern Seite herumgeht, wieder nach F zurückkeh-

ren. Es sei nämlich
Czzz m,2n ,

wo m2 >l, alsdann wird, weil

dt= —-
V tt(?n2 -h cos2£)

ist, sehr nahe

V n l__m 2m3 J
und wenn man intregrirt

tVn= _
m 4m d

Hieraus folgt, dass der Winkel £ nach und nach alle Werthe annimmt.

5. Bis jetzt haben wir Sl < ö gesetzt, so dass die Bewegung
des Punktes F geschwinder sei, als die drehende Bewegung
um die Axe IC. Findet das Entgegengesetzte statt, so hat man nur

sin 2 £
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das Zeichen der Formel V"C+ n cos 2 £ zu ändern.

Fall" IL, wo 62<«2
.

§. 826. Es sei daher
%ae\cP- b*)-^— =w , wonach

dt~ Kr-
C ^

und Ä=d~VC— «cos2f
V C— weos2£

wird. Setzt man in diesen Gleichungen £=90° + 9, so dass

cp den Abstand des Poles B vom Mittelpunkte der Kräfte F,

rückläufig genommen bezeichnet; so ergeben sich die vorher-

gehenden Formeln, welche deswegen dieselben Erscheinungen

darstellen werden.

Zusatz 1.

§. 827. Setzen wir daher voraus, dass für £2>a2 der

Mittelpunkt der Kräfte F anfangs mit dem Pole A zusammen-

gefallen sei , so wird der Körper immer dieselbe Seite dem
Punkte F zuwenden, wenn die Winkelgeschwindigkeit der Ge-

schwindigkeit ö des Mittelpunkts der Kräfte gleich war.

Zusatz 2.

§. 828. Wenn aber im Anfange, wo F mit A zusammen-

traf, die Winkelgeschwindigkeit des Körpers Sl etwas grösser

oder kleiner als § war, der Unterschied aber nicht

übertraf; so wird sich der Pol A nach beiden Seiten von F
nicht über einen bestimmten Zwischenraum entfernen und um
den letzten Punkt gleichsam Schwingungen auszuführen schei-

nen. Hierin erblickt man eine Aehnlichkeit mit der libratori-

schen Bewegung des Mondes.

Zusatz 3.

§. 829. Bei einer solchen libratorischen Bewegung ist die

Winkelgeschwindigkeit des Körpers am grössten oder kleinsten,

während der Punkt A mit F in Conjunction ist und sich hierauf

entweder recht- oder rückläufig von ihm entfernen wird , wess-

balb die kleinste Geschwindigkeit grösser als ö — V~2ra ist. Es
ist daher möglich, dass eine solche Bewegung entsteht, wäh-

rend anfangs der Körper durchaus keine drehende Bewegung

gehabt hat.



456 Kap. XVI. Von der drehenden Bewegung

An m erkling I.

§. 830. Es bleibt demnach kein Zweifel übrig, dass die

libratorische Bewegung des Mondes auf diese Weise entstehe;

es ist selbst wahrscheinlich, dass beim Monde der Fall stattfindet,

wonach ihm im Anfange durchaus keine drehende Bewegung
beigebracht worden ist, dass aber ferner seine Hauptaxe IA,

in Bezug auf welche das Moment der Trägheit Ma? ein Mini-

mum , der Erde zugewandt gewesen ist. Weil wir nun wissen,

dass die Ausweichungen des Poles A von JF sehr klein sind,

werden wir die Zeit dieser Schwingungen bestimmen können.

Da nämlich der Bogen AFz=z£ sehr klein ist, so wird cos2f

= ]-— 2£2 , mithin

dt = —pz=======
VC+ w-2n£a

und wenn man integrirt

+ *nr • nV2n\f^-arc.sin.^-^.

Da nun bei der grössfen Digression d£=.0 und

£=V —- wird, so erhalten wir die Zeit, in welcher der

Punkt A sich am weitesten von F entfernt,

'

2V2*
Secunden ,

und die doppelte Zeit —^== ist diejenige, in welcher der Punkt
V 2^

A nach seiner Ausweichung von F wieder zu diesem zurück-

kehrt. Alsdann wird aber die Winkelgeschwindigkeit am klein-

sten sein, wenn nämlich der Pol A sich rückläufig von F ent-

fernt und es wird diese Winkelgeschwindigkeit

= d - VüTn".
Damit dieselbe verschwinde, muss die Constante C = <5

2

— n sein, und es wird daher in diesem Falle die grösste Aus-

weichunff nothwendig == —^r= . Betrachten wir nun auch die

Zeit Eines Umlaufes des Mittelpunktes der Kräfte F, welche

= -^r Secunden ist, und wird deren Hälfte Einer Schwingungszeit

70

des Poles A oder _ gleich; so haben wir
V 2rc

r— <5
2 62

6
%

™V2t? oder n= -är und C=--^=^n.
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Es würde demnach die Digression nicht mehr sehr klein

sein, wie wir angenommen haben.

Anmerkung 2.

§. 831. Wir schliessen daher hieraus, dass die libratorische

Bewegung des Mondes nicht erklärt werden kann, indem wir

annehmen, es sei ihm im Anfange durchaus keine drehende

Bewegung beigebracht worden. Da es vielmehr sehr wahrschein-

lich ist, dass, wenn der Mond sich um die Erde in einer Kreis-

bahn gleichförmig bewegte, was die Voraussetzung unserer

Aufgabe ist, er immerwährend uns dieselbe Seite zuwenden

und keine Nutation an derselben bemerkbar sein würde; so

müssen wir unter derselben Voraussetzung annehmen, es sei

dem Monde im Anfange eine solche drehende Bewegung bei-

gebracht worden, dass seine Winkelgeschwindigkeit genau =d,

d. h. gleich der Geschwindigkeit der Erde um den Mond und

zugleich seine Axe JA gegen die Erde gerichtet gewesen ist.

Diess ist aber hinreichend wahrscheinlich, da nämlich in Bezug

auf die Axe IA das Moment der Trägheit sehr klein ist und,

wenn sein Körper als ein oblonges Sphäroid vorausgesetzt wird,

seine grösste Äxe die Ursache sein konnte, welche anfangs

diese Axe der Erde zugewandt hat. Ferner muss man es viel-

leicht derselben Ursache zuschreiben, dass, während der Mond
die erste Bewegung annahm, eben diese Axe ihre Richtung

gegen die Erde beibehalten hat; diess ist dasselbe, als ob die

erste Winkelgeschwindigkeit der Geschwindigkeit der Erde 8

gleich gewesen wäre. Da also der Mond, wenn er einen Kreis

um die Erde mit gleichförmiger Bewegung beschriebe, uns be-

ständig dieselbe Seite zuwenden würde; so müssen die beob-

achteten Librationen seiner unregelmässigen Bewegung, bei

welcher er bald schneller bald langsamer fortschreitet, zuge-

schrieben werden.

Wir wollen daher die vorhergehende Aufgabe auch unter

der Voraussetzung auflösen, dass der Punkt F weder gleich-

förmig herumgeführt werde, noch beständig denselben Abstand

vom Mittelpunkte der Trägheit des Körpers behalte.

Aufgabe 94.

§. 832. Ein Körper dreht sich um seine Hauptaxe IC, der

Mittelpunkt der Kräfte F wird aber in einer auf jene nor-

malen Ebene weder gleichförmig noch in demselben Abstände

herumgeführt, ferner ist im Anfange die Axe JA nach dem
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Mittelpunkt der Kräfte F gerichtet gewesen und hat eine ähn-

liche Bewegung empfangen; man soll die libratorische Bewe-
gung des Körpers bestimmen.

Au flösung.

Die unregelmässige Bewegung des Punktes F wird man
so ausdrücken können, dass er in der Zeit t den Bogen XF
=T<5£+asinAt beschrieben habe und es sei, zur Bestimmung des

veränderlichen Abstandes

^3^=jsO- + ßcosAt).

Ist daher jetzt die Winkelgeschwindigkeit = £1, so wird,

wenn man den Bogen XA= X setzt,

dlzuSldt,

und wir erhalten, wenn wir den Bogen ^4F~£ setzen,

70 Zge2(b2— a2)dts\xi%

Da nun k= öt + as\nAt — f ist, so wird

£1=8 -{-Act cos At ti,

. 3ge2(b*— a2)und wenn wir— ^ -= n setzen,
c I

—>A2adtsmAt — ^r~= ndt (l + ß cos At) sh\2^

Nehmen wir nun an, dass der Bogen £ immer sehr klein

bleibe, so erhalten wir die Gleichung:

(^+A2 asinAt + 2n£(l-{-ßcosAt)=0.

Dieser kann man sehr nahe Genüge leisten, indem man £

zzzmsmAt setzt, wodurch wir erhalten, weil das Glied ßcosAt

sehr klein im Vergleich mit i ist:

—A2ms\nAt +

A

2 a sin At+^mism At=0.
A2a

x

Hieraus folgt m— -r
9t __ ^

> also

£~ A*— %i
*mAi und

o * . a 4* A^a cos At
Slz=z8-\- Aa cos At— —tr s

—

A2 — *2n

_ 2A a n .

Da nun hier XF= 8t -\-cts\r\At ist, so wird der erstere

Theil 8t der mittlere Ort des Punktes F und der zweite Theil
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a sin At seine Gleichung oder Prostaphäresis genannt , woraus

sich ergibt, dass seine Ausweichung FA dieser Mittelpunkts-

gleichung proportional und, weil n positiv, grosser als sie ist.

So oft daher die Mittelpunktsgleichung verschwindet, oder der

wahre Ort mit dem mittlem übereinstimmt, wendet der Körper

dem Mittelpunkte der Kräfte F dieselbe Seite zu, wobei frei-

lich die kleinern Ungleichheiten , welche das Verhältnis» der

Grösse ß herbeiführen würde, vernachlässigt sind. Diess aber

weiter zu verfolgen und genauer zu bestimmen, ist ohne grös-

sere Kenntniss der Astronomie nicht angemessen.

Zusatz 1.

§. 833. Drückt man demnach die Ungleichheit der Bewe-

gung des Punktes F so aus, dass er in der Zeit t den Bogen
XF= öt 1-asmAt

zurücklegen soll, so wird in derselben Zeit der Bogen der Li-

bration ^%
FA=g= 2*— 2n

s]nAt >

wo n = — \n~ ist und f den mittlem Abstand des Mittel-
czf

d

punktes der Kräfte F bezeichnet.

Zusatz 2.

§. 834. Wollen wir diesen Librationsbogen £ genauer be-

stimmen, so tritt auch die Veränderlichkeit des Abstandes FI
1 1= s in die Rechnung ein, so dass, wenn -3 = 7% (l +ßcos At)

ist, man findet ^ naß _

b A2 — 2n ' 4(A2 — "In)

Zusatz 3.

§. 835. Ist auf ähnliche Weise allgemeiner der in der

Zeit t beschriebene Bogen
XF~C + dt+ asm(At+ 7l) +a'sin(i47+2T) etc.

und ^±=jz[l + ß cos (At+ 3t) +ß'cos(A't+W) etc.];

so findet man sehr nahe den Bogen der Libration

A2a " A'2u'FA^S^—^^ sm(At+ li)+-j^zr
l̂

sm(A't+ liO+ etc.

Anmerkung 1.

3qe2 (b <2>—a<2
')

§. 836. Hier ist es gleichgültig, ob n~~
gy8
— positiv



460 Kap. XV i. Von der drehenden Bewegung

oder negativ ist, und es findet die oben erforderlich gewesene

Bedingung, dass für das Verschwinden des Bogens £, b
2s>a2 seiri

muss, nicht mehr statt. Setzt man nämlich im Fall II. (§.826.)

C=?i, so wird

dt\
r
2n~= -ß-r " nd * V2n~ = log (tg %£) - Const.

;

sin L)

wonach, wenn im Anfange für £=0, £ = gewesen ist, eine

unendlich grosse Constante hinzugefügt werden muss, so dass

nur nach Verlauf einer unendlich grossen Zeit der Punkt A sicfr

von F entfernen wird. Wenn daher, während der Punkt F
gleichförmig auf einem Kreise herumgetragen wird, eine belie-

bige Hauptaxe anfangs nach dem Punkte F gerichtet war und

zugleich mit demselben und mit gleicher Geschwindigkeit sich

zu drehen angefangen hat; 80 wird sie beständig mit ihm in

Verbindung bleiben. Nimmt hierauf ferner der Punkt F eine

grössere oder kleinere Bewegung an, so wird der Pol A sich

von ihm, den gefundenen Formeln entsprechend, entfernen. Es

ist auch klar, dass, wenn n = oder b2~ a2 wäre, in welchem

Falle der Körper sich gleichförmig um den Pol C dreht, die

Entfernungen £ beständig dem Unterschiede zwischen dem mitt-

lem und dem wahren Orte des Punktes F gleich sein würden.

Ist aber n positiv oder b 2 > a2 s so werden die Entfernungen

grösser als dieser Unterschied sein, hingegen kleiner, wenn

62<a2 ist Uebrigens lässt sich die Zahl A 9 welche die Un-

gleichheit der Bewegung bestimmt, aus der Zeit ableiten, nach

welcher die Ungleichheit sin^t zu denselben Werthen zurück-

kehrt. Geschieht dies nach & Secunden, so wird

sin AS= sin 27r, also A-=z -^-.

An merkung 2.

§. 837. Es ergibt sich hieraus, dass die Libration des

Mondes, vermöge welcher er der Erde nicht immer dieselbe

Seite zuwendet, am meisten dem Mangel einer gleichförmigen

Bewegung, wodurch die Erde um den Mond oder, was dasselbe

ist, der Mond um die Erde scheinbar herumgeführt wird, zuge-

schrieben werden muss, und dass die Ungleichheit der Haupt-

momente im Monde nicht viel hierzu beiträgt, weil diese nur

auf die Coefficienten der Glieder einwirkt. Die Libration würde

nämlich auch stattfinden können, wenn der Mond kugelförmig

oder seine Hauptmomente gleich wären. Es stellt sich aber

dann kein Grund dar, warum dem Monde im Anfange eine ge-
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nau eben so grosse Bewegung, als unsere Formeln angeben,

beigebracht sein sollte. Ist aber der Mond ein sphäroidischer,

entweder verlängerter oder zusammengedrückter Körper, so

können wir auf eine gewisse Weise den Grund einsehen, wess-

halb im Anfange eine bestimmte und vor den übrigen bemerk-

bare Hauptaxe angefangen hat, der Erde zugewandt zu sein.

Ob er aber ein verlängertes oder zusammengedrücktes Sphäroid

sei , lässt sich nach der Grösse der Libration beurtheilen; denn

wenn diese den Unterschied zwischen dem wahren und dem
mittlem Orte des Mondes überschreitet, so ist dies ein Zeichen,

dass 62>a2 ist, oder dass die der Erde zugewandte Axe des

Mondes das kleinste Moment hat. Es ist hier aber nicht der

Ort, irgend etwas zu bestimmen, da der Mond auch gegen die

Sonne gedrängt und so die Libration gestört wird. Ausserdem
wird aber auch, so wie der Mond sich nicht in derselben Ebene
um die Erde bewegt, umgekehrt die Bewegung des Mittelpunk-

tes der Kräfte F nicht in derselben Ebene um den Mond aus-

geführt, wodurch diese Untersuchung so sehr verwickelt wird,

dass sie in einer allgemeinen Abhandlung nicht Platz finden

kann. Uebrigens würde es immer ein ausgezeichnetes Geheim-

niss sein, dass der Mond anfangs eine genau so grosse dre-

hende Bewegung empfangen hat, als dieser Fall der Libration

es verlangt; wäre ihm nämlich eine grössere oder kleinere bei-

gebracht worden, so würde er uns im Verlaufe der Zeit die

entgegengesetzte Seite haben zuwenden müssen. Indessen er-

fordert diese Erscheinung den vorgeschriebenen Grad der Ge-

schwindigkeit nicht so genau, weil, wenn dieselbe auch ein

wenig grösser oder kleiner gewesen sein sollte, die Librationen

dennoch nach der vorhergehenden Aufgabe stattfinden müssten

;

hierdurch wird das Geheimniss nicht wenig aufgehellt. Ein

solcher Spielraum kann aber nur dann zugelassen werden, wenn

62> a1 oder n ^>0

ist. Die Differentialgleichung

~^- + A*a sin At + 2w£ (1 f ßcos At) =

kann nämlich allgemeiner, indem eine willkührliche Constante

hinzutritt, so integrirt werden, dass

, A2a . A

f= Csin t\2n + j^ZZ^n S

ist , wodurch die Winkelgeschwindigkeit
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A l—<ln

wird. Man kann hier auch statt tV*2n schreiben (t-\- y)V~2ra,

so dass C und y beliebig angenommen werden. Da also im

Anfange für £=0,
£=C f

sinyV27i

war, während die beigebrachte Winkelgeschwindigkeit

= ö— C V 2n cos yiV^n — Z ^
und C ein hinreichend kleiner Bruch ist; so ergibt sich eine

solche libratorische Bewegung, dass beständig ein gewisser

Theil des Mondes uns verborgen bleibt. Es muss aber der

A2a
Bruch ~7Ty—s~ sehr klein sein, damit man statt sin*2£ mit Recht

A 2,— In

2£ setzen darf.

Anmerkung 3.

§. 838. Die Erklärung der libratorischen Bewegung des

Mondes kommt demnach darauf hinaus, dass wir feststellen, es

sei der Mond ein verlängertes Sphäroid, dessen grössere Axe

oder diejenige, in Bezug auf welche das Moment der Trägheit

den kleinsten Werth hat, anfangs gegen die Erde gerichtet ge-

wesen ist; es sei aber dem Monde um eine, auf die Ebene

der Erdbahn normale, Axe eine drehende Bewegung beigebracht

worden, deren Winkelgeschwindigkeit nahebei der mittlem Be-

wegung des Mondes gleich war, worin übrigens ein namhafter

Spielraum stattfinden konnte. Es ist selbst auch hinreichend,

wenn nur nahebei die Drehungsaxe auf die Ebene der Erdbahn

normal und die grössere Axe gegen die Erde gerichtet gewe-

sen ist. Denn auch in diesem Falle muss eine umgekehrte

Nutation der Mondscheibe eintreten, wenn wir dieselbe auch

nicht leicht bestimmen können.

Indem wir nun diesen Fall verlassen, wollen wir zu andern,

aus den Centripetalkräften entspringenden Störungen der dre-

henden Bewegung fortschreiten, wodurch man die Nutation der

Erdaxe erklären kann.

Aufgabe 95.

§. 839. Ein Körper dreht sich um eine Axe, welche einer

der Hauptaxen sehr nahe liegt und ist zugleich der Einwirkung

des Mittelpunktes der Kräfte unterworfen; man soll die äugen-
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blickliche, so wohl in der Drehungsaxe als in der Winkelge-

schwindigkeit hervorgebrachte, Aenderung bestimmen.

Auflösung.

(Figur 112.) Es seien A, B und C die drei Hauptpole

des Körpers, und in Bezug auf sie Ma2
, Mb2 und 31c2, die

Momente der Trägheit, der Körper drehe sich aber jetzt um
den A sehr nahe liegenden Pol O mit der Winkelgeschwindig-

keit Sl im Sinne ABC. Es wird daher, wenn man die drei

Bogen OA= ct, OB=ß und OC=y setzt, der Bogen a sehr

klein, ß und y aber sehr wenig von 90° verschieden, so dass

man cosa=l und cosj3= cosy=
setzen kann. Wenn wir nun x=z Slcosa, y=£lcosß und z

— Slcosy setzen, so wird man also y und z für verschwindend

klein halten können, aber nicht ihre Differentiale, welche

dy=— Sldß und dz=z— Sldy

sein werden. Eine nach dem Mittelpunkte der Kräfte gezogene

gerade Linie gehe nun durch den Punkt F , und es seien die

Bogen AF—<;, BF=r\ und CF—0; der Abstand des Mittel-

punktes der Kräfte werde =s und seine anziehende Kraft so

gross angenommen, dass sie im Abstände e der Schwere gleich

wird. Durch die Wirksamkeit dieser Kraft werden demnach
die Grössen a:, y und z im Zeittheilchen dt so geändert wer-

den, dass man (nach §§. 812. und 814.) hat

:

C2__£2 6ge2(c2~b2)dt cos <n cos ß
da 4- K—yzat= — «-ö

_ , a2— c2 _ 6qe2(a2— c2)di cos t cos
dV + —jp—oczilt^z-* p^

&2 __ a2 6ge2(b2- a2)dt cos t cos <n

Da nun dx= d£l ist, so wird wegen der verschwindend

kleinen Werthe von y und z

6ge2(c2 — b2)dt cos rj cos

az
s
d

^ 7n 6oe2(a2— c2)dt cos £ cos- Sldß= -^ -^3" =

und Qge2(b2— a2)£Z/cos5cos?7— Sldy=z~ ^3 *

Um diese Veränderung sorgfältiger zu erforschen, wollen

wir den Bogen FO suchen, da aber (§.808.)
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smßAO = -T~L , cosBAO=-r-~-, sm BAFz=z-^~7sma sin« sm^
und cos??

cos BAFz=z .
'

sin£

ist; so wird

. ^.^ cos y cos w — cos cos
smFAO = r

1 r-~ >

sin et sin £

^^^ cos ß cos w-f cosy cos
cos FAQ= • .

—-r-^
sinasinC

und hieraus

cos F0z=2cosßco&7] + cosycos0 + cos a cos f.

Das Differential dieser Gleichung wird, weil sinß=:siny— 1

und sina— ist,

(Fo - FO) sin FO= cos v\dß + cos 6dy ;

da aber FO— FA= £ ist, so erhält man
Qge2dlcos^cos7]cos6 I a2—

c

2 62—^'2
~

6<7e2J£cos£eos?7cos0 I a?—

c

2
, o 1—'(i

2,
~l

(Fo- FO) sin £= - -^ ^3
—' |_-p- + —jT J

r

Fo-FO= -

oder

m
®cje2(c2— 62)(6

2 + c2 - aa)cft cos g cos 17 cos

i.Q;62c2^ 3 sing

Zur Bestimmung der Lage des Punktes o haben wir, weil

cosy

OAo —
• cZy cos ß sin y -f dß cosy sin/5

m

~~ cosBAO*
= '

^c~o7|P
'

'

also

_ . dy cos ß sin y—dß cosy sin ß rOAo— -1 ^—^—^ -und Oo=:\ dß* + dy*<
sinc^ r '

Da aber ferner
—dß sin ß cos ß— dy sin y cosy

da — ; j

sinacos tf

so wird, wegen cosa= 1,

cZß sin
ff
cos y — tfy sin y cos ß

fg OoJ—
rfß gin ß cog jg _j_^ gin y cog y

rfff cosy— dy cos
ff~ dß cos ß -{- dy cosy'

Zusatz 1.

§. 840. Sind die Momente der Trägheit in Bezug auf die

Axen 1B und IC einander gleich, oder ist 62— c1, so wird

zuerst dSl— 0, oder es erleidet die Winkelgeschwindigkeit

keine Veränderung.

Ferner wird aber
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ja %ß2(a2—• c^dt cos t cos 6

und _ 6</e2(a2 — c2)d^ cos £ cos ?7

so dass dßcos7]-{- dy cos =
wird.

Zusatz 2.

§. 841. In diesem Falle, wo 62= c2 ist, wird

Fo~FO=0,
oder es wird der Drehungspol O so nach o übertragen, dass

der kleine Weg Oo normal auf den Bogen FO ist. Es wird

ferner dieser kleine Weg
„ 6//e2(«

2—

c

2)^eos?sinC00=-- ^3
und es fragt sich nun, ob derselbe von Ö gegen JPJ, oder ent-

gegengesetzt gerichtet ist.

Zusatz 3.

§.842. Da aber s'm FO : sin FAO~ sin AO: sinAFO, so

wird
.

cos y cos ^— cos ß cos
smAlO~ . ' ^/T (§. 840.)

sin t sin Z'O VJ* y

Weil nun FO sich nicht verändert, so wird nach der Figur,

worin man ö als ÄF sich nähernd angenommen hat, durch

Differentiation

:

'„ Jr,^r — dy cos 7] + dß cos
- OFo.cosAFO— '

• r • riUsinCsinr O
__ 6<ye2(aa -- c^dt sing cos £— "^

' Slc*s*smFO
und daher

-, 6f/e
2.(a2— c2)d£sin £ cos t

°to— l&WsmFO.cosAFW '

Der Winkel AFO ist aber unendlich klein, also cosAFO
= i, ferner FO=iFA= t, also^ 6?e2(a2 -e'2)^cosC

und es wird, wenn «2 >c2 ist, der Punkt O sich dem Bogen

AF nähern oder um A im Sinne CB fortschreiten.

Anmerkung.

§. 843. Dieser Fall, in welchem b2= c2 ist, so dass der

Körper zwei gleiche Hauptmomente in Bezug auf die Axen IB
und IC hat und er sich nahebei um die besondere Axe IA mit

30
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der Winkelgeschwindigkeit £1 im Sinne BC dreht, findet voiv

züglich bei der drehenden Bewegung der Erde statt und ver-

dient daher vollständiger entwickelt zu werden. Damit diess

leichter geschehen könne, setzen wir, weil AO= cc ist, den

Winkel BAO= q und es wird alsdann

90°— ß=nciQ0SQ und 90°— y=a«iii^,

oder /3=90° — acos# und y— 90° — asinp.

Setzen wir nun der Kürze wegen
,

-

—

'

si&s3 =^80 dass

dß=— 2Ndtcos£cosO und dy~2Ndtcos £ cos

^

wird; so erhalten wir

— dcc.cosg -f-ad^.sine= — 2Ndt cos £ cos

und — dcc.smg — adQ.smo = 2Ndtcos£cosr].

Aus diesen zwei Gleichungen leitet man ab:

da= 2Ndt cos £ [cos q cos 6— sin q cos r\\

und ccdQ=z—-2Ndt cos £[sh)Q cos + cos q cos r\\.

Legen wir nun dem Mittelpunkte der Kräfte F eine beliebige

Bewegung bei, so werden wir auch so lange diese Formeln

benutzen können, als der Bogen AO=za so klein bleibt, dass

die angewandten Zusammenziehungen stattfinden dürfen.

Aufgabe 96.

§. 844. Ein Körper hat zwei gleiche Hauptmomente und

dreht sich nahebei um die dritte Hauptaxe, der Mittelpunkt

der Kräfte aber wird gleichförmig im Kreise um den Mittel-

punkt der Trägheit des Körpers herumgeführt; man soll zu

jeder Zeit die Lage und Bewegung des Körpers bestimmen.

Auflösung.

(Figur 113.) Es schreite der Mittelpunkt der Kräfte durch

den grössten Kreis XFY mit der Winkelgeschwindigkeit =ö
fort, und es sei derselbe im Verlauf der Zeit t von X nach F
gelangt, so dass XFz=zöt ist. Man betrachte daher auf der

Kugel den festen Kreis XZY, auf welchem Z der Pol des

Kreises XFY ist, so dass der Winkel XZF~dt wird. Nun
befinde sich aber die besondere Axe des Körpers in A, und

man setze den Winkel XZA= X, wie auch den Bogen ZA=p;
hierauf sei AB5 welcher vom Bogen ZA um den Winkel ZAB
= q absteht, gleichsam des Körpers erster Meridian. Ferner

drehe sich der Körper jetzt um die Axe 10, so dass der sehr

kleine Bogen AO=za und der Winkel BAO=zq ist, mit der

Winkelgeschwindigkeit =s. Weil wir nun wissen, dass diese
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constant ist, wird der Punkt A im Zeittheilchen dt nach a

übergeben, so dass Aa— sdt sm a=:asdt und der Winkel aAO
ein Rechter ist. Es wird daher, weil ZAO~q-{r q ist, ZAa
= <y + p—-90°, und wenn man das Perpendikel act auf ZA fällt,

so wird

aa=— aedt cos (q-\-Q) und Aa=:ccedt sin (q-\-Q).

Hieraus schliessen wir, dass

7 . , x 17, asdtcosiq + Q)dp~— cisdts\n(q-{-Q) und rfA= ^~
ist, und weil der Körper sieh gleichsam um den Pol A dreht,

erhalten wir dq=sdt
Endlich findet man im Dreieck AZF, wo ZA=p, ZF=90°

und AZF—X— dt ist,

cos/^4=:cosf~sinpcos(A—dt) und eotgZAF=:— cos/? co.tg(A— 6t).

Setzen wir nun der Kürze wegen den Winkel ZAF=<p,

so dass tgg)~——— und BAF=<p— q ist; so erhalten

wir hieraus

cosBF=zcos((p—q)sm^~cosi? und cosCF:=sin(g>—#)sin£=cos#.

Es ist aber

sin cp sin£= sin (A — 8t) und cos<psinf=^cosjpcos(A— d£),

also cos^=— cos^cos^cos(A— dt)~l-smqsm(X~—dt)

und cos0— cos^sin(A

—

8t) + cospsin^cos(A—« dtf).

Sqe^ia2 c2)
Setzt man nun ^l = 2V", so erhält man (§. 843.)

da= 2-ZVcfö sin /? cos (A— «ZQ [cosp sin (q -f- p) cos (A—$£)

+ cos (q + p) sin (A— 6t)]

und

(xdQ~— 2Ndt sin p cos (X — 8t) [sin (q-\- q)s\ii(1— 8t)

— cosp cos (^ -f p) cos (A— 8t)]

und verbindet man hiermit

dq~edt und dp——> asdt sin (q -{ o)

;

so hat man mittelst dieser vier Gleichungen die vier Grössen

p, q, a und q zu bestimmen. Die zwei ersten lassen sich in

diese einfacheren umformen:
da. cos (^-f q)-~ ccdQ . sin (q -{- q) = 2Ndtsinpsmß— 8t) cos (l— 8t

und

da. sin (</+ q) ~j- adg.cos (q -f Q)=z2Ndtsmpcosp cos (A

—

8t)*.

Da nun ^= ££-f- C ist, so setzen wir q-i-Q—co, also o= w
— q und indem wir die frühern Gleichungen hinzufügen, haben

wir folgende vier:

30*
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dp-=z—mdts\nco

1 . eadtcos codl= —;

sin/?

da.cos co— adco.sm co -{-Eccdtsin co~2Ndt sinps'm (X—dt) cos(X-—dt)

dcc.sm co-f- ad co.cos co— sadtcos co~2Ndt sinp cosjpcos (A

—

dt)*.

Setzen wir nun überdem l— St= cp, welcher Buchstab nicht

mit dem vorhergehenden cp zu verwechseln ist* so erhalten wir

dp =— eadtsin co

7 ~ _ eadt cos co
dcpzzz— ödt + ;

sinp

da. cos co — acZ co. sin co.-f- £«^sinco=2iV^/sin^sincjocoscjD

fia.sin co -f adco . cos co~~eadi cos co= 2Ndt sin jp cos/? cos cp
2

.

Nun setzen wir ferner acosco—# und asm<o~y, damit

wir die folgenden Gleichungen erhalten

:

1) dp=-Bydf, 2) 01=™$. 3) dq>=-ddt+^l
4) dx + sydt= Ndtsmp sin 2qp;

5) *%—s^^^^iV^sin^cosp + iV^sinjöcospcosS^.

Da x und # sehr kleine Grössen sind, so werden wir uns

der Wahrheit hinreichend nähern, wenn wir in den zwei letzten

Gleichungen den Bogen/? und den Winkel l als constant be-

trachten. Legen wir demnach denselben gleichsam mittlere

Werthe bei, so dass sehr nahe pz=.n und K=m, also dcp

r=z— 8dt ist; so erhalten wir:

eydcp Ndcp . .

4) dx —^—= v-
2
- sin ^ sin zcp

_ 7 sxdcp Ndcp .
Ndcp .

5) dy+ —~-=z y^- sin n cos n— —j- sinn cos n cos 2c/>.

Man wird diesen beiden Gleichungen offenbar Genüge lei-

sten können, indem man
x= E-{-Fcos2cp und y—GsmVcp

setzt und die Coefficienten so bestimmt, dass

iVsinrccosre „_ iVsinrc(2d4- gcosre)

und ^ JV~sin7i(2dcosre-H)

wird. Weil aber diese Auflösung nur eine besondere ist, setze

man x~E+ Fcos2cp-{-u und y—GsmVcp + v;

es ergeben sich alsdann die zwei Gleichungen

du j-= und dv-\—j~= 0,
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aus welchen man
£ 6

u= hs\nT-(cp-\-g) und v =Ä cos -0(90 -f- £)

ableitet, wobei A und f beliebige Constanten sind. Wir haben

demnach
iVsinwcosw iV"sinw(25 + £cosw) ~

x= a cos a>=— 2_iA2 cos ty

+ /is\nfi((p + t)

und
Nsmn(2d cos n + s) . . , f , . <*

2/i=ßSinfi)r: iälTJ^
sm fc2g?+Äcosg(9? + f),

wo cp den Winkel FZJ— A •— d£ ausdrückt. Da nun

, eydcp
dp = — sydt =-**-*—

ist, so erhalten wir durch Integration

sN$'mn(?2dcosn-{~ s) . s.

p= w—
2d(ea --4d2)

C0S ^ + sm3^ + ö= Z^'

Endlich wird die Gleichung

eccdt txdcp

smp osmn
ergeben

eN(s cos 71+25) . _. , h £
/ .cv ,-„ ,X=m— Ntcosn + "Yö^^^^T 9 +^n^C0Sö^+ )̂:=zXZA'

Zusatz 1.

§. 845. Da nach unserer Annahme a= Vx1+ ?/
2 ist, so

ersieht man, dass im Verlauf der Zeit der Abstand AO — a

nicht über eine gewisse Grenze zunehmen kann und ist diese

hinreichend klein, so werden wir uns unserer Voraussetzung

mit Sicherheit bedienen können. Zugleich ergibt sich aber auch,

dass dieser Abstand a nur dann ganz verschwinden kann, wenn
zufällig sowohl x=.0 als auch ?/=0 wird.

Zusatz 2.

§. 846. Vernachlässigt man die von den Winkeln 2cp=z%FZA

und v (cp + £) abhängigen Ungleichheiten, so wird der Pol A

sich gleichförmig um den Punkt Z, und zwar rückläufig mit

jjer Winkelgeschwindigkeit —lYcosw bewegen, wenn nämlich

3c/e2(a2 c2)N = ——^73—~- eine positive Zahl ist. Er wird auf diese
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Weise einen ganzen Umlauf in der Zeit =
jy nnsiVl

Secunclen

ausführen, während der Mittelpunkt der Kräfte F einen Umlauf

in ~y und der Körper selbst in — Secunden ausführt

Zusatz 3.

§, 847. Ausserdem aber erleiden sowohl der Abstand ZA, als

auch der Winkel AZA geringe Ungleichheiten zum Theil von

dem WT
inkel ^cp— 'lFZA, zum Theil von dem Winkel j(<p+ £)

=zC--£t, d. h. Ungleichheiten, welche zum Theil von der Be-

wegung des Mittelpunktes der Kräfte, zum Theil von der dre-

henden Bewegung des Körpers selbst abhängig sind. Setzen

wir daher den Winkel ZAB~ i]j , so wird

„ . £Ns'mn(e-\-2dcosn) _ ,.,.<* iZA=n— 2d^^Wj cos2(P— hsmfy+Q und

wa -kt*
sN(ecosn + 2d) . rt „

hÄZA=m-Ntcom+
26(£^~1P) sin2y + ih^ €0S^ + 0,

Anmerkung 1

.

§. 848. Wir haben hier angenommen, dass der Körper

sich in demselben Sinne drehe, in welchem der Mittelpunkt

der Kräfte F um ihn herumgeführt wird; wie diess bei der Erde

geschieht, welche sich von Westen gegen Osten dreht, in

welchem Sinne wir auch die Sonne und den Mond mit eigener

Bewegung fortrücken sehen. Ferner haben wir auch die Zahl

iV~ *
, n 2 3

' als positiv oder den Körper als so beschaffen

betrachtet, dass sein Moment der Trägheit in Bezug auf die

Axe, um welche er sehr nahe sich dreht, ein maximum = i)/aa

sei, während das Moment in Bezug auf die im Aequator an-

genommenen Axen ein minimum und = Mc2, ist. Dass die Erde

diese Eigenschaften besitzt, zeigen die über die zusammenge-
drückte sphäroidische Gestalt derselben angestellten Beobach-

tungen. Bei dieser Einrichtung muss demnach die Axe der

Erde sich um den Pol der Ekliptik Z rückläufig bewegen, wie

diess durch die Beobachtungen erkannt wird. Ausserdem ist

aber weder diese Bewegung der Axe gleichförmig, noch ihr

Abstand vom Pole der Ekliptik Z constant, sondern einer dop-

pelten Ungleichheit unterworfen, von denen die eine von dem
doppelten Winkel FZA = 9, die andere aber von der drehenden
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Bewegung des Körpers abhängig ist. Die letztere kann grösser

oder kleiner sein, je nachdem im Anfange der Drehungspol O
sowohl in Bezug auf den Pol A, als in Bezug auf die Lage
des Mittelpunktes der Kräfte F gestellt gewesen ist. Es be-

zeichnet nämlich co den Winkel ZAO , und wenn im Anfange

oder wenigstens zu einer gegebenen Zeit ausser diesem Win-
kel die Grössen AO~a y ZAO=a 9 FZA~cp und ZAB=ijf
bekannt sind, wobei AB als erster Meridian des Körpers an-

genommen wird; so werden durch die zwei Gleichungen

, N&mncosn ]S s\nn(ecosn -j-2<5)
a cos co -f -f 2 . c.2 cos Zcp

und .•

Nsu\n(e -{-28 cos n) . .. . , . <* /\
a sin co 2 ,y2 sin z<p — h cos (ty

{- £)= i)

die zwei Constanten h und £ bestimmt. Wenn demnach sich

nicht etwa k=:0 ergibt, so wird der Pol A tägliche Ungleich-

heiten erleiden, so dass er innerhalb einer jeden Umdrehung
sich wechselweise dem Pole der Ekliptik nähert und von ihm

entfernt, und zugleich wechselweise rück- oder rechtläufig

schwankt. In Folge dieser Ungleichheit würde der Pol A in

den einzelnen Umläufen einen Kreis beschreiben und da der

Mittelpunkt des letztern ruhet, wird man ihn vielmehr für den

wahren Pol der Erde halten, so dass diese Ungleichheiten nicht

wahrgenommen werden. Alsdann werden aber die übrigen Un-

gleichheiten, welche von der Wirksamkeit des Mittelpunktes

der Kräfte abhängig sind, nicht auf diesen scheinbaren, sondern

auf den Pol der Hauptaxe selbst einwirken.

Anmerkung 2.

§. 849. Indem wir aber diese täglichen Ungleichheiten

übergehen, welche vielleicht auf die Schwankung der Axe ein-

wirken, so werden, wenn a2 >c2 ist und der Körper sich in

demselben Sinne, als der Mittelpunkt der Kräfte dreht, die Er-

scheinungen sich folgendermaassen verhalten

:

Erstens wird der Abstand des Poles A vom Punkte Z,

welcher der Scheitel oder Pol der vom Mittelpunkte der Kräfte

beschriebenen Bahn ist, veränderlich sein und zwar den klein-

sten Werth erhalten, wenn der Winkel FZA~cp entweder =0°

oder =180° ist; er wird aber den grössten Werth haben, wenn

<p = 90° oder —270° ist und es wird der Unterschied zwischen

dem grössten und kleinsten Werthe
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eN sin n(s + 2d cos n)

Zweitens wird der Pol A um den Punkt Z rückläufig mit

ungleichförmiger Bewegung fortschreiten und wenn wir diese»

wie es gebräuchlich ist, durch die um die Mittelpunktsgleichung

zu verbessernde mittlere Bewegung darstellen; so wird er mit

der mittleren Bewegung und der Winkelgeschwindigkeit —iVcosw

zurü'ckschreiten. Alsdann wird aber die Correction oder die

grösste Mittelpunktsgleichung

__ eN(e cos n -f- 2<5)

""
2ö(e2— 4<52)

'

welche addirt werden muss, wenn FZA=dp entweder 45° oder

225°, hingegen subtrahirt, wenn cp entweder 135° oder 315° ist.

Hierbei ist zu bemerken, dass dieser Winkel FZA~cp gefun-

den wird, indem man die Länge des Mittelpunktes der Kräfte

F von der Länge des Poles A subtrahirt. Uebrigens betrachten

wir hier die Geschwindigkeit der drehenden Bewegung £ als

sehr gross, im Vergleich mit der Geschwindigkeit des Mittel-

punktes der Kräfte d; wäre nämlich £= 26% so würden die ge-

fundenen Versuche selbst ins Unendliche übergehen. In

diesem Falle würde man aber die Integration unserer Gleichun-

gen auf eine besondere Weise anzustellen haben; indem man
nämlich

x=E+ Fcos2cp-{- Acps'm2(p und y~ Gsm2cp + Bcp cos 2q>

setzt, wird man
Ns'mncosn ß iVsinw(I-f cosri)h- ^ , A-B— 20

*

und iVsinrc(I — cosn)F+G== jg—
finden. Da aber hier x und y beständig wachsen und so die

aufgestellte Hypothese bald überschreiten würden, so könnte

die ganze Rechnung nicht mehr stattfinden. Unsere Formeln

werden daher nur dann angewandt werden können, wenn s
2

merklich von 4<52 verschieden ist.
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Kapitel XVII.

Vollständigere Darstellung der Bewegung der Kreisel auf

einer horizontalen Ebene, unter BeiseiteSetzung der Reibung.

Erklärung 14.

§. 850. (Figur 114.) Die Axe des Kreisels ist die ge-

rade Linie AF, welche aus der Spitze F durch den Mittelpunkt

der Trägheit / gezogen und zugleich seine besondere Haupt-

axe ist, so dass in Bezug auf alle auf dieselben normalen Axen
IB die Momente der Trägheit unter sich gleich sind.

Zusatz 1.

§. 851. Die passendste Figur eines Kreisels ist demnach
die gedrehete, weiche erzengt wird, indem eine beliebige Figur

sich um die Axe AF herumwälzt; wenn nur dieselbe in der

Spitze F, womit er auf der horizontalen Ebene fortschreiten

kann, endet.

Zusatz 2.

§. 852. In einem Kreisel müssen aber die folgenden Grös-

sen, welche in die Rechnung eintreten, bekannt sein:

1) seine Masse oder Gewicht, welches =M sei;

2) der Abstand der Spitze vom Mittelpunkte der Trägheit,

oder IF=f;
3) das Moment der Trägheit in Bezug auf die Axe AF

= ßla2, und

4) das Moment der Trägheit in Bezug auf alle, auf jene

normalen Axen, welches = 31c2 sei.
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Z u s a t z 3.

§. 853. Da wir oben im allgemeinen die Hauptmomente

der Trägheit eines jeden Körpers gleich Ma2
, Mb% und Mc1

gesetzt haben, so wollen hier die zwei letztern einander gleich,

also b2= c2 annehmen.

Zusatz 4.

§. 854. Während daher der Kreisel mit seiner Spitze F
auf der horizontalen Ebene fortschreitet, kann seine Axe AF
sich nicht über eine bestimmte Grenze zum Horizont neigen,

welche man erhält, indem man von F nach dem Körper des

Kreisels die äusserste gerade Linie Fk zieht. Es wird nämlich

alsdann der Winkel AFk jene Grenze angeben.

Anmerkung.

§. 855. Oben haben wir nur solche Kreisel betrachtet, in

denen alle Momente der Trägheit unter sich gleich waren,

welche Bedingung zu beschränkt war. Jetzt wollen wir daher

die Bewegung der Kreisel im allgemeinen erforschen, indem die

Bedingung, dass AF die Fiauptaxe und in Bezug auf die zwei

übrigen Axen die Momente der Trägheit einander gleich seien,

mit der Natur der Kreisel nothwendig verbunden zu sein scheint.

Die Grundsätze aber, aus welchen die Bestimmung dieser Be-

wegung hergeleitet werden muss, sind oben in Kapitel XIV.

schon auseinander gesetzt worden, wo w ir gesehen haben, dass

die ganze Arbeit von dem Drucke, mit welchem der Kreisel

während seiner Bewegung sich in seiner Spitze F auf die ho-

rizontale Ebene stützt, abhängig ist. Obgleich dieser Druck

nur erst nach der zu Ende geführten Auflösung erkannt werden

kann, tritt er doch sogleich in die Rechnung ein. Es sei dem-

nach H dieser Druck, dessen Richtung von der Spitze F immer

vertikal nach oben geht. Wir haben nun oben §. 767. gezeigt,

dass, wenn man die Neigung der Axe AF gegen den Horizont

= setzt und diese im Zeittheilchen dt um ihr Differential dO

wächst, das Element dt aber constant angenommen wird,

alsdann
cosO.ddO-* sinO.dO* ___2g TL

dt* — PM~~ }

oder n cosß.ddO — smOdd*
r— I +/' '2

~ l ^t 2gdt*
--A+/

2^a
-
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sein wird. Da wir nun festsetzen, dass der Kreisel durch die

Kraft IT und ausserdem nur durch die Schwere angetrieben

werde, so kann sein Mittelpunkt der Trägheit / keine andere

Bewegung, als eine in vertikaler Richtung entweder auf- oder

absteigende annehmen, während sein Abstand von der horizon-

talen Ebene — fsinQ ist. Ist ihm aber anfangs überdem eine

gewisse horizontale Bewegung beigebracht worden, so wird er

diese beständig gleichförmig beibehalten und so die ganze Frage auf

die drehende Bewegung allein zurückgeführt. Da nun also die

Schwere nichts hierzu beiträgt und alle Störungen nur aus dem
Drucke IL hervorgehen, so müssen wir die Momente dieser

Kraft in Bezug auf die Hauptaxen des Kreisels bestimmen.

Aufgabe 97.

§. 856. Wenn ein Kreisel eine beliebige gegen den Hori-

zont geneigte Lage einhält, und zugleich der Druck IL, womit

seine Spitze sich auf die horizontale Ebene stützt, gegeben ist;

so soll man die Momente dieser Kraft in Bezug auf die Haupt-

axen des Kreisels bestimmen.

Auflösung.

(Figur 115.) Um des Kreisels Mittelpunkt der Trägheit /

ist eine Kugel beschrieben, auf welcher Z der Scheitelpunkt

ist und es schneide die Axe des Kreisels die Kugel in den

Punkten A und F\ die zwei übrigen Hauptaxen mögen aber

die Kugel in den Punkten B und C treffen. Wenn nämlich

auch diese zwei Axen für sich nicht bestimmt werden, so ist

es doch angemessen, zwei bestimmte, so wohl unter sich als

auf die Axe AF normale, Linien anzunehmen, durch welche

man hierauf die Lage des Kreisels zu jeder Zeit angibt. Man
setze die Bogen der grössten Kreise ZA~l, ZB=zm und

ZC=n, alsdann wird /=90°— 6, wenn 6 die Neigung der Axe
AF gegen den Horizont bezeichnet. Da nun die Spitze F,

deren Abstand vom Mittelpunkte der Trägheit IF=zf ist, in der

vertikalen Richtung durch eine Kraft FLL= IL angetrieben wird,

so dass der Winkel AFIL—l ist; so zerlege man dieselbe

nach den Richtungen FA und FV, von welchen die letztere in

der vertikalen Ebene ÄZF normal auf AF ist. Es wird alsdann

die Kraft längs FA^=: LLcosl und die längs FV—LLs'ml, wobei

jene, welche durch den Mittelpunkt der Trägheit geht, keine

Momente ergeben wird. Diese Kraft 'VFz=z iisin / wird aber
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in Bezug auf die Axe AF ebenfalls kein Moment ergeben, da-

gegen in Bezug auf die Axe IB das Moment =IIfsmls'm VFB
im Sinne AC. und auf ähnliehe Weise in Bezug auf die Axe
IC das Moment = üfsinUm VFC im Sinne BA. Es ist aber

Z. VFB=ZAB und

smZAB= —coaZAC-- • 1 j

S11H

ferner AVFC^ZAC und

smZAC==cosZAB==^^.
sin /

Wir haben daher die folgenden Momente der Kräfte

in Bezug auf die Axe IB=— IIfcos?i im Sinne AC
und in Bezug auf die Axe IC=IIfcos m im Sinne BA,
und da wir die Momente der Kräfte in Bezug auf die Axen IA,

IB und IC, im Sinne BC9 CA und AB oben (§. 814.) allgemein

gleich P, Q und R gesetzt haben; so wird für unsern Fall

P=0, Q= -f- Ilfcos n und R=— Ilfcosm.

Aufgabe 98.

§. 857. Ein Kreisel dreht sich in einer beliebigen geneig-

ten Lage um eine beliebige Axe, welche durch seinen Mittel-

punkt der Trägheit geht; man soll die augenblickliche sowohl

in der Drehungsaxe, als auch in der Winkelgeschwindigkeit

hervorgebrachte Veränderung bestimmen.

Auflösung.

(Figur 117.) Um den Mittelpunkt der Trägheit / denke

man sich eine unbewegliche Kugel, auf welcher Z der Schei-

telpunkt und ZX ein fester Vertikal kreis ist. Es habe jetzt

der Kreisel eine solche Lage, dass die eigenthümliche Axe

desselben dem Punkte A der Kugel, die zwei übrigen Haupt-

axen aber den Punkten B und C entsprechen und man setze

die Abweichungen dieser Axen vom Scheitel oder die Bogen

ZA— l, ZB~m und ZC~n, so dass man hat

cosP -f- cos m2,
-|- cos wa= 1.

Ferner seien die Winkel XZA=X, XZB=z[i und XZC=v,
deren Relationen zu jenen Bogen bekannt sind. Es drehe sich

nun aber der Kreisel um die Axe 10 mit der Winkelgeschwin-

digkeit = £1 im Sinne ABC, und es seien zur Bestimmung des

Drehungspoles O die Bogen AO= cc, BQ— ß und CO= 7.

Setzt man ferner .ßcosa= #, £lcosß~y und £lcosy= z, so

werden, weil die Momente der Kräfte P= 0, Q= Ilfcosn und
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R=z—IIfcosm sind und weil b2=c2 \st, die im Zeittheilchen dt

hervorgebrachten Veränderungen durch folgende Formeln aus-

gedrückt:
I) dx= Q

U) dv+ C2
xzdt=—^2

—

tbia 7
a2—*? j, 2nfy cosm dt

III) dz—— r̂xydt=.-~ ^2 (§.812.).

Ausserdem muss man, zur Bestimmung von /, m 9 n, l, p
und v nach §.809. folgende Gleichungen hinzufügen:}

dl.s'm 1= (y cos rc

—

*z cos m)dt sin l
2dX=?— (y cosm -f zcos rc)c/£

tZ?/ü.sinm=z(2cos/

—

xcos?i)dt sinm2e/^=— (zcosw -|-;rcos/)d^

dra.sin n=.{x cosm—y cos /)<:/£ sin 7i
2
<Zo/ =— (a? cos /+ ;?/ cos m)(//.

Da aber die Neigung der Axe gegen den Horizont, welche

wir oben = gesetzt haben* hier =90°—/ ist, wonach wir

sin = cos/ haben, so wird

II fdd.cosl

M — +~TgaW

'

Um diese Gleichungen mehr zusammenzuziehen, setzen wir

cos /= /?, cosm—q und cosyi=r,
und erhalten

IT _, ,
/eMp

so wie ausserdem die Gleichungen:

I) cfo=
II) dy + -—

%
—oczdt=r-

c* Mc*

ist.

m\ J <P~<? *
4

^Tlfgqdt
III) dz -^~ xydt=— ^2 3

IV) dp^(qz-ry)dt VII)^=-^±^* J

V) dq=(rx-pz)dt VIII) cfr == -
(r\*^^

VI) dr= (py-qx)dt IX)rfv=-^tM*.
Hierbei hat man zu bemerken, dass

pa + 9
2 + r2=l

Zusatz 1.

§. 858. Dreht sich der Kreisel um die Axe JA selbst, so

dass a= und ß=y=z90° ist; so wird

x— Sl, y— 0, z=0, dx=:d£l, dy=z— &dß und dz=:— Sldy
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Wir erhalten demnach die folgenden Gleichungen:

,7 o.-o ,;/?-
2TTfyrdt

cu-~nfyqdt

dp= 0, dq~£lrdt f dr~— Slqdt und dX~0.
In diesem Falle erleidet also im ersten Augenblick weder

die Winkelgeschwindigkeit £1 , noch die Lage des Punktes A
eine Aenderung.

Zusatz 2.

§. 859. Da dp= (qz— ry)dt ist, so wird, indem man diffe-

rentiirt , ddp= dt . (qdz — rdy) + dt(zdq — ydv) ; indem man
die gegebenen Werthe substituirt, erhält man

Hieraus ergibt sich

n .
,
fifP-c*)x, . , Ilf* \

M= 1 +—^i~<W+«)-3^(9'+'a
)

/^(y.y + rz) fp(y* + z2)+
2g 2g

"'

oder

üfL1 + ca J—1+
2#c2 *~~ 2#

und so
JZ_ 2yca + fcPxjqy + rz)— /<?*/? fy

2 + z
2
)

i>l~^
'

2#c2 + 2#/
>%2+ r2)

Zusatz 3.

§. 860. Aus den Gleichungen IV., V. und VI. schliesst

man, wie wir schon früher (§. 810.) bemerkt haben, auf

xdp + ydq -f zdr=0

,

welche Gleichung, da p
2 + #

2+ r2=l ist, statt der Gleichun-

gen V. und VI. angenommen werden kann. Von den Gleichun-

gen VII. , VIII. und IX. wird es aber hinreichend sein , eine

einzige zu behandeln und diese Arbeit wird zuletzt unternom-

men werden müssen.

Zusatz 4.

§. 861. Hat man die Grössen x , y und z gefunden, so wird,

weil eosa2 -f-cosß2 + cosy2— 1 ist, die Winkelgeschwindigkeit

Ä=Vr^2 + 3/
2 + 22 ; hieraus schliesst man umgekehrt auf die

Winkel, indem wir haben

cosa= Ä' COS0=Ä undcosy^.
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Aufgabe S9.

§. 862. Man soll die vorher gefundenen Differentialglei-

chungen, welche die Bewegung des Kreisels ausdrücken, so

weit es möglich ist, zur Integration durchführen.

Auflösung.

Offenbar ist sogleich x constant, und setzen wir demnach
ac=zA 9 so werden die übrigen zu integrirenden Gleichungen:

A{a*—c*)zdt 2nfyrdt
1) dy + ^ ~ — M(* >

A(a*-c*)ydt 'lUfgqdt
L) d% ~~

C2 ' ~ ~ Mc* '

3) dp = dt (qz— ry) ,

4) ydq -{-zdr=z — Adp

;

hierbei ist ^— 1 + ^—^ und p2 +^2 + r2=l.

Multiplicirt man nun I) in q und 2) in r 9 und addirt beide

Produkte, so erhalt man die Gleichung7

A(a2 — c2)qdy+rdz + -g dt(qz— ry)= 0,

welche, weil dt(qz— ry)= dp ist, übergeht in diese

7 ! 7
A(ü2-C2

) ,

Addirt man hierzu die Gleichung 4), so erhält man die folgende

a2
qdy -f- ydq + rdz -f- zdr=—^ .dfdp

,

deren Integral

a2

ist. Bildet man ferner (l).^+ (2).2, so ergibt sich

ydy + zdi=z- M'^ ' (ry— qz)= -g^-

.

Da nun aber ^=1 -f g dt2,
ls*' S0 ^e^* ^' ese^e u^er m die

folgende

woraus sich durch Integration ergibt

Es ist aber ferner
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dp

und wir erhalten so die neue endliche Gleichung

y*+ z*= C- VS? - G (qz -ry)\

woraus, da

\2_Cf 4ffl_ c%
2+*2)

und da aus der vorhergehenden Gleichung

(w + „).=(*_ ^fe)-,

durch Addition beider sich ergibt

Es ist aber ^
a -|-r2=l

—

p1
, und wir erhalten daher

„2 22 ^ S: >L-

(ys -r^)2=
c*+f*-f*p*

"—

'

Da wir hiernach die Grössen qy+rz, y^-^-z1 und qz — ry

durch jp allein bestimmt haben, finden wir sogleich den Druck

jfT5 durch dieselbe Grösse p allein folgendermaassen ausgedrückt:

n 2ffcnfa*A(B~^) fc*p[Cc*-4fyp+p(B-^y]

M~ 2^(c2 + /-a-/V0 ~ 2ff(c
a+/a-r8

/>*)
a

Hierauf erhalten wir aber auch das Element der Zeit

und es ergibt sich ferner , sbenfalls durch p ausgedrückt,

dU
1—p2.

Die Winkelgeschwindigkeit wird so bestimmt, dass wir haben
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und durch Sl wird der Bogen AO= cc bekannt; so dass, weil

die Zeit t durch p gegeben wird , wir für eine gegebene Zeit

die Grössen £1, et, p und l angeben können. Obgleich endlich

wenig daran liegt, die Grössen y und z jede für sich zu kennen,

so ergibt sich doch aus den Gleichungen 1, und 2,

2,2 + 12 c2
iu*lC<*-4fgp + f*(B-^y-\

Da diese Gleichung auch integrabel ist, so ergibt sie den

arc.tgf —
J

und daher das Verhältniss zwischen y und z, aus

welchem, in Verbindung mit
2/
2 + *2 , sich beide Grössen y und

z getrennt ergeben. Hat man diese gefunden, so werden auch

q und r, jedes für sich aus den Werthen der Formeln qy+rz
und qz— ry abgeleitet

Aufgabe 100.

§. 863. Es ist dem Kreisel anfangs in gegebener Neigung

eine drehende Bewegung um die eigen thümliche Axe, mit

gegebener Winkelgeschwindigkeit beigebracht worden; man soll

seine Lage und Bewegung nach jeder beliebigen seitdem ver-

flossenen Zeit bestimmen.

Auflösung.
(Figur 117.) Gesetzt es habe sich im Anfange, wo £—

ist, die Axe des Kreisels in a befunden, wobei der Abstand

oder Bogen Za = l ist und man setze cosf= p, so dass fp
die Höhe des Mittelpunktes der Trägheit über der horizontalen

Ebene ist. Zu derselben Zeit habe aber der Bogen AB sich

aufaß befunden, so dass wir für den Anfang 1=1, m—Q® —l,n=z9Q

und yb=ö, also p=p, q=Vl — p
2 und r=0 haben. Ferner habe im

Anfange der Kreisel, um die Axe IA und im Sinne BC, eine drehende

Bewegung mit der Winkelgeschwindigkeit = s empfangen, so

dass a= 0, ß= $Q° und y=90°, also £l= s, cc= s, y= und

z=0 war. Hieraus erhalten wir demnach, wenn die oben

durch die Integration eingetretenen Constanten bestimmt werden:

Man findet aber, indem man diese Werthe substituirt, zu-

erst zwischen t und p die Gleichung

31
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cdpVct+p— Pp*
' l ~ V(p—p)[*c*fgß—p2

) ~ e*aHv—'p)]

Hierauf wird der Winkel XZA = l so bestimmt, dass

man hat

_ sa*dt(p~p) _____ sa*dp\T(p -p)(c* +f2
—f*p*)

1 ~ c2(l—

p

a
)
—

C(l—p2
) V'Z^fgd —p*) - t^(p^p)

*

Ferner wird die Winkelgeschwindigkeit Sl im Sinne ABC
durch die folgende Gleichung ausgedrückt:

oo-'o ,
AcYgiv-pi+swniv-p)2

w ~ £ +
c*(e*+f*-f*p*)

und hieraus eosa = -Q. Zur Bestimmung von cos^^^ und

cosy= -Q ist aber zuerst

,"
, . wfgfr -p) + *»«Ya

fr
-

;>)
2

o. f9

und ausserdem finden wir
£aa

«nd **-*=— «vw/w^ ~~"

Ferner finden wir den Druck, welchen jetzt der Kreisel

mittelst seiner Spitze gegen die horizontale Ebene ausübt, aus

der Gleichung

JT ___ 2c\g + e^aYiV - p) fp(V ~ p)[^4
fy + e*a*f*(p— p)]

M~^g(c2
-\-f

2
-~Pp

2
) 2c2g{c*+f*—f*p*)*

Endlich erhält man, um die Grössen y und z jede für sich

zu bestimmen , die Gleichung

ydz— zdy __ e(a2 - c2)di __
TL sa^fgdtjc2+P—pp2

)

. y
2 ^z2 ""

c2 31' AcYg + eWpip—p)
oder

ydz— zdy s(a*—c*)dt sa*dt[2c*fff+ £*a*f*(p -p)~\

°

y
2 4 z2 ~~ c2 2c2

[4cY(/ + &a*f\p -/>)]

•
s"?f*pdt(P —p)+
2c*(c*+P^pffi

'

Hat man aber ?/ und 2 gefunden, so werden durch diesel-

ben auch q und r bestimmt.

' Zusatz I.

§.864. Der Bogen ZA= l kann bis 60° wachsen oder es

kann der Kreisel niederfallen, so lange
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eWp < 4c2/#
ist. Damit also der Kreisel nicht hinfalle, muss nothwendig

die ihm zuerst beigebrachte Winkelgeschwindigkeit grösser als

2c a r~fci

~sV v
sein > W0De i V— cosZa ist. Hat daher der Kreisel

anfangs vertikal gestanden /so muss

2cVfye>
a?

sein; wird diese Bedingung nämlich nicht beobachtet, so kann
die leichteste Ursache den Kreisel in seiner Bewegung stören.

Zusatz 2.

§.865. Ist aber e2a4p > 4c2/V/ , so wird es eben so, wie

die Grösse p nie p übertreffen kann, eine Grenze geben, über

welche hinaus sie nicht vermindert werden wird. Diesen
Grenzwerth erhält man aus der Gleichung

4c2/#p
2~ 4c2/#— e2a4p -f e^p ,

und es ergibt sich hieraus

£%4—Ve4a8 — löe2«4c2/fr:p + 64cV2
ry
2

p— ScYg '

oder sehr nahe

P ~ V e*a*—8c*fgp'
als der kleinste Werth von p~cosZA 9 woraus der grösste

Werth des Bogens ZA MgL

Zusatz 3.

§. 866. Betrachten wir aber in Figur 114. den Winkel 'IFk,

so kann die Neigung der Axe gegen den Horizont, deren Sinus

= p ist, nicht kleiner als dieser Winkel werden, und es kann

die drehende Bewegung des Kreisels nur dann immer fortdau-

ern, wenn der kleinste Werth von p noch grösser als smIFk
ist Setzen wir daher smlFk~k, so muss

sein.

Anmerkung 1.

§. 867. Es ist demnach angemessen , hier zwei Fälle auf-

zustellen, nämlich den einen, in welchem die dem Kreisel zu-

erst beigebrachte Winkelgeschwindigkeit e kleiner als

31*
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2cVfg(l-k%)

und den andern, in welchem sie grösser ist. Im erstem Falle,

wo also ^cSffyiX11̂
£ <

a*Vi^T
ist, wird der Kreisel bald niederfallen, weil er nicht bis zur

kleinsten Neigung gelangen kann, ohne dass er mit seinem Körper

die horizontale Ebene berührt, auf welche Weise die drehende

Bewegung aufgehoben werden wird. Im letzten Falle aber, wo

a*Vp— k

ist, wird die drehende Bewegung beständig fortdauern, wenn
wir nämlich von der Reibung und allen Hindernissen der Be-

wegung abstrahiren. Damit demnach eine immerwährende dre-

hende Bewegung entstehe, muss nothwendig dem Kreisel zuerst

eine grössere Winkelgeschwindigkeit s beigebracht werden, als

diese Formel darstellt. Es ist aber klar, dass, je grösser die

dem Kreisel beigebrachte Winkelgeschwindigkeit ist, er sich

desto vveniger gegen den Horizont neigen wird und wäre jene

Geschwindigkeit unendlich gross, so würde der Kreisel bestän-

dig dieselbe Neigung beibehalten. Ist aber die drehende Be-

wegung eine immerwährende , so wird sich der Kreisel von

Anfang an mehr gegen den Horizont neigen, bis er die grösste

Hinneigung erreicht, dann wird er sich wieder bis zu seiner an-

fänglichen Stellung aufrichten und hat er diese erreicht, so

muss man annehmen, dass er gleichsam Eine Periode seiner

Bewegung zurückgelegt habe, worauf er auf ähnliche Weise
fortschreiten wird; denn niemals wird der Kreisel sich mehr als

im Anfange auflichten, wenn keine Reibung stattfindet. Erlei-

det nämlich der Kreisel, während er mit seiner Spitze über

der horizontalen Ebene fortgeht, Reibung, so wird deren Wir-

kung dazu verwandt, den Kreisel aufzurichten, in so fern er

nicht durch die Verminderung seiner Winkelgeschwindigkeit

niederzufallen gezwungen wird. Es kann daher nicht wunder-

bar erscheinen, dass die Erfahrung nicht mit unserer Rechnung
übereinstimmt, indem man die Abweichungen der Reibung zu-

schreiben muss.
Anmerkung 2.

§. 868. Man ersieht hieraus auch, nach welchem Verhält-

niss die Kreisel construirt werden müssen, damit sie am Jeich-
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testen eine drehende Bewegung annehmen, oder damit die

kleinste Winkelgeschwindigkeit hierzu ausreiche. Da nämlich

die im Anfange beigebrachte Winkelgeschwindigkeit grösser

2c\
r
fq

sein muss als 2 - (§. 864.), so muss seine Figur von der

Art sein, dass sein Moment der Trägheit in Bezug auf die

Axe AF sehr gross werde, im Vergleich mit dem Momente in

Bezug auf die, auf jene normalen Axen. Die passendste Figur

wird daher eine ebene, von einem sehr dünnen Stabe durch-

bohrte Scheibe sein, in welchem Falle a2— 2c2 wird (§. 491.);

und wenn der Radius dieser Scheibe =h ist, wird a2 ^: 1/^2

und c*= l
Uh*> also

B>
h

Je kürzer ferner die Spitze oder der Zwischenraum lF~f ist,

desto mehr wird die zur Dauer der drehenden Bewegung er*

forderliche Winkelgeschwindigkeit £ vermindert; aber dann wird

auch bei einer kleinen Neigung der Kreisel die horizontale

Ebene mit seinem Körper berühren. Gesetzt es sei/«=ya und

f= 1
/± Zoll, alsdann muss, weil g—l&l 1

!^ Zoll ist,

s >VW
angenommen werden. Nimmt man daher s doppelt so gross

oder =55 an, so wird der Kreisel in Einer Secunde einen

55
Bogen =55 oder ö~~ » d. h. fast neun Umläufe vollenden. Für

Kreisel von einem grössern Maasstabe wird aber eine, im hal-

ben Verhältniss der Seiten kleinere Winkelgeschwindigkeit

hinreichend sein.

Aufgabe 101.

§. 869. Einem Kreisel, welcher eine gegebene Neigung

hat, ist im Anfange eine drehende Bewegung mit einer Win-

kelgeschwindigkeit beigebracht worden, welche hinreicht, damit

seine Neigung nur sehr kleine Aenderungen erleide; man soll

seine drehende Bewegung bestimmen.

Auflösung.

Es bleibe alles so, wie es in der vorhergehenden Aufgabe

aufgestellt worden ist, dabei aber nehmen wir hier an, dass

4c2fq
ez die Grösse • J bei weitem übertreffe. Wir setzen dem-

a*y
nach __ inc^fg

e - a*p
'
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wo n eine hinreichend grosse Zahl bezeichnet, alsdann haben

wir zuerst für die Relation zwischen t. und p, weil von Anfang

an die letztere Grösse abnimmt, die Gleichung

* = ~^Vgg±ZEZg_ (§. 863.).
2V fg(p

—p)(p— pp
2,— np + np)

Da nun p sehr wenig kleiner als p ist, so setzen wir p
~p— u9 wo u ein sehr geringes Theilchen ist und erhalten

dt — + duSrp(c* + ^"^^
2 V^fgu(p— p 3— 7*m)

und hieraus

— ^ -j.

—

'_^ ^arc.sin.vers.l -

—

-ö
} ,

wo C=d seih muss. Es wird daher vom Anfange an, wo
w— oder p= p, bis zu der Zeit wo die Neigung am grössten ist,

u=~ -~ oder p=p — ——J--L
n r T n

und die Zeit

ISTnJg
welche letztere also desto kürzer ist, je grösser die Zahl n
wird. Zweitens wird nun

dl = rc/fl
udt (§ 863 j

oder

Vc*+f2-f2p*fp(}—p2)
c(l—p*) L 2ti

/ 2mm \

W-y2
)/

V(X-1>> — ?/.
2

]7i

Der Bogen ZA schreitet nämlich im entgegengesetzten

Sinne fort, und es wird nach Verlauf der Zeit

t
_ TPVp (C2+p —.f*$*) '_ KCSTC

1 + P —ftp*~
Wnfg

~~ ™*
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wo der Kreisel sich am stärksten gegen den Horizont hinneigt,

%nc

Die Axe A wird zwar nicht mit gleichförmiger Bewegung
um den Scheitel Z herumgeführt, vernachlässigt man aber die

Ungleichförmigkeit dieser Bewegung, so wird die mittlere Win-
kelgeschwindigkeit

_ Vpfy J>fg
cVn ™2 '

so dass dieselbe der Winkelgeschwindigkeit des Kreisels um
seine eigene Axe umgekehrt proportional ist. Während ferner

4c2/W(l—

p

2
)

der Kreisel die grösste Neigung hat, also p~p 2~±

ist, wird die Winkelgeschwindigkeit Sl so bestimmt, dass man hat

Es wird demnach

oder der sehr kleine .Bogen

.„ 4/frVl-p«a=AO= g%2
-•

Für den Druck der Spitze F gegen die horizontale Ebene

hat man im Anfange der Bewegung, wo p=^p und die Axe des

Kreisels am höchsten aufgerichtet ist,

n_ c2

wann aber der Kreisel sich am stärksten gegen den Horizont

neigt,

II __ c* + c2f*(l— p2) 8c*f3gv(i— V
2
)

M~~ c2+/2-/2
p
2 ^e2«^*/2—/^2)'

Diese Bestimmungen sind hinreichend, um die Bewegung

kennen zu lernen.

Zusatz 1.

§. 870. Hat sich die Axe des Kreisels anfangs in a be-

funden, so ist, wenn man ZA— l setzt, p= cost und ist A
die grösste Elongation der Axe vom Scheitel, so wird, wenn
man ZA= l setzt,

„ 4c3/? sin l*
j) = COS /= COS 1 '4 4

"

und
/ _ r i

4c2/ffsint
l ~— 1 + e2„4 .•
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Zusatz 2.

§. 871. Weil bei der grössten Neigung des Kreisels der

Bogen ZA am grüssten ist, muss offenbar der Drehungspol ö
auf eben diesen Bogen ZA fallen, so dass ZO<< ZA und der

Zwischenraum

e
2a2

ist.

Anmerkung.

§. 872. Bis jetzt haben wir angenommen, dass dem Kreisel

im Anfange eine drehende Bewegung um seine Axe AF bei-

gebracht werde, welches der allgemeinste Fall ist. Es ist

aber dennoch möglich, dass ihm um eine andere Axe eine Be-

wegung beigebracht werde, was geschieht, wenn die wahre

Axe AF, während der Kreisel sich um sie dreht, zugleich

einen Anstoss empfängt, in Folge dessen sie sich entweder

mehr gegen den Horizont neigt oder sich mehr von demselben

entfernt. Diess kommt nämlich auf dasselbe hinaus, als wenn
dem Kreisel eine drehende Bewegung um eine andere Axe
beigebracht würde, insofern nur daraus keine fortschreitende

Bewegung entspringt und da diess keine Schwierigkeit hat, ist

es angemessen, darauf keine Rücksicht zu nehmen. Der schon

vorher behandelte Fall kann zwar hierzu gezählt weiden, wenn
wir einen gewissen mittlem Zustand, bei welchem der Kreisel

sich schon um eine andere Axe ausser der AF dreht, als den

Anfangszustand ansehen; weil aber dort die Axe des Kreisels

sich niemals bis zur vertikalen Lage aufrichten kann, sind darin

nicht alle Bewegungen enthalten. Es wird daher angemessen

sein, den Fall noch zu behandeln, in welchem die Axe des

Kreisels AF zuerst zwar die vertikale Lage einhält, ihm selbst

aber eine drehende Bewegung um eine andere, gegen den Ho-

rizont geneigte Axe beigebracht wird; diesen Fall werden wir

auch mittelst der vorher entwickelten allgemeinen Formeln

auflösen können.

Aufgabe 102.

§. 873. Wenn die Axe eines Kreisels anfangs vertikal ge-

wesen, und ihm um eine gewisse geneigte Axe eine drehende

Bewegung mit gegebener Winkelschwindigkeit beigebracht wor-

den ist, so soll man seine Bewegung bestimmen.
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Auflösung.

Da also anfangs der Punkt A sich in Z befunden hat, so

setzen wir voraus, dass der Bogen AC auf den Kreis ZX
gefallen sei, so dass der Bogen AB auf ZX normal war. Wenn
man daher /= macht, so ist um diese Zeit /= 0, r/i= 90°

und ra=90°, mithin /?= ], #= und r=z0; ferner fi= 90° und

v=0, wobei X unbestimmt bleibt. Nun ist aber anfangs dem

Kreisel eine drehende Bewegung mit der Winkelgeschwindig-

keit = £ im Sinne ABC, um einen auf dem Bogen AC gelege-

nen Pol beigebracht worden, so dass für /=0, a=a, ß= 9Q°

und y= 90°— a, also ^= scosa, #= 0und z—s sina war. Unter

diesen Voraussetzungen werden wir den Zustand des Kreisels

nach der Zeit t mittelst §. 862. bestimmen, wenn wir den durch

die Integration eingetretenen Constanten Werthe beilegen,

welche diesen Bedingungen angemessen sind. Es wird daher

,. . rtv n <P ox Cc* A9 c2£2 sina2 n
1) A= ecosa; 2) B=^s-cosa; 3) -p;—-j—.—p— =°
oder C=¥§+ s*s\na*.

c2

Substituirt man aber diese Werthe, so erhält man
az2 cosa -

qy + rz=. ^— (1—p)

Ve^l -j32)sina2+4c2̂ (l—p){\ -ff2)—

6

aa*(l-p)gcösö?
V-ry-

c*f&+f*—f*p*
£2c6 sin a2 + 4c4/# (1—p) + £%4/2 (*~P)

2 cos *2

ci (c2 +/
>2—/>2

)

und hieraus

—cdpSfcZ +P—Pp*dU~ \T(\ _p) [A<Pfg(l—p*) + £2c4 (1 +p) sina2- £
2a4(l—/?) cos a2]

'

weil im Anfange die Grösse p kleiner wird.

Da ferner 522=^2+^2+ z2 und x=zscosa ist, so wird

£2c6 sin ft
2+ 4c4/# (1— P) + £2^4/

2
(1 - P)

2 CQS^
c4 (c2+ /

2--/>2
)

#
2 + 22

&2 r=£2 C0Sfl2 +

und endlich

^ sa2dt cos

a

dl-~"cW+p)°

Zusatz 1.

§. 874. Nach der für dt gefundenen Formel kann man be-

urtheilen, ob der Kreisel niederfallen wird, oder nicht. Setzt

man nämlich p= 0, so wird der Factor des Nenners ic2fg
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+ £2c4 sina2— £2a4 eosa2 , so oft er positiv ist, angeben, dass
der Kreisel sich zum Falle neigt; dies geschieht demnach, wenn

4c2fy + £2c*sin a2> £2a4cos a2

ist.

Zusatz 2.

§. 875. Damit also der Kreisel nicht niederfalle, muss
a2

erstens a4cosa2> c4 sina2 oder tga<s~2>

zweitens s2> —— --
a4 cos a2— c,4 sin a2

sein; oder es muss die zuerst beigebrachte Winkelgeschwindig»

2cV7<7
keit £ die Grenze -- IJ - überschreiten und zwar

Va4 cosa2— e4 sina2

merklich, damit nämlich der Kreisel, während er sich neigt

nicht den Horizont mit seinem Körper berühre.

Zusatz 3.

a2
§. 876. Sobald aber so wohltga<-^> als auch

^ 4^
^a4 cosa2 -c4sin^2

ist, kann die Axe des Kreisels sich nicht bis zum Horizont

neigen oder die Grösse p bis abnehmen. Der kleinste Werth
dieser Grösse geht aber aus der Gleichung

Ac2fgp
2 '= e2p (a4 cos a2+ c4 sin a2)— £2a4 cos a2+ s

2c4 sin a2 + £c*fg

hervor und man erhält p=
£2[q

4 cosa2 + 6'4 sinfl2]~ _ )

V"£4(a4cosa2+c4sina2)
2—16£2c2/yy(a4cosa2—

c

4sina2)+ö4c4/
2
y
2

S

Zusatz 4.

a2

§. 877. Ist aber tga=-^ oder a4 cosa2= c4sina2 , so wird

die Gleichung zwischen p und t

dt-
V(l —p)WO ( ] —P*) +2sac2psin a2]

und es kann p nicht nur bis 0, sondern auch bis zu einem

negativen Wertfae vermindert werden, welcher letztere sein würde?

— £2<?
2 sin ft

2— V>c4 sin a2 -fl(5f
2
g
2

Eine so grosse Neigung schliesst aber der Stand der

Frage aus.
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Anmerkung.

§.. 878. (Figur 118.) Der Anfangszustand, welcher eine

solche Bewegung ausdrückt, ist in der Figur 118. dargestellt,

wo die Axe des Kreisels A sich im Scheitelpunkte selbst, die

zwei übrigen in B und C befinden, und zwar haben wir den

festen vertikalen Kreis AX so angenommen, dass der eine

Quadrant AC auf ihm liegt, der andere AB auf ihn normal ist. Im
Anfange der Bewegung war demnach 1=0, m=9ö°, w—90°, mithin

p= l 9 ^=0 und r=0, ferner aber ^=90°, v=0 und X unbe-

stimmt. Hierauf nehme ich an, dass dem Kreisel im Anfange

eine drehende Bewegung um die Axe 10 beigebracht worden

sei, und zwar mit der Geschwindigkeit s im Sinne ABC, wo-

bei der Bogen AO= a ist; es war demnach, wenn man #=0
setzt, a=a, j3=90°, y— 90 ~-* a und Sl=s, also

x= scosa, y= und z=ssintf.

Damit nun in diesem Falle der Kreisel nicht niederfalle,

werden die zwei Bedingungen erfüllt werden müssen, die eine,

dass A j x A/i / ß2
tga oder tg^40<^2

und die zweite, dass

W cos tt
2 — c 4 sin a2

sei. Wenn wir aber verlangen, dass die Axe sich so wenig

als möglich neige, so sei p=\ — co, wo o> ein sehr kleines

Theiichen ist und man findet alsdann

2g%4 sinft2

00 ""
a2a4 cos ft

2 + £2c 4 sin a2 - 8c2fy
'

Es muss daher der Bogen AO—a so klein als möglich,

ferner aber £2a4 bei weitem Sc2fg übertreffen, damit

w 2cV~2fb£> ^~
a?

sei. Geschieht diess, so wird die Bewegung hinreichend re-

gelmässig sein und es ist angemessen, dieselbe genauer zu l>e-

stimmen.
Aufgabe 103.

.§. 879. Einem aufgestellten Kreisel ist um eine möglichst

wenig abweichende Axe eine hinreichend geschwinde drehende

Bewegung beigebracht worden, damit er sich nur wenig aus

seiner aufrechten Stellung entferne; man soll seine Bewegung
bestimmen.
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Auflösung.

Wir nehmen demnach an, dass der Bogen AO= a im An-
fange sehr klein, die anfangs beigebrachte Winkelgeschwindig-

keit £ aber so gross gewesen sei, dass £
2a 4 cosa2 > 8c2,

fg wird.

Setzen wir daher
£2a 4 cosa2=8/2c2/#,

wo ra > 1 ist, so haben wir

-cdpSTc^+P—PlP
"~~

V~(J —p)[4c2fg(L —p2)—8ncYg(l—p) + s2c^l-{-p)sm^]
'

Weil wir nun wissen, dass p sich wenig unter der Einheit

vermindert, so setzen wirp= l — u und es wird alsdann, indem

wir die sehr kleinen Glieder vernachlässigen, die Gleichung

,, cdn
dt= r

-
_

,

V^u[Sfyu— Snfgu+ 2e2c2 sin a2 - £2c% sin a2]
deren Integral ist

,_ «__ „...invers
K**sin«? + 8/fr(W -l)]

jL— j
——

—

-— eil Colli. V ClO« ) n ty . « > .

V^2c2siiiaa+ %(w--l) < £
2c2sma2

)

Da nun der grösste Werth von

2e2c2 sin a2

M-£2c2 sina2 -f- 8fg(n— l)

ist, so wird die Zeit, bis der Kreisel die grösste Neigung hat

TtC 7t(?_=
Vi2c* sin (P + 8(n— \)fg

~ V>a 4 cos <T
2+ £2c4

sin a*—8c2fg

Der Kreisel wird von der aufrechten Stellung um einen

sehr kleinen Winkel, dessen sin.vers.

__ 2£2c4 sinft2

~~~
£2a4 cos a2+ £2c4 sin ä2— 8c*fy

ist, abweichen und es wird dieser Winkel selbst

2£c2 sintf

V>a 4 cos a* + £ac 4 sin a2— 8c2fg
Da ferner

—

sa2dt cos a

ist und hier p als constant und =1 angesehen werden kann,

so wird zu der Zeit, um welche der Kreisel zur grössten Nei-

gung gelangt, seine Axe sich in einer vertikalen Ebene befinden,

welche vom Kreise ZX (Figur 117.) um den Winkel

3Z^=90°--7=- ™a* C0Sa —
2V>« 4 cos «i

a+ £2C sin (p—8c*fg
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abweicht, indem beim ersten Anfange, wo A sich um O dreht

(Figur 118.), der Winkel A== 90° oder ~| ist.

Zusatz 1.

§.880. Da der anfängliche Bogen Jö=rrt~gleichsam un-
endlich klein und der Winkel XZA~l anfangs =:90° gewesen
ist, so wird derselbe nach Verlauf der Zeit t

=9()0-g|.

Die aus dem Scheitelpunkte heraustretende Axe des Krei-

sels bewegt sich demnach rückläufig und vollendet einen ganzen
4tcc2

Umlauf in der Zeit =—«- Secunden.

Zusatz 2. -

§.881. Da im Anfange m=0 war, so wird nach Verlauf

der Zeit t _ _^
u(s*a*— 8c*fy)_ tVsW— Sctfy

1 "~ aVsina2 ~"
C0S

c*
"

Setzt man aber den sehr kleinen Bogen ZA— l, so wird,

weil p=cos/=l—

y

2/
2 ist, ^= y2/2 mithin

2g6'2sinq . <V>a4—8c2
/V

l
-~\r £w-8c*fy

sin
2c2

' >

so dass wir zu jeder beliebigen Zeit t die Werthe von X und

/ anzugeben im Stande sind.

Zusatz 3.

§. 882. Bis dahin, wo die aus Z heraustretende Axe des

Kreisels die grösste Abweichung erlangt, verfliesst die Zeit

TtC 2,

(§. 879.) und sie wird während dieser Zeit
V>a4 -r-8c2/#

«a

um Z rückläufig durch einen Winkel= r
— geführt

(§.880.), welcher letztere demnach grösser als 90° ist. Ferner

wird sie zum Scheitel Z zurückkehren, nachdem sie den Winkel

, welcher > 180° ist, beschrieben hat
V>a4— 8c2/#

Anmerkung.

§.883. Ich verweile nicht länger bei der Entwicklung

derartiger Bewegungen, da alle Erscheinungen leicht aus den

gefundenen Formeln abgeleitet werden können. Man muss sich
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aber wohl erinnern, dass hier keine Rücksicht auf die Reibung

genommen worden ist, denn obgleich wir diese als sehr gering

voraussetzen, so stört sie doch die hier bestimmten Erschei-

nungen bedeutend. Aus der Reibung nämlich, welche die auf

der horizontalen Ebene fortschreitende Spitze F erleidet, ent-

springt eine horizontale Kraft, welche dem Kreisel eine fort-

schreitende Bewegung einflösst und weil die Richtung dieser

Kraft beständig eine andere wird; so ersieht man leicht die

Ursache, wesshalb man die Kreisel mit krummliniger Bewegung
fortschreiten sieht. Die in Folge der Reibung gestörten Bewe-

gungen erfordern aber eine besondere Behandlung, indem wir

daher derartige Hindernisse bei Seite legen, schreiten wir zu

andern Arten von Bewegungen fort, in denen eine Drehung

vorkommt. Da wir hier solche Körper betrachtet haben, welche

mit ihrer Spitze auf einer horizontalen Ebene fortschreiten, so

dass diese Spitze als ihre Grundfläche zu betrachten ist; so

w7erden wir von hier zu andern Arten von Körpern geführt,

welche mit einer beliebigen Grundfläche auf der Ebene fort-

schreiten.

In Betreff einer ebenen oder winkligen Grundfläche lässt

sich kaum etwas Bemerkenswerthes vortragen, da entweder

keine drehende Bewegung stattfindet und daher die Bestimmung

der Bewegung keine Schwierigkeit hat, oder wenigstens sprung-

weise eine drehende Bewegung sich einmischt, während die

Berührung auf eine andere Ecke übertragen wird, wobei zugleich

ein Zusammenstoss ausgeübt wird, dessen Darstellung zu einem

andern Theile der Mechanik gezählt werden muss. Hier ist

es daher angemessen, nur solche Grundflächen, auf denen die

Körper über einer unbeweglichen Ebene fortschreiten, zu be-

trachten, welche eine continuirliche Krümmung haben, damit

durchaus kein Stoss bei der Bewegung vorkomme. Indem wir

aber zu grosse Umwege, welche auf unentwickeibare Rechnun-

gen führen würden, vermeiden wollen, werden wir nur zwei

Arten von Körpern, nämlich cylindrische und sphärische Kör-

per vorzugsweise betrachten, d. h. Körper, deren äussere auf

der Ebene angebrachte Figur entweder cyündrisch oder sphä-

risch ist, auf welche Weise sonst auch im Innern die Materie

vertheiit sein mag, und deren Verhältniss durch den Mittel-

punkt der Trägheit und die Hauptaxen bestimmt wird. Zur
cyliridrischen Art werden demnach diejenigen Pendel gezählt,

welche nicht, wie wir oben angenommen haben, an einer linearen
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Äxe aufgehängt sind , sondern mit kleinen cyiindrischen Axen
beiderseits auf der horizontalen Ebene liegen. Ferner gehört

hierher die schwankende Bewegung, welche der wechselseitigen

Bewegung der Wiegen ähnlich ist, indem solche Körper, in so

fern sie auf einer Ebene liegen, als cylindrische betrachtet

werden können. Es wird hierauf auch der Mühe werth sein

zu erforschen, auf welche Weise solche Körper auf einer ge-

neigten Ebene herabsteigen. Zu den sphärischen Körpern zahle

ich nicht nur diejenigen, deren ganze Gestalt kugelförmig ist,

sondern auch solche, welche unten, wo sie die Ebene berühren,

halbkugelförmig ausgebildet sind, wie etwa Kreisel, deren Axen
unten nicht in eine Spitze, sondern gleichsam eine Halbkugel

ausgehen. Hier Hegt zwar der Mittelpunkt der Trägheit höher,

als der Mittelpunkt der Halbkugel, liegt er aber tiefer, so kann

eine andere Art von Bewegung entstehen , wobei der Körper

gleichsam schwankend oscillirt und wobei eine wunderbare

Störung der drehenden Bewegung stattfinden kann.
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K a p i t e 1 XVIII.

Von der Bewegung der Körper mit sphärischer Grundfläche

auf einer horizontalen Ebene.

Aufgabe 10-1.

.§. 884. Liegt ein Körper mit sphärischer Grundfläche auf

einer beliebigen horizontalen Ebene, so soll man die Kräfte

bestimmen, durch welche er angetrieben wird und deren Wir-

kung in Bezug auf die Störung der fortschreitenden Bewegung
des Körpers.

Auflösung.

(Figur 119.) Es sei EH die horizontale Ebene und T der

Punkt, in welchem der Körper auf ihr steht, man bemerke aber

zuerst im Körper den Mittelpunkt der sphärischen Grundfläche

MTN, welcher in G liege ; zweitens den Mittelpunkt der Träg-

heit des Körpers in /, ferner stelle das Papier die Ebene dar,

in welcher diese drei Punkte liegen. Man ziehe den Radius

GT, welcher, weil er auf den Horizont EH normal ist, eine

vertikale Lage haben und wesshalb auch die Ebene TGl ver-

tikal sein wird. Da wir uns nun für die fortschreitende Bewe-
gung die ganze Masse des Körpers = M als im Mittelpunkte

der Trägheit / vereinigt denken können, so ziehe man 1P
jfeGT, und es wird alsdann der Körper, in Folge der Schwere,

in der Richtung 1P durch eine Kraft = M angetrieben. Fer-

ner wird er aber von da, wo die horizontale Ebene ihn in

T berührt, durch eine gewisse Kraft aufwärts in der Rich-

tung TG angetrieben, diese Kraft ist dem Drucke gleich und

sei =.77. Nur wenn diese zwei Kräfte sich aufheben, kann der
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Körper in Ruhe verharren ; hieraus ersieht man, wie der Zu-

stand der Ruhe es erfordert, dass, wenn man die gerade Linie

Gl bis F verlängert, der Körper mit dem letztern Punkte die

horizontale Ebene berühre, also die gerade Linie DIGF verti-

kal sei. Die Figur stellt demnach eine geneigte Stellung des

Körpers dar, und zwar wird die Neigung durch den Winkel

FGT angegeben; derselbe sei = q und wenn er verschwindet,

befindet sich der Körper im Zustande des Gleichgewichts.

Wir setzen ferner den Radius der sphärischen Grundfläche GF
= GT= e und den Zwischenraum der Punkte G und /oder

GI=f, in so fern als der Mittelpunkt der Trägheit /weiter vom
Punkte F entfernt ist, als der Mittelpunkt der Figur G. Läge er

näher, so mü'sste die Grösse f negativ angenommen werden.

Es wird hiernach die Linie lP=e-{- fcosg, dieselbe ist die

Höhe des Mittelpunktes der Trägheit / über der horizontalen

Ebene EH und auf sie allein wirken die antreibenden Kräfte

ein. Ueberträgt man aber die Kraft TG= TL nach dem Mittel-

punkt der Trägheit /, so wird dieser abwärts angetrieben durch

eine Kraft =M—JI, und weil seine abwärts gerichtete Ge-

schwindigkeit = ——=5—- ist; so setze man diese =m und
.

dt
wir erhalten alsdann (§. 767.)

du M '

wo dt das Element der Zeit bezeichnet. Nimmt man dasselbe

constant an, so erhält man

/"[sin $ddo + cos gdg2]= 2g { 1 -— "nfrjdt
2

;

auf andere Weise wird die fortschreitende Bewegung nicht afficirt.

Zusatz 1.

§. 885. Ist demnach umgekehrt das Verhältniss der fort-

schreitenden Bewegung gegeben, oder wird es wenigstens als

gegeben betrachtet, so kann man hierdurch den Druck Tl be-

stimmen, indem wir haben

IT __ /[sin Qddg + cos QdgP] _ , fdd.cosg

M~ l ~~
<2gdt*

~~ 1+
2ffdfi

'

Zusatz 2.

§. 886. Ist f=0, oder fällt der Mittelpunkt der Trägheit /

in den Mittelpunkt der Kugel G, so ergibt sich 11=M und es

besitzt der Körper in jeder Lage die Eigenschaft des Gleich-

gewichts.

32
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Zusatz 3.

§. 887. Ist />0 oder F1*>FG, so wird, wenn der Kör-

per sich auch nur um ein weniges neigt, durch die antreibende

Kraft die Neigung vergrössert werden; ist aber /*<0 oder FI

<^ FG 9 so wird die Neigung verkleinert und der Körper wieder

in die Lage des Gleichgewichts, wobei der Punkt F die Ebene

berührt, zurückgebracht werden, während er im ersteren Falle

niederfällt und eine andere Lage des Gleichgewichts sucht.

Anmer kun g 1.

§. 888. Was für eine Figur der Körper auch immer haben

mag, so gibt es doch in demselben stets zum wenigsten zwei

Lagen des Gleichgewichts, von welchen die eine so beschaffen

ist, dass, wenn der Körper ein wenig aus ihr herausgebracht

wird, dieselbe sich von selbst wiederherstellt, die andere aber,

dass er ganz umfällt. Die erstere Lage pflegt der Zustand des

stabilen, die andere der Zustand des labilen Gleichge-
wichts genannt zu werden. Liegt nämlich ein beliebiger Kör-

per auf einer horizontalen Ebene, so befindet er sich im Gleich-

gewicht, wenn die vom Mittelpunkte der Trägheit nach dem
Berührungspunkte gezogene gerade Linie vertikal ist ; diess kann

wenigstens auf zweifache Weise geschehen. Denkt man sich

nämlich vom Mittelpunkte der Trägheit nach allen Punkten der

Oberfläche gerade Linien gezogen, so muss es, weil keine von

ihnen verschwindet oder unendlich gross wird, unter ihnen noth-

wendig eine grösste und eine kleinste geben; beide werden aber

auf die berührende Ebene normal sein. Liegt daher der Kör-

per mit einem der beiden Punkte, von welchen der Mittelpunkt

der Trägheit entweder am meisten oder am wenigsten entfernt

ist, auf der horizontalen Ebene, so wird die vom Mittelpunkte

der Trägheit nach dem Berührungspunkte gezogene gerade Linie

vertikal sein; sie wird daher die Lage des Gleichgewichts er-

geben und zwar die stabile, wenn jene Linie am kleinsten,

hingegen aber die labile, wenn sie am grössten ist. Hieraus

ersieht man , dass der Mittelpunkt der Trägheit immer den tief-

sten Ort suchen und in demselben ruhen wird. Oft aber gibt

es mehrere Lagen des Gleichgewichts, die eine stabil und die an-

dere labil, welche wechselseitig aufeinander folgen müssen, weil

ein Körper, welcher aus der labilen Lage herausgetreten ist,

nothwendig zur stabilen gelangen muss.
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Anmerkung 2.

§. 889. Im gegenwärtigen Falle, wo wir eine sphärische

Oberfläche des Körpers vorausgesetzt haben, wird die durch

den Mittelpunkt der Trägheit / und den Mittelpunkt der Figur

G gezogene grade Linie jene zwei Punkte F und D ergeben
und wenn der Körper mit diesen auf der horizontalen Ebene
liegt, wird er sich in der Lage des Gleichgewichts befinden.

Während er mit dem Punkte F die horizontale Ebene berührt,

wird die Lage des Gleichgewichts stabil sein, wenn FI<^FG
oder /*<0, hingegen labil, wenn FI> FG oder /> ist. Aus-
ser diesen zwei Lagen des Gleichgewichts wird es keine wei-

ter geben, ausgenommen Wenn f=ö ist, in welchem Falle

durchaus alle Lagen die Eigenschaft des Gleichgewichts an-

nehmen. Wenn ich auch hier die ganze Oberfläche des Körpers

als sphärisch betrachte, so genügt es doch für unsern Zweck,

wenn wenigstens der Theil, mit welchem er während der Dauer
der Bewegung die horizontale Ebene berührt, sphärisch ist

Hiernach wird diese Behandlung sich auch auf diejenigen Krei-

sel erstrecken, deren Axen unten nicht in eine Spitze, wie wir

vorher angenommen haben, sondern in eine Halbkugel oder auch

einen kleinern Kugelabschnitt1 ausgebildet sind, so dass die oben

betrachtete Form sich hieraus ergibt, wenn der Radius der

Kugel GF^=e verschwindet; auf diese Weise wird unsere jet-

zige Behandlung die obige in sich begreifen. Die durch den Mit-

telpunkt der Trägheit 1 und den Mittelpunkt der sphärischen

Grundfläche G gezogene grade Linie DIGF stellt daher die

eigenthümliche x\xe eines Kreisels dar, welche freilich, so wie

man die Kreisel zu construiren pflegt , zugleich eine der Hauptaxen

des Körpers ist, die zwei übrigen haben aber gleiche Momente

der Trägheit, eine Form , wie wir sie schon oben festgesetzt

haben. Damit aber diese Behandlung sich weiter erstrecke

und zugleich den schwankenden Bewegungen beliebiger Körper,

welche eine sphärische Grundfläche haben, angepasst werden

könne,werde ich die Hauptaxen des Körpers, welche beliebig

von der eigentümlichen BF verschieden sind, betrachten und

in Bezug auf sie die Momente der Kräfte erforschen.

Aufgabe 105.

§. 890. Es ist der Druck II gegeben, mit welchem ein

Körper von sphärischer Grundfläche auf einer horizontalen

Ebene aufliegt; man soll die daraus hervorgehenden Momente

in Bezug auf die Hauptaxen des Körpers bestimmen, aufweiche

32*



500 Kap. XVHl. Von der Bewegung der Körper

Weise diese auch immer in Bezug auf die eigentümliche Axe
liegen mögen.

Auflösung.

(Figur 121.) Um den Mittelpunkt der Trägheit I sei eine

Kugel beschrieben, deren Scheitelpunkt Z ist, die eigentüm-

liche Axe halte die Lage DIG ein , so dass ihre Abweichung

von der vertikalen Lage oder DZ~q ist. Da nun die Rich-

tung des Druckes ZT eine vertikale ist und durch den Punkt G
geht, wo IG=f ist, so stelle die vertikale gerade Linie GII
diesen Druck =JT dar; es ist demnach ZDG Tl eine vertikale

Ebene. In derselben zerlege man die Kraft Gn=\II längs der

Richtungen Gl und GV, von welchen diese auf jene normal

ist; alsdann ergibt sich, weil der Winkel DGn—Q ist,

die Kraft längs GI=Ü cosq

und die Kraft längs GV=II sing,

und da die erstere durch den Mittelpunkt der Trägheit / geht,

so ergibt sie gar keine Momente* Nun seien IA, 1B und IC
die drei Hauptaxen des Körpers, welche eine gegebene Lage

in Beziehung auf die eigentümliche Axe ID einhalten, und

man ziehe durch die Punkte A, B , C und D die Halbkreise

DAG, DBG und DCG. Wäre nun die Axe IA normal auf

die Ebene 1GV , so würde in Bezug auf sie das Moment der

Kraft GV gleich Uf sin q sein; dasselbe mnss nun aber ver-

mindert werden im Verhältnis« I : sin GA und zugleich im Ver-

hältniss 1 : sin VGA, so dass aus der Kraft des Druckes fol-

gende Momente hervorgehen :

in Bezug auf die Axe IA=nf$m q sin GA sin VGA im Sinne CB,

„ „ „ „ „ IB= ufsin Qsm GBs'in VGB „ „ AC9

„ „ „ „ „ IC= r£fsingsrnGCsm VGC „ „ BA
Diese drei Momente hahen wir aber oben (§. 816.) durch die

Buchstaben P, Q und R bezeichnet, in so fern wir voraus-

setzen, dass sie im entgegengesetzten Sinne wirken und wenn

wir daher alle auf den Punkt D übertragen , so erhalten wir

P=— IT/sin DZ sin DA sin ZDA= —nfsm ZI) sin ZA sin DZA
Q=z- I7/sin DZs'mDB sin ZDB~ —'nfs'mZDsmZB sin DZB
R=z— nfsmDZ sin DCbin ZDC= -///sin ZD&m ZCsinDZC

Zusatz 1.

§. 891. Wir haben hier angenommen, dass der Mittelpunkt

der Grundfläche G dem untern Endpunkte F näher liege, als

der Mittelpunkt der Trägheit /. Findet ein anderer Fall statt,
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ist etwa FI^FG oder F/<6», so muss der Zwischenraum Gl
=f negativ angenommen werden (§. 884). Ist aber GIz=:Q>

so verschwinden die Momente, oder es wird der Körper sich

in jeder Lage im Gleichgewichte befinden.

Zusatz 2.

§. 892. Setzen wir nun, zur Bestimmung der Lage der

eigentümlichen Axe //> in Beziehung auf die Hauptaxen, die

Bogen AD=zl BD=zn und CD—6, ferner den Winkel ZDÄ
= cp, wobei ZD=q ist; so hat man

msADB=-^^ und Sir,ADB=—^_ ,
sin£sin?? sin £ sin?;

weil

smADB:s\nDAB==s\nADB:--cosDAC=:l:sinBD~l:s\nri
und wx .„ cosCD cos 6

cosJJAC= —.—Tn= -r—z- •

sinAD smf
Es wird daher

• r/nr> ~ cos £cos V sing? + cos 6 cos cpsmZDB— - ' T r
sin^sin^

und so
P~— Ilfsin o sin £ sin 9

,

,. __ ITfsin q[cos £ cos 17 sin 9? — cos cos qp]

sm£
_ 17/sinprcos^cosösing) + cos w cosg>l

Und /£=: = r-—- — I".
sm£

Zusatz 3.

§. 893. Wenn die eigenthümliche Axe ID mit der Haupt-

axe IA übereinstimmte, so würde £= und 77= = 90°, also

cos^= cosö= sin£ sein und der Winkel cp unbestimmt bleiben.

Aus den erstem Formeln werden sich aber alsdann die Mo-
mente der Kräfte

P=0, Q=— UfsingsinZAB und R=— Hfsin q sinZAC,
oder />=(), Q= Ilfcos ZC und #=— Hfcos ZB
ergeben.

Zusatz 4.

§. 894. Setzen wir aber wie oben (§. 857.) ZA= l, ZB=m
und ZC=n } so finden wir im allgemeinen die Momente der

Kräfte
P= IIf\cos 6 cosm — cos r\ cos n] ,

Q= Ilf'[cos £ cos 71— cos 6 cos /]

und R=nf[cosriCosl— cos £ cos tri],

woraus jene von selbst folgen, wenn man £ = und tj— 6

= 90° setzt.
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Erläuterung.

§. 895. Die letztern Formeln werden folgendermaassen

hergeleitet. Es ist zunächst

smDZsmZDA—smZAsmZAD

,

also P=— üfsinDAsinZA smZAI).
Es ist aber ZAD— BAD— BAZ, ferner

• 1> AT* n AT\ C0S Ö O A T\ cos V

sin/5AZ= — cosCAZ= . r, i und cos/>2flZ= . „ A ;smZA smZA
mithin

. « ^ -^ —'cos m cos -f* cos w COS 97

swZA smDA
und JP— JT/fcosö cos'wi — cos?? cos rc].

Die zwei übrigen Momente Q und /? ergeben sich nach

der Analogie und ohne weitere Rechnung. Ferner ist aber

cosZiZ— eosp:=cos £cos /-f- cos ^ cos ??i + cos 6 cos n,

weicher Ausdruck, wie er niemals die Einheit übertreffen kann,

nur dann =1, mithin Z)Z= werden kann, wenn /=£, m= ri

und n=6 ist. Diese Bedingung ergibt nämlich zugleich die

drei Gleichungen, indem

cos £ cos l + cos r\ cosm -f- cos 6 cos ra= 1 *

und ausserdem
cos £

2
-f- cos if+ cos 2,= I

und cos/2 + eos?H2 -fcosra2—

1

ist. Subtrahirt man nun von der Summe der zwei letzten Glei-

chungen die doppelte erste, so ergibt sich

(cos £— cos /)
2 + (cos rj— cos m)2 + (cos $— cos n)2= 0.

Die Summe dreier Quadrate kann aber nur dann =0 sein,

wenn diese es einzeln sind.

Anmerkung.

§. 896. Da weder in diesen Ausdrücken, welche für die

Momente der Kräfte P, Q und R gefunden worden sind, noch

in dem Ausdruck

der Radius e der Kugel, welche die Grundfläche bildet, sich

befindet; so wird alles, was oben über die Bewegung eines

unten in eine Spitze ausgehenden Kreisels gelehrt worden ist,

auch noch von solchen Kreiseln gelten, welche in eine Halb-
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kugel oder einen andern Theil einer Kugel ausgehen, wenn

nur der Punkt F, welcher vorher die Spitze bezeichnete, hier

im Mittelpunkte G der sphärischen Figur gedacht wird. Es

ist demnach gleichgültig, ob der Kreisel sich auf einer Spitze

oder einer Halbkugel dreht, wenn nur f der Abstand des Mit-

telpunktes der Trägheit / vom Mittelpunkte der sphärischen

Grundfläche ist. Wie gross nämlich der Radius e der letztern

auch sein mag, so tritt er doch nicht in die Rechnung ein;

verschwindet er aber, so geht die Grundfläche des Kreisels in

eine Spitze über. Man sieht daher ein, dass das ganze vorige

Kapitel hier eingereiht wird und dass demnach die Theorie der

Kreisel, ohne irgend eine Mühe, als nicht wenig erweitert an-

gesehen werden muss. Indem wir aber die Grundfläche sphä-

risch machen, stösst uns hier der vorher ausgeschlossene Fall

auf, in welchem nämlich der Mittelpunkt der Trägheit / dem
Boden naher liegt als der Mittelpunkt der Kugelform und es

wird hier die Grösse /'negativ. (Figur 123.) Es mag nun ein

solcher Körper eine ganze Kugel sein, oder als Grundfläche

den Theil MFJS einer um den Mittelpunkt G beschriebenen Kugel

haben, womit er auf der horizontalen Ebene aufliegt; so wollen

wir seine Bewegung, in so fern die Berührung in diese Grund-

fläche fällt, erforschen. Hier werden wir aber gezwungen, dem
Körper eine solche Beschaffenheit beizulegen, dass die eigen-

thümliche Axe AGIF, bei deren vertikalen Stande der Zustand

der Ruhe dargestellt wird, zugleich die Hauptaxe des Körpers

ist, die zwei übrigen Hauptaxen aber einander gleiche Momente

haben. Ist nämlich das Moment der Trägheit in Bezug auf die

Axe IA= Ma?9 in Bezug auf die zwei übrigen Mb% und Mc\
so setzen wir b2=zc2 . Ein solcher Körper mag demnach eine

beliebige beigebrachte Bewegung empfangen haben, wir wollen

nun bestimmen, wie er dieselbe fortsetzen wird.

Aufgabe 106.

§. 897. (Figur 123.) Ein mit der sphärischen Grundfläche

MFN versehener Körper, in welchem die Axe des Gleichge-

wichts AGIF die eigentümliche Axe ist, in Bezug auf welche

das Moment der Trägheit = Tü/a2, während die Momente der

Trägheit in Bezug auf die zwei übrigen Hauptaxen einander

gleich und = Mc 2, sind, hat eine beliebige Bewegung empfan-

gen; man soll den weitern Verlauf der Bewegung bestimmen.
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Auflösung.

Es sei der Radius der sphärischen Grundfläche oder FG
= e, und es liege der Mittelpunkt der Trägheit / unterhalb des

Mittelpunktes der Grundfläche G 9 im Abstände GI=f\ Was
die fortschreitende Bewegung betrifft, so wird der Mittelpunkt

der Trägheit /, wenn er eine Bewegung in horizontaler Rich-

tung hat, diese constant und geradlinig beibehalten. In so fern

er aber durch eine vertikale Bewegung angetrieben wird, so

wird diese, wenn der Druck= 12 bekannt ist, durch die Gleichung

12
1

fdd.cösQ

M*-*
1

Zgdt*

bestimmt, wo q die Abweichung der Axe AF von der verti-

kalen Lage ist und M die Masse oder das Gewicht des Körpers

bezeichnet. Aber eben dieser Druck II y welchen der Körper

gegen die horizontale Ebene ausübt, kann nur aus der drehen-

den Bewegung erkannt werden. (Fig. 117.) Es habe demnach

unser Körper in Bezug auf eine feste Kugel, auf welcher Z
der Scheitelpunkt ist, jetzt nach Verlauf der Zeit t eine solche

Lage, dass seine Hauptaxen in A, B und C fallen, und man
setze die Bogen ZA = l, ZB—m und ZC=n, ferner aber die

Winkel XZA= X, XZB~\jl und XZC=v9 so dass 1=zq ist.

Nun drehe sich aber der Körper um den Pol ö, im Sinne ABC
mit der Winkelgeschwindigkeit = £1, und wenn man die Bogen
OA=za 9 OB=ß und OCzzzy setzt, sei der Kürze wegen
Slcosa^za:, £Zcosß~y und 5icosy= z. Die aus dem Druck
12 entspringenden Momente der Kräfte sind aber

P=z0, =— 12/cosrc und R=Ilfcosm (§.857.),

hieraus schliesst man auf folgende Gleichungen

dx=,Q; dg + —-%—#*«*=— ^ä >

c2__ a% <2IIfgdt cos m.
A% +

cs
xydt= ~ß-ä-— >

dl.$\nl=zdt(y cos n— zcosm);

dm.smm = dt(z cos /—x cos »)

;

dn.&'m n= dt{cc cos m — y cos /)

;

dLsin /2= — dt(y cosm+ % cos n) ;

die übrigen Winkel ^ und v werden hierdurch von selbst

gegeben.

Setzen wir ferner coslz=zp, cosm= q und cosw = r, so er-

halten wir, weil diese Gleichungen mit den oben in Aufg. 99,
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(§.862.) integrirten übereinstimmen, ausgenommen dass / nega-
tiv gesetzt wird, folgende endliche Gleichungen:

w= A
und

i\ n Aa2p
I) qy-^-rz — B— —^-

(Cc*+ ifyp){l-p*)- c*(ä -^Y
II) (*,-,*).=-

c2 + A1 ,
y>)

C—J-

IV)

Ä~ 2^[c2 +P(l-^)~ + 2y[c»+/2(1-p2
)]

2

V) ^- ^V^+Ai-^) __
)

V «?c2 + 4fyp)(l -p*)- c*(B-^y

VII) &2= A2 + - - —
; ^ +

c2+/2(l-p2
)

VI") / Aa*p\
ydi-zdy

__
A{a?-c2)dt W^<g-V>2+AW2

))

Hier müssen die Constanten A, B, C und die übrigen,

welche durch die Integration noch eintreten werden, durch den
Anfangszustand des Körpers bestimmt werden.

Zusatz 1.

§. 898. Hat der Körper sich anfangs in Ruhe und die

Hauptaxe A in a befunden, war dabei ihre Abweichung Za— l

und cost= «; so hat man für den Anfang #=0, #=0 und
z=Q, weil £1= ist, ferner p= p.

Es wird demnach
A= 0, B— und Cc2=— ifyp,

und wir erhalten hieraus nach Verlauf der Zeit t

x=0
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n_ c2 2f*c2p(p— y)
*

Ulld M— c2 f ^2(1 _^2)
+

| C
2 + ^2(1 __p2)]2

'

Zusatz 2.

g. 899. Ausserdem ist aber in diesem Falle dX=zO, und

es wird sich daher die Axe, welche anfangs in a lag, durch

den Bogen aZ bewegen. Ferner wird

dt= dpVc*+f*(l-p*)

zVfg(p-v)Q-—p*)
worauf, weil p > p oder /<f ist, die Axe von a direct nach Z
fortschreiten wird. Endlich wird, weil ydz— zdi/=z0 ist,

ferner

oder

2=% imd y=vwm^w^wr

öVT^p* , v i -y2

v vt+is
-— vt+f

Hieraus folgt

# ö
cos ZJZ? =: r , . - = a/- j

also bleibt dieser Winkel constant.

Zusatz 3.

§. 900. Wenn demnach der Körper sich anfangs in Ruhe
befunden und seine Hauptaxe 1A die geneigte Lage Ia einge-

halten hat, so wird sie sich von hier gerade aufrichten, indem

sie von a nach Z aufsteigt, auch wird sie sich um den Punkt

O drehen, so dass, weil x~ .ßcosa— 0, der Bogen AO ein

Quadrant ist. Weil ferner

cosZO= cos et cos /-j- cos ß cos m~\- cos y cos n~^-^

—

- =0

ist, wird auch ZO ein Quadrant und ö der Pol des Kreises

XZY sein. Ist die Axe nach Z gelangt, so wird
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c

Anmerkung L
§. 901. Hat der Körper sich anfangs nicht in Ruhe befun-

den, aber eine beliebige Bewegung angenommen, so wird die

Fortsetzung der Bewegung durch dieselben Formeln bestimmt,

wenn man nur den Constanten A, B und C dem Anfangszu-

stande entsprechende Werthe beilegt. Hierbei gelangt man
aber zu solchen Formeln, deren Integration nur ausgeführt wer-

den kann , wenn man die Quadraturen höherer Ordnung zugibt.

Selbst auch der hier sehr einfache Fall, in welchem der Kör-

per sich anfangs in der geneigten Lage in Ruhe befunden hat,

ist von der Integration der Formel

_ dpSTc^+f*(l--JF)

2Vfy(p-v)(}-p*T
t

abhängig, und diese kann weder durch Logarithmen noch durch

Kreisbogen ausgeführt werden. Ist aber die anfängliche Ab-

weichung Za gleichsam unendlich klein, so wird die Arbeit auf

Kreisbogen zurückgeführt. Es sei nämlich im Anfange Za=zl
und nach Verlauf der Zeit t die Abweichung ZÄ= l 9 alsdann

wird, weil l und l sehr kleine Bogen sind,

p= l— y2/
2

, also dp=-ldl und «=l-iyy2
,

mithin

7* C(ll , .
c

.

I
dt=z— r rm und <= r— arc'Cos?

oder *

, r
t>fWü

/— leos — •

c

Die Axe IA wird daher vertikal nach Verlauf der Zeit

~ —"f= und der Körper isochrone Schwankungen ausführen,

c2 .

wie ein einfaches Pendel, dessen Länge = j- ist (§.215.).

Anmerkung 2.

§. 902. Hätten wir nicht dem Körper eine solche Beschaffen-

heit beigelegt, dass seine natürliche Axe FD, welche im Zustande

des Gleichgewichts vertikal wird, zugleich seine Hauptaxe wäre

und die zwei übrigen gleiche Momente der Trägheit hätten; so

würden wir zwar die seine Bewegung enthaltenden Differential-

formeln haben angeben, auf keine Weise aber, in Folge der
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Mangelhaftigkeit der Analysis, die Bewegung selbst bestimmen
können. Indessen kommt es aber, wie in dem behandelten

Falle, wo wir dem Körper eine unendlich kleine Abweichung
beigelegt haben, vor, dass die Bewegung ziemlich einfach und
der eines Pendels ähnlich wird und diess findet selbst im all-

gemeinen statt, auf welche Weise auch immer die Hauptaxen
rücksichtlich der natürlichen Axe liegen mögen. In der Lage
des Gleichgewichts nämlich, wo die natürliche Axe DF die

vertikale Lage einhält, nehme ich an, dass der Mittelpunkt der

Trägheit / unterhalb des Mittelpunktes G der sphärischen

Grundfläche im Abstände GI=f liege. Hierauf setze ich vor-

aus, dass dieser Körper unendlich wenig von seiner Lage der

Ruhe abweiche, so dass der Bogen ZD=q (Figur 121.) un-

endlich klein wird. Offenbar wird alsdann der Körper, indem
er sich wieder aufrichtet, Schwingungen oder Schwankungen
ausführen, bis er endlich, nachdem die Bewegung durch den
Widerstand aufgehoben ist, im Zustande des Gleichgewichts

zur Ruhe kommt. Weil hier die Abweichung immer sehr klein

ist, braucht auch die ganze Figur des Körpers nicht sphärisch

zu sein, sondern es ist hinreichend, wenn sein unterster und
zwar der sehr kleine Theil, womit er die horizontale Ebene be-

rührt, einer sphärischen Oberfläche angehört, deren Mittelpunkt

in G liegt. Indem wir daher diese schwankende Bewegung
erforschen, wollen wir zuerst untersuchen, aufweiche Weise
die oben im Allgemeinen entwickelten Formeln für diesen Fall,

wo die natürliche Axe DF des Körpers so wenig als möglich

von der vertikalen Lage abweicht, zusammengezogen und hier-

durch die Momente der Kräfte P 3 Q und R so bequem be-

stimmt werden können, dass wir hierauf mittelst derselben die

Bewegung anzugeben vermögen.

Aufgabe 107.

§. 903. (Fig. 121.) Ein mit einer sphärischen Grundfläche

versehener Körper weicht unendlich wenig von der Lage des

Gleichgewichts ab; man soll die Momente der Kräfte in Bezug
auf die drei Hauptaxen bestimmen.

Auflösung.

Um /, den Mittelpunkt der Trägheit des Körpers ist eine

Kugel beschrieben, auf welcher Z der Scheitelpunkt ist, und
es habe die natürliche Axe ID des Körpers eine um sehr

wenig von der Vertikalen abweichende Lage, so dass der Bogen
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ZD=q äusserst klein ist. Die Hauptaxen des Körpers ent-

sprechen aber den Punkten A 9 B und C, deren Lage in Bezug
auf den Punkt D sich so verhalt, dass die Bogen DA~£>
DB= rj und DC—0, und zwar constant sind. Nun seien

ferner in Bezug auf den Scheitelpunkt Z die Bogen ZA= l,

Zß= ?n und ZC==?i 9 diese werden, weil der Bogen ZD= q

äusserst klein ist, kaum von jenen f, rj und 6 verschieden

sein; setzen wir daher

cos/=cos£~f-p, cosm=zcosrj + q und cos n= cos 6 -f r,

so werden p, q und r sehr kleine Grössen sein. Da aber so

wohl cosJ2+ cos^2 + cosö2=l,
als auch cosP-l-cosm2 -{-cosn2=l
ist, so wird

2p cos£ -f- 2g cos ?] + 2r cos 6 +p2 + q
2 + r2= 0.

Da ferner

cos o — cos £ cos / -\- cos t\ cosm + cos 6 cos n

ist, so wird
cosq=:1 -i-pcosg-t-gcos?] -f-rcosö

also
pco$£-\-qcösr}-{-rcos6~— l

I^Q
2 und p2 + q

2 + r2— q
2

.

Wir erhalten daher nun, wenn wir den Druck des Körpers

gegen die horizontale Ebene = TL setzen, nach §.894., indem

wir f einen negativen Werth beilegen, die Momente der Kräfte

in Bezug auf die Hauptaxen:

P=2llf(r cos 7]— qcosO) , Q= nf(pcos6 — rcost)

und R— IIf(q cos g—p cos rj).

Wir haben aber ferner gesehen, dass 11= Mi 1— ^
'

, ^ 1

ist, und da cosq sehr nahe —1 ist und nur sehr kleine Verän-

derungen erleidet, so wird mit hinreichender Genauigkeit H
=z31 9 sp dass wir anzunehmen haben, der Körper drücke mit

seinem ganzen Gewichte gegen die horizontale Ebene. Wir

haben auf diese Weise
P~ Mf(r costj— q cos 6)

Q=Mf(p cos 6— r cos £)

und R=Mf(q cos f

—

p cos tj).

Aufgabe 108.

§. 904. (Figur 121.) Ein Körper mit sphärischer Grund-

fläche weicht ein wenig von der Lage der Ruhe , in welcher

die Axe DI vertikal ist, ab und wird hierauf losgelassen, so
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dass er aus der Ruhe gegen den Stand des Gleichgewichts
zurückkehrt; man soll seine Bewegung bestimmen«

Auflösung.
Nach Verlauf der Zeit t habe der Körper die in der Figur

dargestellte Lage, und es bleiben alle in der vorhergehenden
Aufgabe aufgestellten Bezeichnungen dieselben; ferner seien
aber die Momente der Trägheit des Körpers, in Bezug auf die

Axen IA, IB und /C, Ma? } Mb* und Mc*. Es drehe sich

nun aber der Körper um die Axe 10 , im Sinne ABC mit der
Winkelgeschwindigkeit =i2 und es seien die Bogen AO—a,
BO=zß und CO= y; ferner setze man £lcosa= x, Slcosß~y
und £lcosy=zz. Weil wir annehmen, dass im Anfange, wo
t=zO ist, der Körper seine Bewegung von der Ruhe ab be-

ginne, so war damals x~ 0, y=0 und 2 = 0. Weil ferner seine

Bewegung immer eine sehr langsame bleibt, werden auch die

Grössen x, y und z stets sehr kleine Werthe haben, so dass
man die Produkte je zweier xy , xz und yz als gegen sie ein-

zeln verschwindend ansehen kann. Da nun die Momente der
antreibenden Kräfte P, Q und R so eben bestimmt worden
sind, erhalten wir nach 6.809. die folgenden Gleichungen

;

Zfydt,
b

Ux ===
'

g
—

(r cos 7j — q cos 6) ?

Wffdt,
dV = -p-(pcosÖ— rcosö

und 2/W*,
rfz = •

>2 Oycosg

—

pcos)]),

Weil ferner cos/= cos£ + /;>, eosm= cos^-f # und cos??

= cos0 + r ist, so wird, da f, r] und ö constant sind,

6Z/.sin /= —- dp , t/m.sin m=— dq und riw.sin n=— £Zr

;

wesshalb ausserdem folgende Gleichungen hinzutreten

:

— rfp= */£(# cos 6 — z cos ??)

,

— dty— £?£(z cos £— 3? cos 0)

— dr— dl(x cos ^ — ?/ cos £).

Hierbei haben wir die Producte yr, zq, zp, xr, xq und yp
als sehr klein, im Vergleich mit den hier dargestellten Gliedern,

fortgelassen. Setzt man endlich voraus, dass der Bogen ZA
jetzt von einem gewissen festen Vertikalkreise um den Winkel

X abweiche, so erhalten wir, weil sin/2= sin£2 — 2/?cos£ ist,

die folgende Gleichung
dt(y cos 7] + z cos 6)

sin£2— 2p cos £

Weil aber in den obigen Gleichungen die Grössen x, y,
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z und p, q, r überall in Einer Dimension vorkommen , und
weil die drei erstem für £—0 verschwinden sollen, so wird

man offenbar sowohl dieser Bedingung, als auch jenen sechs

Gleichungen Genüge leisten können, indem man setzt:

x= As'mdt, y=B s'mdt, z=.C sin dt,

p= D cos 6t, q=E cos dt, r=:Fcosöt.

Man erhält alsdann, wenn man die ersten drei Gleichungen

durch cosdt und die drei letztern durch s'mdt dividirt, die

folgenden :

2/VAd=.—£(FcQS7]--Ecos6), Dd=BcosO— Ccosrj,

Bd=:-$(Dcos0—Fco8£), Eö=Cco8£~<Acos6,

Cd =-~ {E cost;--«D cos ij), Fö== A cos rj—B cos £.

Substituirt man die Werthe der Coefficienten D, E und F
aus den- hintern Gleichungen in die vordem, so erhalten wir

AuH2

—j— = ,A cos r]
2 — B cos £ cos 7]— 6Y

cos S cos 6 -f A cos 62 ,

Bb2d2

~^rp— — BcosO*— Ccos^cosö—- AcosKcostj+ Z?cos£2

Cc^ö2
und -äf

—= Ccos£2— Jcos£cosö— i? cos ?? cos (9 + Ccosif.

Nun setzen wir der Kürze wegen Acosl, -f Bcosrj + Ccosö

=:G und erhalten so, weil cos?2 -fcos^2 + cosö2 =: 1 ist,

C\J -^~y=:G cos 0.

<5
2

Ferner wollen wir zur Abkürzung Zyjr^u setzen, wonach

diese Gleichungen ergeben

Gcosg Gcosv
\ GcosO*

Da aber Acos£+ Bcosy + CcosO==G ist, so erhalten wir
cosg2 - cos^2

t

cosfl '-
l-a^M—W+l^2̂ 1 '

oder wenn man diese Gleichung entwickelt und durch u dividirt

«2ÄÄcawa— [6
2c2 sin S

2 + a2c2 sin if> -(- a262 sin 2>
+ a2 cosj2 -|-62 cos^2 + c2 cos/92 =:0/
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Indem wir nun die bekannten Grössen

&aca sin £
2 + a2c2 sin if + a262 sin 2=KaWc2'

und «2cos £
2 + 62 eos ^

2 + c2 cos 2= La262c2

setzen, erbalten wir die Gleichung

y?—Ku + L=0
und hieraus

Die Grösse 6r bleibt hier unbestimmt, und man hat dieselbe

dem Anfangszustande entsprechend zu bestimmen, wogegen K
und L durch die Natur des Körpers gegeben sind.

Da also nun der Werth von u gefunden ist, erhalten wir

llj y
1— ani 1— b*u 1—c^u

GujU1— c2)cos rj cos 6 _ Gu(c2— a2)cos£cosö
°-~

5(1— £2a)(l-c%) '
A ""

5(1— c2*/)(l-a%)
Gu(a2—

6

2
) cos £ cos??

und * — 5(1— a%)(l— 62w) *

Wenn nun der Bogen ZD, welcher jetzt = p ist, im An-

fange = r war, so erhalten wir, weil in diesem Falle zugleich

p= D, q~E und r—F ist,

2>2+ i;2 + F2=r2 (§.903.),

und man findet hieraus die Constante 6? durch t ausgedrückt.

Um endlich den Winkel X zu finden, haben wir

dt(B cos 7} + Ccos6)s'möt

sin £
2

a'so
__ (ffcosq+Ccosfl)(cosfo--l)

.

dsin^2

wenn nämlich der Bogen Z^4 sich anfangs auf dem festen Ver-

tikalkreise befunden hat und wir annehmen, dass er sich von

da im Sinne XOY bewege. In so fern nun dieser Ausdruck

für X negativ ist, müssen wir die Axe IA als im entgegenge-

setzten Sinne um Z sich drehend betrachten.

Da endlich p2 + ^
2

-f r2= @
2 ist, so wird

Q= vcosöt,

weil X= V~/>2+ E* + F2
. Es erhellt hieraus, dass die Axe

1D in die vertikale Lage aufgerichtet werden wird nach Ver-

lauf der Zeit= öT> und dass ihre Schwankungen isochron sein

werden mit einem Pendel, dessen Länge (§.215.)
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%_ 1 K ~V#2 --4L
— &—fu'-' 2Lf

Zusatz 1,

§. 905. Da D* + E2 + F2=v2 ist, so wird

ö2r*=A2[costj2 + cosö2] + J52[cos£2 + cos<92] + C2[cos£2 + cos^2]— ^BCcosrjcosO—2JCcos£cosö— 2.42? cos £ cos 17.

Da ferner G= Acos£-\~B costj-}- Cco&O ist, so erhält man,
wenn man das Quadrat dieser Gleichung zu jener addirt,

<5
2*2+ G2^ A2 + B2 + C2

.

Setzen wir nun der Kürze wegen

so wird, weil

:Pcos£2 +&cos^2 +Hco&<92 ==l,

und A — GJ)eos£, jB = G<&cos?7 und C=G)tcosd,
ö^=z G2

[P
2 cos£2 + &2 cosV2 + it

2 cos O2— 1].

Da aber

und B2-K=
(1 _^^M)2 =

so erhält man
™ „ ™ r«2c°se2 . ö2 cos^a , ca cosöa -1w= G%L(W^ + (T^)a+ (T=Ä)Ü-

Zusatz 2.

§. 906. Weil ferner ö2 =:2fr/u ist, so findet man, wenn
man die Gleichung u2 — Ku + Z— zu Hülfe ruft,

£2=
- */frt«(l- a2u) (1- 6%)(1- c2u)

a2cos£2 + 62 cos ??
2 + c2 eos 62 — a2b2c2u2

Erläuterung.

§. 907. Dieser hinreichend einfache Ausdruck von G2 wird

auf folgende Weise hergeleitet. Setzen wir der Kürze wegen13 1
-5=rt, T7i=b und -* — c, so haben wir:
az oz c*

I) K~a + b + e— acos£2— frcos^2— ccosö2

II) L= fct cos £
2 + ac cos ^

2 + afc cos e2

III) 1 =cosg2 + cos^2+ cosÖ2.

Da nun tt
2— Ku + L=0 ist, so leitet man hieraus ab

33
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o<>
aK—L— a2 , ,„ (a— u)(L — au)

co^=(«--S)(c--<0
Und MC0S^= (a-Wc-W

also

62r2 a(i>— au) t(L— *u)

G*—(a- *)(*—*)(* -u) + (6 - c)(a— &)(& - m)

.
c(L— cu)

+ (c-a)(^-c)(c- w)'

woraus man durch Reduction jene Gleichung erhält.

Anmerkung.

§. 908. Diess erstreckt sich auf die Schwankungen aller

Körper, deren Grundfläche ein Theil einer Kugel ist, wie auch

immer ihre Hauptaxen im Verhältniss zur natürlichen Axe
DG1F liegen und die Momente der Trägheit in Bezug auf

dieselben ungleich sein mögen. Damit wir bei einer so gros-

sen Ausdehnung nicht in Verwirrung gerathen, wird es ange-

messen sein, zuerst unsere Formeln den einfachen Arten von

Körpern anzupassen, von welchen wir dann leicht zu compli-

cirtern Arten fortschreiten können. Zuerst ist nun derjenige

Fall der aller einfachste, in welchem alle Momente der Träg-

heit unter sich gleich sind, oder a?=b2=c2 ist, weil wir als-

dann auch DF für eine Hauptaxe halten können und sich die-

selben Schwankungen ergeben müssen, welche wir schon vorher

bestimmt haben. Hierauf wollen wir aber wenigstens zwei

Momente der Trägheit einander gleich, nämlich 62=c2 setzen.

Fall I.

Hier ist a2 =:&2=:c2 .

§. 909. In diesem Falle haben wir

6rcos£ n Gcosw , _, GcosO
A=i ö— 9 B=i ö- und 6= ! «-

,

1— a?u 1— a^u 1 — a2u
mithin

Geosg2
-f Gcos^+GcosÖ2 6r___

G—
1 -a*u -1_ä'

so dass u= wird. Denselben Formeln geschieht aber auch

Genüge, indem man

2*= ~2 und G=zQ

setzt, so dass
Acos£+ /?cos^-{- Ccos6=

und nichts weiter bestimmt wird. Wir haben auf diese Weise

a
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ferner aber

n BcosO—Ccost] Ccos£ — Jcosö

„ A cos r\— B cos g
* ~~ §

und <5
2r2==J2+£2+C2

,

so dass Q=tcosöt ist.

Nun wollen wir sehen , um welchen Pol O der Körper sich

drehen wird. Wir haben zuerst

cos GZ)= cos a cos g + cos ß cos?? + cos y cos
oder

*& cos GZ) ==# cos g-f-# cos ?7-fz cos 0=0; also 02)= 90°.

Zweitens ist

cosGZ= cos a, cos /+ cos ß cosm -f- cos y cos rc

oder <ßcosGZ:=:rcos/-f ycosm -\-zcosn

=zQ-\- pcc -{- qy + rz=0,
weil JZ> + BE + CF—0; also haben wir auch

OZ=90°.
Hieraus ersieht man, dass der Körper sich um den Pol

G, welcher der Pol des Vertikalkreises ZDX ist^ drehen und

so die Axe aus D direct in die vertikale Lage Z aufsteigen

wird, so dass nach Verlauf der Zeit t

tVZfo7
QZ=ZV COS —

ist. Diese Schwankungen werden daher isochron sein mit den

a2
Schwingungen eines Pendels, dessen Länge ~-n ist.

Fall II.

Hier sind nur zwei Hauptmomente einander gleich,

oder es ist 62— c2.

§. 910. In diesem Falle ist

e2 sing2+ tt
2 sir)?72 4- q2 sin 6>

2 _ c2 sin g
2 + a2 + a2 cosg2

K—
a2c2

""
a2c2

a2 cos g
2 + c2 sin £

2

und L = ^ -;

oder da die Gleichung, aus welcher u bestimmt werden muss, in

cosg2 sing2

1 — a2u 1— c*u
™

übergeht, haben wir
a2 cos £

2 + c2 sin g
2

a2 cosg2 -f c2 sin£2= aV2M und m= -

—

-£-%

33*
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Dieser Werth lässt sich auch aus der allgemeinen Glei-

chung ableiten , nur wird auf diese Weise die nutzlose Wurzel

X
2j— -£ ausgeschlossen. Wir erhalten daher

V^/VKa2 cos £
2 + c2 sing2)

ac
ferner

Gc% Ga^cosf] _ GcP cos 6
Az- (a*— c*) cos? ^~"(a2 -c2)sin^

lind C~ (a2—

c

2)sing2
'

Um hierauf 6r durch t* ausgedrückt zu erhalten, wird

01 + ** ~ (a2—c2
)
2 sing2 cosg2

&2(a2 cos g
2
-f-e

2 sin g
2
)
2

oder ** "
(ßa - c2)

2 sin g
2 cos g

2

und

( fl
g— cg)fasingcosg _ (a2- c2)t sing cos gV"2/Vy

"" a2 cos

g

2 + c2 sing2 ~" ^V«2 cos g
2 + c2 sing2

Wir erhalten ferner

sing sing
und auch

__ ctsingV2/jy «tcos g cos vjVVfg
~~~~

aV^a2 cos

g

2 + c2 sing 2 * ~ c singV~a2 cosg2+ c2sing2

und ~ at cos gcos oV'Ifg

c sin gV ö2 cos g
2 + c2 sin g

2

Hieraus leiten wir ab

^r= ,ßcosa= ^sinö% y=z £lcosß= B&indt, z— £lcosy=zCs\ndt9

p= COS /— COS f== Z) COS $£ , ^ =. COS ?# — COS 7] — E cos #£

und r=cosn — cos 0=zFcos dt,

wie auch

at sin g cos g(l — cos öl) V^'lfg a2r sing cos g(l— cos<5£)
^ == ^V«2 cos

g

2 + c2 sin

g

2 ~" ~~
«2 cos g

2+ c2 sing2

Hierbei ist k der Winkel VZA , wenn Z F der feste Ver-

tikalkreis ist, von welchem wir die Abweichung des Pols A
rechnen. Ferner ist aber

Q= tcosdt,

und um den Winkel DZV zu erhalten, suchen wir den Winkel

DZA aus der Formel

nn, ä cosC— cos /cos q cosg—cosgcosp

—

pcoso cosg
COSDZA = ~ ;

—

i
= r—

7

=72p-:

—

7,
Qsml osmg /z*sing

weil D= und daher auch pzzzO ist, demnach
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cos DZA = ".
„

Da nun dieser Ausdruck unendlich klein ist, so sieht man
ein , dass der Winkel DZA sehr nahe = 90° und = ZDA
sein wird. Da ferner im Anfange der Winkel ZDA kein

Rechter gewesen ist, so erstreckt sich diese Auflösung, welche

nämlich offenbar nur eine besondere ist, nicht bis dahin. Ue-

brigens sind aber auch diese Schwankungen isochron mit den

Schwingungen eines Pendels, dessen Länge
a2c2

^/(«2 cos£2 f-6-
2sinC2)

ist. Endlich wird, weil Sl= sindtV*A*+ ß* + C* ist,

tWfg(a*cosP+c*smp) . x _& = r . sinot
acVa2 cos £

a + ca sin £
a

Um aber den Drehungspol ö zu finden, haben wir, weil

Ap\-Bq\Cr~§ ist,

Sl cos OD —- (A cos £ +B cos v\ f Ccos 0) sin dt=G sin $£

und SlcosOZ— (Acosl-i- Bcosm-}- Ccos n) sin öt=G sin 6%
also OD=OZ.

Anmerkung
§. 91]. Es ist kein Wunder, dass diese Auflösung keine

allgemeine ist, da nämlich durch die Natur des Körpers, welche

in den Grössen a2 , b2 , c2 und den Winkeln £, rj , ß enthalten

ist, und durch die anfängliche Lage der Axe DF und ihre

Abweichung t von der vertikalen Lage alle Coefficienten A, B,

C, D, E und F nebst der Zahl ö bestimmt werden. Durch sie

wird aber der Winkel ABZ, um welchen der Bogen DA im

Anfange vom Bogen DZ abwich, von selbst bestimmt und

bleibt daher nicht mehr, wie die Natur der Sache es verlangt,

unserm Belieben überlassen. Da wir aber im allgemeinen für

die Grösse u einen zweifachen Werth erhalten haben, von wel-

chem man mit Recht keinen gegen den andern verwerfen darf,

so werden wir, wenn wir beide zugleich anwenden, eine weitere

Auflösung erhalten, wodurch man auch bewirken kann, dass

der Winkel ABZ anfangs einem gegebenen gleich werde. Da
nämlich in den Differentialgleichungen die Grössen oc , y, z, p,

q und r überall eine einzige Dimension haben, so wird man,

wenn man ihnen auf doppelte Weise Genüge leisten kann, für

eine jede Grösse die Summe je zweier Werthe setzen können

und hierdurch eine allgemeine Auflösung erlangen; diess wol-

len wir hier auseinandersetzen.
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Aufgabe 109.

§. 912. Ein mit einer sphärischen Grundfläche versehener

Körper ist auf beliebige Weise unendlich wenig aus der Lage

des Gleichgewichts gebracht, und wird plötzlich losgelassen;

man soll die schwankende Bewegung bestimmen, durch welche

er angetrieben werden wird.

Auflösung.

Behalten wir die Bezeichnungen der vorhergehenden Auf-

gabe bei, so seien, weil wir für

sin g
2 sin rf* sinÖ2_

-tfT + -pr + C2 - *
und cosg2 cosrf2 cosfl2 __ r

!ft? +
a2c2

~ + «262
~

doppelte Werthe für u finden, diese

u=*i%k\- \[%k*-l und M/= i
/aic—Vy4A:

a— £.

Hieraus erhalten wir auch zwei Werthe für ö, welche

ö=:V~2fyu und ö'^STWdü'
sein mögen. Hierdurch erhalten wir ferner für die 6 Grössen

cc, y, z, p9 g und r die folgenden Werthe:

_ GcosCsmdt Hcos£smö't
cc=Slcosa=

l_ (flu
+

1 _ flV
_ 6r cos ?? sin #£ //cos^sino^

2,= &cosf3= j_ 62m +
. !_6V -

^ 6rcosösinoV //cos0sin<5'£
z= a cos y= -

T3ät +—tz^v--
6rW(62—'C

2
) cos 17 COS COS Öt

P= cosl-cos^=
ö(1 _ 62m)(i_ c.2m)

Hut
{b'1— 6*2

) cos ^ cos 6 cos ä'tf

+ ö'(l~6V)(l-cV)
6rW(C2— a2) cos £ cos cos d£

9= cosro- cos*?=
ö(1_ c2tt)(] __ a2M)

Hu'(c2— ß2) cos J cos 6 cos d'£
+ ^(l-cVja-aV)

Gu(a2— b2) cos £cos rj cos $£
r= cos/i—-cosö = «7i ö~wt—^ö

-
^o(l

—

• ahi)(l — b^u)

Hu'(a%— b2) cos £ cos v\ cos <5'£

+
ö'(l— aV)(l— 6V) '

Hier haben wir zwei beliebige constante Grössen G und
//, und es leisten diese Werthe auf solche W7

eise Genüge,
dass, wenn man sie in die Differentialgleichungen substituirt,
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sowohl die mit 6r, als auch die mit H behafteten Glieder sich

getrennt einander aufheben. Ist aber im Anfange für £=0 der

Bogen ZD=zx gewesen, so muss

werden. War ferner im Anfange der Winkel ZDA= f, so ist

cos/— cos£cos? cos£(l — cos?) + p
QQQ f -

;

.— -
1 sinX sin V sing sin X

__ reosg p~ 2sin£ + *sin£
'

also weil X unendlich klein ist,

p= fsinf cosf.

Wird hier nun für p sein obiger £= angehoriger Werth
substituirt, so erhält man eine andere Gleichung, durch welche,

in Verbindung mit jener, die beiden Constanten G und H be-

stimmt werden. Setzt man aber den Winkel VZA~k, so wird

dt(y cos 7] -\- z cos 6)

sing2

deren Integral leicht dargestellt wird. Auf ähnliche Weise er-

halten wir, wenn man die Winkel FZZ?= ja und VZC~v setzt,

dt(z cos + a*cos£)
^ sin ^

2

und
7

dt(x cos f+ y cos r\

CiV= :

—

7& •

smö2

Es ist aber hier angemessen zu bemerken, dass, wenn

62=c2 ist, die zwei Werthe

.1 sin £2 . cosg2
W=^und u =~

ltr +-^
sein werden und dass daher für den erstem der obigen Brüche

Zähler und Nenner zugleich verschwinden. Um die Werthe

derselben aufzusuchen, setze man

1-1 + Ol
6
2~

C2 + *>>

wo co eine verschwindende Grösse ist; alsdann findet man

l
B

co cos 2
, i

sing2
t
cosg2

"^inl2
u—-s+ —;

—

t^- und u'=. —2~

+

Setzt man nun — =/, so dass G=ilco=0 ist, so wird
co

ff cos £ sin«'* Hc*s\nd l
t

o;=acos«= i_ av-"
=

""(a«-c«)cosS
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_ s rt
' /sing2 sin dt H cos ri sin d't

y=Slcosß=
cv cosfj

+
1 _ c

.

2u
, -

/sin g
2 sin dt Ha? cos rj sin <3'£

€2 cosfi (a2—

c

2)sing2

~ /sing2 sin5£ . Hcos6s\nd't
' c2 cos 6 1 -— c2m

_ /sing2 sin dt Ha? cos sin d't
~*

c2 cos<9
+

(a2— c2)sing2

, /sing4 cos dtp~cosl—cos£= 7rk —

^

^ s oc2 cos^cosö
/sin t2 cos £ cos 8t

q rzr COS/72 — COS 17=— j-5 7^
'

1 ' de? cos
Hu'(a*—c2

) cos g cos 6 cos d't

r= cosrc— cosö— -—

~~ Ä'(l-aV)(l-cV)
/sin g

2 cos g cos ä£

de2 cos ??

Hu'(a?— c2)cosgcos^ cos d't
m+

ö'(l— a*u')(l— c*u')
5

hierbei ist
r»2

«3arc*

(1 - «V)(l-cV) ~~
(a2— c2) sin g

2 cos g
2

'

Setzen wir aber

, (Sdc2 cos 7i cos , „ ^hd'(a?—

e

2
) sing2 cos £

[=z r-^ und H= ~-s ->
sing2 azcz

so haben wir, weil

] . . a2 cos

£

2 + c2 sing2 .

«=^ä und M =
-aJtf*

,st>

fl- V^/fr und A/_ V"2/yy( tt
2 cosg2 + c2 sing2)

c ac

und es werden nun obige Gleichungen:

-6ä' sin ff» sind'*
,r= Jicosa= ö

a2

n - -50'cosgcos^sinö'*
y= Slcosß~ -2

—

'

+ <5o cos ö sin dt

~ «»65' cos g cos Ö sin 5^ _- , v ,

2= iSi cos y= ^ (t*o cos ^ sin ot

p= cos £ —- cos f= (8 sin £
2 cos -5£

q= cosm — cos rj=— <5» cos g cos ^ cos $£ + ^5m' cos cos d't

r~cosn— cos6 z=z— &cos £cös0cos*5£

—

^bu* cos v
t
cos d't.

Diese Formeln können ohne irgend eine Schwierigkeit allen

Fällen angepasst werden.
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Zusatz 1.

§. 913. Diese Integrale können noch weiter ausgedehnt

werden, indem x9 y, % und p9 q, r constante Theile aufnehmen

;

ändert man nun die Form der Buchstaben G und H 9 so er-

halten wir:

x= cosf \ß+ &(l—b2u)(l - c*u) smdt f *6(1—6V)(l-cV) sin«'*]

#=:cos^[<£ + <B(l-a*u)(l-c*u)8mdt + #(l—a^Kl—cV^inä'/]
z= cos0[<£ + #(l—^^(l-ft^Jsin^ + ^a-a^tt'Xl—6V)sind'q

"&m(1— a2?j) cos $£
p= $ cos £+ (6

2
•— c2) cos ^ cos 6

*6m'(1 — aV) cos dTf
+ * J

. , o ox c « rtäuCl — 6aw) cos dt

q= £ cos rj + (c2 ~ ft
2)cosfcos0 1 5 :

"bu'{l- b*n*)co8 8't -l+ _
j

* . , o ,m c F @»w(l— caw) cos dt
r=z$ cosß + (a2 - b2)cos£cosril —- j^-

+
J< J

•

Zusatz 2.

§. 914. Man kann auch die beiden Winkel dt und d't um
eine constante Grösse vermehren, und wenn man statt ihrer dt

-f$ und d't-\-i) schreibt; so enthalten die Integrale die sechs

beliebigen Constanten #, f), C£, $, <& und -»6, sie sind daher die

vollständigen Integrale dieser sechs Differentialgleichungen :

a'ldx=2fgdt(r cos ??— q cos 6)

b2dy= 2fydt(p cos — r cos f)

c^dz =:2fydt(q cos f—pcos ^)

/7p= £?£(z cos7j—y cos 0)

«fy= ^(a? cos 6—-zc6sS)

dr = 6^^(;/y cos f — ^ cos ^)

.

Zusatz 3.

§. 915. Wenn der Körper sich anfangs in Ruhe befunden

hat, wie wir in der Aufgabe angenommen haben, so dass als-

dann x— Q, ;?y=0 und 2— gewesen ist; so muss man <£= 0,

$=0 und $=0. setzen, die übrigen Constanten aber durch die

anfängliche Lage des Körpers bestimmen.

Zusatz 4.

§. 916. Setzen wir nämlich für den Anfang, wo £—0 ist,
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die Winkel ZDA=zt, ZDB-^m und Z/>C=tt, so dass wir

nach §. 892. haben :

. ,, . cos 6 . . . cosf
sin(t— itt)=— . » .

— 5 sin(tn— n)= : f~s-,x y sing sin ^
v 7 sin^smö

. , ,N
cos?? „ N

eosjcosi;
sin(lt-— 1)= . ^ .

l

n , cos(J -tu) —— . 9 .
—- ,v ' smfsinö sinfsin^

cos rj cos ö . , --V cos fcos
eos(ltt— n)= ;— . n und cosnt—-1)= . ~. . ^ ;v ' sin?? sin v y sin fsin ö

so müssen die Constanten so bestimmt werden , dass, wenn
für £=0 ZD= v war, man erhält

p= rsinfcosl, <7= r sin^cosw und r := r sin cos it.

Erläuterung.

§. 917. Um die Constanten $, und <*& im allgemeinen

nach dem anfänglichen Zustande der beschriebenen Weise ent-

sprechend zu bestimmen, setzen wir der Kürze wegen

a2 cos £
2
-J-6

2 cos^2 -|-c2 eos 2— Jj

62c2 cosg2+ «2c2 cos rf>+ aHP cos 62= 53

und es sei, um die Rechnung zu erleichtern

(&u cos ct> w . , "bu'co&f) X7—-~X und —^ = Y

.

Nach ausgeführter Rechnung erhält man
$= v sin £ cos £ cos t+

1

4 sin ^ cos tj cosUt f ? sin cos cos H

,

eos9?cosÖ v y
' cosgcosQ v J cosgcosi? v '

(6
2 -e'2)(c2--a2)(a2-62

)
~ '

und %iX-\-u'Yz=z_t^^ _t^o^ ^X^nsn
cos^cosö 7 eosjcosö ' cos£cos?7 7

(&
2— c^)(c^— a2)(«2— 62)

Aus den hier eingeführten Werthen von Xl und 53 erhält

man die obigen

T
'

i* , „ a262 + a2ca + &2c2—

»

hieraus

w= yaff+Vy4£»--.L und u'^faK—ViUKi—L,
also

w+m'^/T und m—m'^Vä2 -^!^
Diese Analyse gilt aligemein, wenn auch dem Körper im

Anfange eine Bewegung beigebracht worden ist, weil wir statt

der Winkel dt und d't hier die öt-\- $ und d't + i) angewandt
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haben. Auf ähnliche Welse, wie wir hier aus der anfänglichen

Lage die Constanten $, und -& bestimmt haben, werden aus

der im Anfange beigebrachten Bewegung für die Grössen x, y
und z gegebene Werthe hervorgehen, und setzt man diesen die,

im Zusatz 1. gegebenen und so, dass wir dt + und d't+ \)

statt dt und d't setzen, ausgedehnten Formeln für £—0 gleich;

so werden die übrigen Constanten (£, $ und fy bestimmt. Diese

verschwinden aber, wie wir schon vorher bemerkt haben, wenn
die Bewegung vom Zustande der Ruhe an beginnt.

Anmerkung.

§. 918. Für den Fall solcher Körper, bei denen b'1= c2

ist, wird

und es »werden sich die Integrale im allgemeinen folgender-

maassen darstellen:

*hö' sing2 sin (d't + t)
)x= (&cos£ ö-

y=<£cosr} + &<5cos0sm(<^-f $) + - ^ —

-

ta * «ä • /** \ .
^d'cos£cos0sin(ö^ + J))

z= Cf;cos0

—

(8o cos rism(ot+ $)-\ ^ -

p=-J?cosf+<£sin£2 eos(6^ + cO

q=z$ cos r\— (B cos £ cos rj cos (dt + #) + *hu' cos 6 cos (d't + f))

r = ^cos d — (S cos £cos 6 cos (dt + #)
— *hu'cos r\ cos (d't + fy).

Ist daher im Anfange, wo 2= 0,

pz=zt sin £eos(, 9= ? sin 97 cos tlt und r= t
4 sinöcoslt;

so findet man
tsin^cosöcosllt — r sin öcos^cosit

u'sm^cost)

^ r sin£3 cosf— r sin ?7 cos £ cos 17 cos tlt— tsin (9cosf cosöcosit
(ö =z — ;

—

z%
sin£z cos#

und
$= v sin £cos f cos t -\- v sin tj cos rj cosm + X sin 6 cos 6 cos it.

Sind aber die Winkel t, tlt und n gegeben, so ergeben

sich auch zugleich die Winkel f, ?y und 0, indem

cos(f— tlt) cos (it — l) cos(nt — n)cos(f— in)
COS £

2= --T-77 r—.—

7

TT > COS W2 = -7—7
; . ' £ ,

sin (l— in) sin (n— l) ' sin(m — n) sin (f— m)
^_ cos (it — cos (11t— n)

COSÖ2=:—7—7 / . >
— r,

sin(it ~0 sin(tu— it)
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• *»— — cogQw— tt) c? _ — cospt— I)

sin£ — sin(l— m)sin(it— l)' V ~~ s™ (m— n) sin (l-m)
und . „„ — cos(J — m)

sin ß2 = ——

7

j^—.—t
— r •

sin(n—l)sin(m— n)

Ans diesen Formeln schliesst man, dass

sinf cos£cosl -f- sin v\ cos^cosm + sinöcosöcosit= 0,

also die oben bestimmte Constante $ immer = ist. Auf
ähnliche Weise hat man

sin£cos( sin^costtt sind cos n _ n
COS?]COS0 COs£cOS# COSfcOS?]

'

wesshalb die oben bestimmten Werthe der Coeffieienten sich

viel einfacher ausdrücken lassen, so dass die Buchstaben iX

und ]£ ganz ausfallen.

Diess gilt im allgemeinen, auch wenn nicht 62= e2 ist.

A ufg abe .110.

§. 919. Ein mit einer sphärischen Grundfläche versehener

Körper hat zwei gleiche Hauptaxen und es wird ihm, der un-

endlich wenig aus der Lage der Ruhe abgelenkt ist, eine be-

liebige sehr kleine Bewegung beigebracht; man soll die Fort-

setzung der letztern bestimmen.

Auflösung.

(Figur 124.) Es sei ID des Körpers Axe des Gleichge-

wichts, welche durch den Mittelpunkt der Trägheit / und den

Mittelpunkt der Grundfläche G geht, es liege dieser höher als

jener, wobei ihr Zwischenraum GI=.f ist. Es sei ferner IA

die besondere Hauptaxe des Körpers und in Bezug auf sie das

Moment der Trägheit = Map, in Bezug auf alle, auf diese nor-

malen Axen aber sei es = ü(/c2 , und da man sie alle auf gleiche

Weise für Hauptaxen halten darf, nehme man die eine IB auf

der Verlängerung des Bogens DA an, die andere wird alsdann

IC sein, so dass der QuadranJ -AC auf AD normal, also auch

DC ein auf AD normaler Quadrant ist. Setzt man demnach

den Bogen DA= & so wird DB— 97= £+90° und DC^6=%°.
Im Anfange aber, wo £— ist, sei der Bogen DZ— t und

der Winkel ZDA=zl gewesen, alsdann wird ZDB=m=t und

ZDC=tt=l -f-
90°. W7

ir erhalten daher aus den vorhergehen-

den Formeln:

] , a2 cosg2 + c2 sin£2 . V<2fg
*=^> « = aw j 8=-r~'
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* V"2/V/(a2 cos £
2+c2 sin £

2
) .

ac

ferner ergibt sich aus dieser anfänglichen Lage J?= 0,

V sin £cos l=(& sing2 cos a, also @= ~

—

ö-~—;*

tcos £cosf=&cos£sinf cos#
i - • ir / / • e. ^ i •

tsinf
und — tsini= '^M sinfcos^ oder *&=

—

^'sinf cosf)

Ist ferner anfangs dem Körper eine Bewegung um die Axe
IG, mit der Winkelgeschwindigkeit = £ im Sinne ABC beige-

bracht worden, wobei OA=a, OB==b und OC=c ist; so muss
WsinJ^sinf;

e cos a= (£ cos £— ~2 *

^d'eosf sinfsinf)
£cos&=— (Esing— a

und £cosc= (55sin£sin0

sein. Hieraus erhalten wir

f[aa cos a cos£— c2 cos 6 sin f]= <£[a2 cos £
2 + c2 sin £

2
]

und
[sm£" oos £

2~ +
Es wird demnach

f[«2 cosacos £—

e

2 cos fc sing]
®"" ^cos^+^sinf2 '

^ s cos t

ösin£sm#

und __ £[cosflsingf cosftcosg]^-~
dVsingsinr;

'

ferner

scosc: , A r ffcosasinf +cos&cos£]
b/J öt cosi ö 7 ö'rsinl

also sind die Winkel # und f), und hierdurch die Zahlen (5 und
*»& bekannt.

Nachdem wir nun diess bestimmt haben, halte der Körper

nach Verlauf der Zeit t die in der Figur dargestellte Lage ein

und es sei ZD=q, ZA=zl, ZB—m und ZC^n; fernersetze

man cos/= cos£-fp, cosm= cos^ -f- q und cosw= cosÖ + r

oder cosm=:— sing-f-*/ und cos?z— r. Ferner drehe sich der-

selbe jetzt um die Axe 10 mit der Winkelgeschwindigkeit ==Sl

im Sinne ABC, wobei OA~u, OB=ß und OC=y ist, aus-

serdem setzen wir £lcosa~x , £lcosß= y und Slcosy=z;
alsdann haben wir nach §. 918.

:
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£Cosg[a2 cos<teosg—c2 cosftsing] d'rsing sinf sin(6"H-f))

«2 cos g
2 + 6'2 sing2 ' a%'cosf)

£sing[a2costtcosg-- c2cosftsing] d'rcosgsinlsin^'Z-f j))

^~~"
a2 cos g

2
-f-c

2 sing2 c2w'cosf)

und
_ <5tcosfsin(<^+<0
Sl cos y= — ^

' COS0

ferner r sing cos l cos (<5Z-|-a)

r cos 5
X cos g cos f cos (6t + $)

ß, -_. i_
COS0

und tsinf cos(<5'/-f-:r))

cost)

Hieraus erhalten wir nach §. 903.

— 4 /"cos l
2 cos (^ + ^)

2 sinPcos^^+g)2

e— r\ Cos$2 ~ +
eosr)2

ferner aus dem Dreieck AZD
Anr* cos/— eosgcoso /J + Vae2 cos£ p

cosADZ = .
s.

. =- -

. c.
= -

. >?
singsing psing (>sin£

indem das Glied ff .
fr

verschwindend klein wird. Hiernach
2 sing

wird _____

*^r, cosrcos(^+ ^)4/"cosI2cos(^+A)2
. sini2 co~s(ö^+J;)2

cosADZ^ ——^ J^ »~

^oTp '

und daher cosfltfflcosQ^-fO)
tgA/>Z-

cosr;cos(^ + ö)

•

Ausser dem Bogen DZ~q und dem Winkel ADZ muss

man aber auch den,, vom festen Vertikalkreise ZX gezählten

Winkel XZD kennen. Es ist aber DZA=z\80°—ABZ oder

.tgDZA— \ ,*,. , , tgf,b cos 1) cos (o't -f 0)
ö

da im Anfange DZA= 180° -I und tgDZA=—tgl war. Setzt

man hieruuf aber den Winkel A'Z^4=:A, so wird (§.912.)

dt(y cos r\ ~{- z cos 0) ^ ydt

sin g
2 sin g

also

__ £?[a2 cosacosg<—

c

2 cos fi sing] fcosgsinf cos,#'£-|- fj)
k

* a2 cos

g

2 + e?
2 sing2 c2w'singcosf)

Wenn wir nun annehmen, dass im Anfange der Winkel

XZD verschwunden sei, so war damals

;l= 180°— *;
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es wird daher die hier eingetretene Constante

cVsinf
und so

o >n ^ gf[a2 cosflcosg-~c2 cos)(Jsinj;]
~~

a1 cos £
2 + e2 sin £

2

_i
ycosgsinl / cos (ö't + t)) \
c2-M'sin£ \ cosf) y

Hieraus folgt

XZD=zl-DZA,
und man kennt daher zur Zeit t die Lage des Körpers voll-

kommen, so wie in dieser Bestimmung auch zugleich die Be-

wegung des Körpers enthalten ist.

Zusatz 1.

§. 920. Verschwindet die dem Körper im Anfange beige-

brachte Bewegung, so ist $—0 und l)=0, und wir erhalten:

_ ö^rsinf sin f sin o"^

azu

_ . d'tcosfsinfsinö^
y=acos/?= ^
z — ß cos y= öx cos l sin dt

p z=z v sin £ cos l cos <52

<7= r cos Jcosf eosd£

r~—tsinf cosd'tf

tgJl>Z= tg (ISO» - DZA)=^- tg f

Und ^-180o-I +Ä^(i_eosö'0.1

e2w'sm£ v y

Zusatz 2.

§. 921. Ist aber dem Körper im Anfange eine Bewegung
mit der Winkelgeschwindigkeit s beigebracht worden, so muss

diese nicht viel grösser als x sein. Wäre nämlich - eine über-

grosse Zahl, so würden die W7
inkel # und i) fast =90°, ihre

Cosinusse also nahe =0 und die Zahlen p, q und r zu gross

werden, als dass sie, wie die Natur der Auflösung es erfordert,

als sehr klein angesehen werden könnten. Der Bogen ZD= q

soll nämlich immer sehr klein sein.

Zusatz 3.

§.922. Dsl Sl= V
r
^2

+?y
2 + 22 ist, so kann der Körper
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nur dann zur Ruhe gelangen, wenn jede der drei Grössen x,

y und % für sich verschwindet. Hat ferner auch der Körper

von der Ruhe ab sich zu bewegen angefangen, so ist es doch

möglich, dass er hierauf niemals zur Ruhe zurückkehrt und

diess wird selbst immer eintreten, wenn nicht entweder sinf

= oder cos 1=0 ist; alsdann wird auch die natürliche Axe
des Körpers DF niemals in die vertikale Lage kommen.

Zusatz 4.

§. 923. Da v eine sehr kleine Grösse ist, so wird, wenn

der Körper im Anfange keine Bewegung empfangen hat, also

£= ö ist, mit hinreichender Genauigkeit

A= 180°— r.

Der Winkel XZA wird also constant bleiben und die Be-

wegung der Axe 1A so beschaffen sein, dass sie sich auf dem
Bogen ZA bald dem Scheitelpunkte Z nähert, bald von ihm

entfernt. Es wird aber

AZ—l*—rcos*cosöY
und der Winkel

„ . ^ tsinlcosö
>/
/

ZAD = r—r~— .

sin£

Zusatz 5.

§. 924. Im allgemeinen wird aber, wenn dem Körper im

Anfange eine beliebige Bewegung beigebracht worden ist,

\7A i iQno i

<a2 cosftcosg--c2 cosri sinri
f

es wird also der Bogen ZA gleichförmig um den Scheitelpunkt

Z herumgeführt. Da aber

s\x\AD:smDZA=zsmZD:smZAD=^ZD:ZAD}

so wird

ZAD==
ts\nUos(8't+M

sin £ cos X)

und der Bogen

^ cos#

Setzt man nun statt $ und i) ihre Werthe, so erhält man

. X sin l cosd't s[cos a sin f+ cos fc cos f] sin d't

smf o'sinf

und

ZA=:£— t'coslcosof -\ -^
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Anmerkung 1.

§. 925. Diese drei letzten Formeln, welche die Winkel

XZA, ZAD und den Bogen ZA darstellen, enthalten die ganze

Auflösung der Aufgabe. Können wir nämlich diese drei Grössen

zu jeder Zeit angeben, so wird uns die Lage des Körpers voll-

ständig bekannt. Substituten wir demnach für d und <5' die

oben gefundenen Werthe, so ist die ganze Auflösung der Auf-

gabe in diesen Formeln enthalten

:

vzj — iqao r
£t[a

* cos a cos g- ca cos 6 sin g]JLAA-IW —l-
a^cosP + c*sm? _

„ , * r tVZfy ,
sc cos c . tV'2fy

ZA==£~tcoslcos -—**+ T7=fr sin
o

<* y ifff
c

„ 4T^ x sin i tV2fg(ü* cos g
2 + c2 sinl2)ZAD~ .

fr
cos—-^

smf
eacFcosasinf+ cos&cosgl . tV%fq(a? cos

£

2
-f c2 sing2)

sin tV~2fg(a* cos £
2+ c2 sing2

)
«c

Sind daher alle Momente der Trägheit einander gleich, d.

h. ist a*=.c2
, so wird

XZA= 180° - 1 — £*[cos * cos£— cos & sin £j

ZA=£— tcosfcos — -f , sin —
_c V2^ c _

r*j,^ r sin l tVIfq scfcosrtsin £+cosfccos£] . tST'lfg
ZADz=z—r-z cos —

. , Arcrö-
— sin—-—

,

smg c sm t\2fg c

in welchem Falle die Lage des Punktes A ganz beliebig ist.

Anmerkung 2.

§.926. Der Gegenstand, welchen wir in diesem Kapitel

besonders zu entwickeln unternommen haben, nämlich die

schwankende Bewegung der Körper mit sphärischer Grundfläche

haben wir vollständig durchgeführt/wenn nur die Schwankun-

gen so klein als möglich sind, eine Voraussetzung, welche man

auch in der Lehre von den Schwingungen aufzustellen pflegt.

Die im §.913. u. d. f. dargestellten Formeln enthalten nämlich

die vollständige Auflösung dieser Aufgabe, wenn man nur dort

die Winkel dt und d't um die Constanten £ und {) vermehrt.

Die Constanten aber aus dem anfänglichen Zustande zu bestim-

men, haben wir im §.917. gelehrt, welche Arbeit bedeutend

durch die am Ende des §. 918. hinzugefügte Anmerkung erleich-

tert wird. Wir wollen daher nun zur Auseinandersetzung der

Bewegung cylindrischer Körper fortschreiten.

34
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Kapitel XIX.

Von der Bewegung cylindriseher Körper auf einer

horizontalen Ebene.

Lehrsatz 11.

§. 927. Während ein eylindrischer Körper sich auf einer

horizontalen Ebene bewegt, ist der Druck , womit er sich auf

die letztere stützt, vertikal und geht durch den Mittelpunkt

eines jeden auf die Länge normalen Schnitts des Cylinders.

ß e w eis.

Der cylindrische Körper liegt auf der horizontalen Ebene

längs einer geraden Linie, welche der Axe des Cylinders pa-

rallel ist und in welcher die den letztern unterstützenden Kräfte

sich befinden; dabei ist es möglich, dass diese Kräfte über

jene ganze Ebene zerstreut sind. Da sie aber alle auf die ho-

rizentale Ebene normal, also vertikal und unter sich parallel

sind, so wird es eine einzige, jenen allen gleichgeltende, Kraft

geben, deren Richtung gleichfalls vertikal ist und auf einem

bestimmten Punkte der Berührungslinie steht. Wird daher in

diesem Punkte der Cylinder normal auf seine Länge geschnitten,

so wird der Schnitt ein Kreis sein und die allen gleichgeltende

Kraft, weil sie in diesem Schnitte und dem Berührungspunkte

vertikal steht, durch den Mittelpunkt gehen. Wenn demnach
dieser Schnitt nicht durch den Mittelpunkt der Trägheit des

Körpers geht, wird sich auch die mittlere Richtung des Druckes

nicht in einem, durch diesen Punkt normal auf die Länge ge-

legten, Schnitte befinden.
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Erläuterung.

§. 928. Wir betrachten daher hier cylindrische Körper, in

welchen man zuerst ihre Axe als eine geometrische bezeichne,

ferner seien alle normal auf dieselbe genommenen Schnitte ein-

ander gleiche Kreise, so dass der Körper ein gerader Cylinder

ist, dessen Bewegung, während er immer auf einer horizontalen

Ebene liegt, wir erforschen werden. Liegt der Mittelpunkt der

Trägheit in der geometrischen Axe, so wird sich der Cylinder in

jeder Lage im Gleichgewicht befinden. Ist diess nicht der Fall,

so betrachte man den Schnitt des Cylinders, welcher normal

auf die Axe durch seinen Mittelpunkt der Trägheit / gelegt

ist und dessen Mittelpunkt sich in G befindet (Figur 125.) ; als-

dann ist für den Zustand des Gleichgewichts erforderlich, dass

die gerade Linie Gl vertikal sei; es gibt demnach eine dop-

pelte Lage des Gleichgewichts. In der einen befindet sich der

Mittelpunkt der Trägheit / unterhalb, in der andern oberhalb

G; jene wird die stabile, diese die labile genannt. In

jeder Lage des Cylinders ist aber die geometrische Axe hori-

zontal und liegt vertikal über der Berührungslinie. Ferner muss

man drei mechanische Axen des Cylinders kennen, welche,

wenn wir eine jede beliebige Vertheiiung der Materie zulassen,

beliebig von der geometrischen oder längs der Länge gezogenen

Axe verschieden sein können, und von deren Lage die Be-

stimmung der Bewegung am meisten abhängig ist. Durch den

Mittelpunkt der Trägheit / denke man sich auch eine, der geo-

metrischen Axe parallele, gerade Linie gezogen, welche mei-

stentheils eine Hauptaxe zu sein pflegt und immer horizontal

bleibt. Nachdem man dieses bemerkt hat, bemerke man ferner,

wie auch der Cylinder auf der horizontalen Ebene liegen mag,

in dem durch den Mittelpunkt der Trägheit / gelegten Schnitte

LMFN den Punkt T, in welchem dieser Kreis die horizontale

Ebene berührt. Hierauf bemerke man auch gehörig den diesem

parallelen Schnitt, in welchem sich die mittlere Richtung aller

Druckkräfte befindet, welche nämlich der geraden Linie TG
parallel sein wird. Je nach, dem die Grösse des Drucks und der

Abstand des Schnitts, in welchem er sich befindet, von dem
durch den Mittelpunkt der Trägheit gelegten Schnitte unbekannt

sein wird, wird man sie hierauf erst durch die Bewegung be-

stimmen müssen; indem diese Kraft zu bewirken hat, dass die

Längenaxe des Cylinders immer horizontal bleibe und der letz-

tere auf der horizontalen Ebene aufliege.

34*
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An merkung.
,

§, 929. Bei diesen zu erforschenden Bewegungen ist es

nicht nöthig, dass der ganze Körper eine cylindrische Gestalt

habe, sondern es reicht hin, wenn er an den Steilen, mit wel-

chen er auf der horizontalen Ebene liegt, eine solche Form hat.

Hierher gehören demnach die Bewegungen aller der Körper,

welche in cylindrische Grenzen ausgehen, mit denen sie auf

gleichhohen horizontalen Ebenen beiderseits aufliegen, während

zwischen ihnen die Last des Körpers eine beliebige Ausdeh-

nung haben mag, wie diess bei den Wiegen der Fall ist,

welche durch eine schwankende Bewegung über Grenzen, die

man als Kreise ansehen darf, angetrieben werden. Ferner ist

hierher zu zählen die Bewegung solcher Pendel, welche nicht,

wie wir oben angenommen haben, um eine lineare Axe, sondern

um eine materielle und auf jeder Seite in einen Cylinder aus-

gehende Axe schwingen, während diese Cylinder auf horizon-

talen Ebene liegen, zwischen welchen die Masse des Pendels

herabhängt. Wenn auch in diesen Fällen die mittlem Durch-

schnitte keine Kreise sind, so darf man doch jene zwei Durch-

schnitte, in deren einem der Mittelpunkt der Trägheit, in deren

anderm aber die Kraft des Druckes sich befindet, als Kreise

betrachten, weil die Figur nur insoweit in Betracht kommt, als

der Körper auf der horizontalen Ebene aufliegt. Wenn ferner

solche Körper auch keine ganze Umwälzungen ausführen, so

ist es nicht einmal nöthig, dass ihre ganzen Grenzen cylindrisch

sind ; sondern es reicht hin, wenn der Theil derselben, an wel-

chen die Berührung erfolgt, eine solche Gestalt hat, deren

durch den ganzen Körper ausgedehnte Längenaxe wohl zu be-

merken angemessen ist. Diese Behandlung erstreckt sich dem-

nach auf sehr viele Fälle, und man hat in Betreff dieser Bewe-

gung zuerst festzuhalten, dass der Mittelpunkt der Trägheit

von den antreibenden Kräften nur in derselben vertikalen gera-

den Linie eine Bewegung annehmen kann. Es wird daher

keine horizontale Bewegung erfolgen, wenn er diese nicht von

aussen her empfangen hat, diese wird er aber dann gleichförmig

verfolgen und da hierin keine Schwierigkeit liegt, werden wir

dieselbe hier nicht beachten.

x\ufgabe 111.

§.930. Ein cylindrischer Körper bewegt sich auf einer ho-

rizontalen Ebene und es ist der Druck gegeben, mit welchem
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er sich auf jene stützt; man soll die fortschreitende Bewegung
des Mittelpunktes der Trägheit des Körpers bestimmen.

Auflösung.

(Figur 126.) Durch den Mittelpunkt der Trägheit / werde
ein, auf die Axe des Cylinders normaler, Schnitt gelegt, welchen

man, mag nun der Körper ein continuirlicher Cylinder oder nur

mit eylindrischen Enden versehen sein, als einen den Grundflächen

gleichen Kreis LMFN ansehe, dessen Mittelpunkt in G und Mit-

telpunkt der Trägheit in I liegt, wobei der Zwischenraum Gl~fist.

Im Zustande der Ruhe halte daher die gerade Linie LIGF eine

vertikale Lage ein , in welcher der Mittelpunkt der Trägheit /

über dem Mittelpunkte des Kreises G in der Figur dargestellt

wird; liegt er tiefer, so hat man den Zwischenraum Gl=f ne-

gativ zu nehmen. Nun entspreche aber die Berührung dem
Punkte T, so dass eine auf die Ebene des Kreises in T nor-

male gerade Linie die in die horizontale Ebene Hh fallende

Berührungslinie ist. Zieht man daher durch den Mittelpunkt

des Kreises die gerade Linie T1GT nach dem Berührungs-

punkte T, so wird dieselbe der Richtung des Druckes, wodurch

der Körper von der horizontalen Ebene zurückgetrieben wird,

parallel sein. Diese Kraft, in welchem andern beliebigen

Schnitte sie sich auch befinden mag, setzen wir = JT und be-

trachten sie als bekannt. Es sei ferner das Gewicht des Cy-

linders = M, der Radius des Kreises GF=GT=ze und der

Abweichungswinkel üGL=q; alsdann wird die Erhöhung des

Mittelpunktes der Trägheit / über dem Horizont, oder IP=e
-{-fcosQ, wir setzen dieselbe = v. Weil wir nun nach der

fortschreitenden Bewegung forschen und die Schwere abwärts

längs IP mit der Kraft= 31 antreibt, denke man sich die Kraft

des Druckes U im Mittelpunkte der Trägheit / aufwärts längs

IV angebracht; so dass die ganze abwärts treibende Kraft

= 31—11 und die zu bewegende Masse = M wird. Nach den

Principien der Bewegung haben wir daher

2q(M—n)dt* . II - ddv
ddv=--± s -> also

Jl
= l + iI

-m
und n^l+fi^q (§.884);

durch diese Gleichung wird der Winkel IIGL= q, und hier-

durch die Höhe des Mittelpunktes der Trägheit /P=e + /coso

bekannt. Ist nun dem Körper keine horizontale Bewegung bei-
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gebracht worden, so wird der Punkt / nur auf der geraden

Linie PIV auf- oder niedersteigend angetrieben, so dass der

Punkt P fest bleiben würde und es wird der Berührungspunkt

T hierdurch bestimmt, weil PT=fsing ist. Hat aber der

Körper eine horizontale Bewegung empfangen, so wird er diese

beständig gleichförmig und geradlinig beibehalten, und die Be-

wegung des Punktes / aus dieser gleichförmigen, geradlinigen

und horizontalen, und jener vertikalen Bewegung zusammenge-

setzt sein.

Anmerkung.

§. 931. Ausserdem kann aber in diesem Körper eine drehende

Bewegung erzeugt werden, und zwar so, dass so wohl der Punkt

G als auch eine auf den Kreis L31FN in G normale Linie,

welche die eigentümliche Axe des Cylinders ist, beständig in

derselben horizontalen Ebene bleiben. Um diese drehende Be-

wegung zu untersuchen, lassen wir die fortschreitende Bewe-
gung zur Seite und betrachten den Mittelpunkt der Trägheit /

als in Ruhe. Ist um diesen eine Kugel beschrieben, so wird

in derselben der Kreis LMFN immerwährend vertikal sein und
zieht man auf ihn eine normale Linie durch /, so wird diese

die Längenaxe des Cylinders sein. Beobachtet man diese Be-

dingung, so kann man alle drehenden Bewegungen, deren der

Cylinder fähig ist, leicht in einer Figur darstellen. Hier muss
man aber vor allem die Lage der Hauptaxen gehörig beachten

und die, aus der Kraft des Drucks entspringenden, Momente
in Bezug auf sie bestimmen.

Aufgabe 112.

§. 932. Ein auf einer horizontalen Ebene aufliegender cy-

lindriscber Körper hat eine beliebige Lage, und es ist so wohl
der Druck II als auch der Queerschnitt des Cylinders, in wel-

chem er sich befindet, gegeben; man soll seine Momente in

Bezug auf die Hauptaxen bestimmen.

Auflösung.

(Figur 127.) Der durch den Mittelpunkt der Trägheit /
normal auf die Länge gelegte Schnitt des Cylinders falle in

die Ebene des Papiers, in welcher die gerade Linie 1Z normal
ist und die gerade Linie LIG durch den Mittelpunkt dieses

Schnittes G geht, so dass der Abstand GI=f und der Win-
kel Z1L=q ist. In G errichte man auf die Ebene des Papiers
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die Normale GH bis zu dem Durchschnitt, in welchem die

Kraft des Druckes II sich befindet und es sei der Zwischen-

raum GH=k. Wir haben nun oben gesehen, dass

und dass die Richtung dieser Kraft Hü vertikal, also parallel

1Z ist. Nun denke man sich mit einem beliebigen Radius =1
um den Mittelpunkt der Trägheit / eine Kugel beschrieben,

auf deren Oberfläche die Punkte A 9 B und C die Richtungen

der Hauptaxen des Körpers angeben , und man setze zur Be-

stimmung dieser Punkte die Bogen LA= £ 9 LB—r} und LC
==0-, eben so ZA= l, ZB=m und ZC=n, wobei ZL= q ist,

wie auch die Winkel ZLA= f, ZLB= $ und ZLC=r). Es

ist demnach
cos /'= cos £cos q + sin fsin q cos f

cosm= cos 7j coso + sin i\ sin o cos

und cos n= cos cos q + sin sin q cos f) .

Nun zerlege man zuerst die Kraft //IT— IT nach den, den

Hauptaxen parallelen Richtungen, welche Zerlegung eben so

angestellt wird, als wenn diese Kraft im Mittelpunkte / nach

der Richtung IZ angebracht wäre. Es entspringen aber hier-

aus die Kräfte:

längs IA= Ilcosl, längs 1B—II cos m und längs IC=IIcosn,

welche aber jetzt im Punkte H angebracht zu denken sind.

Zieht man nun die gerade Linie ///, welche =V/2+ ^2 se'n

wird und die Kugel in F schneidet; so wird

ig GIH=j
und der Bogen LF mit ZL den Winkel ZLF=90° bilden.

Man setze den Bogen XF=e, alsdann wird

f
/*==—/tge und IH——-1—-

,
' ö cos e

so dass man statt des Abstandes GH~h bequem den Bogen

LF=c in der Rechnung beibehalten kann. Nun muss man

aber untersuchen, auf welche Weise die gerade Linie IF gegen

die Hauptaxen geneigt ist, welche Neigung durch die Bogen

FA, FB und FC bestimmt wird; man findet aber

cos*4F=: cos£cos c -f- sin £ sine sin f,

eosJ5F= cos?; cos c + sin t\ sin esin#

und cos CF~ cos cos e -f sin sine sin I).

(Figur 128.) Es stellen nun die unter sich normalen Linien
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IA, IB und IC die Hauptaxen des Körpers dar, zwischen wel-

f
chen die gerade Linie IH=z -— liegt; alsdann werden die

diesen Axen parallelen Goordinaten für den Punkt H sein :

nS=zIHcosAF s NM=IHco$BF und MH=IHcosCF.
Ferner werden die in H angebrachten und diesen Axen

parallelen Kräfte

Ha= ITcosl, Hb= IIcos m und Hc~IIc.osn,
woraus in Bezug auf die Hauptaxen sich folgende Momente
ergeben

:

in Bezug auf IA im Sinne BC=II.IH[cosncosBF—cosmcosCF]

„ „ „ IB „ „ CA=n.IH[coslcosCF— cosncosAF]

„ „ „ IC „ ,, AB= n.IH[cosmcosAF-—coslcosBF].
Diese Momente haben wir oben (§. 813.) durch die Buch-

staben P, Q und R bezeichnet, und substituiren wir die vorher

dargestellten Werthe, so erhalten wir:

TJfP= [sin e cos Q(s'm g sin r\ cos 6— sin t) cos rj sin 0)

-f cos e sin o (cos f) cos rj sin 6— cos £ si n r\ cos 6)

+ sin r\ sin sin c sin o (sin $ cos f) — cos sin f))].

Es ist aber
. , . , ,. cos£

sin a cos t)— cos a sin l) = sin (a— l)) = : t—t- ,v ' j / ^ // sin^sinö

sin£ sin r\ cos — sin!) cos^sin0=rcosfsin£

und cosf; cos rj sin — cos 5 sin?/ cos = sin f sin £;

so dass wir sowohl für P, als auch nach der Analogie für Q
und R folgende Werthe erhalten:

UfPz= •—--[cosfsinfsinecosp -f sinfsin£cosesin@— cosjsinesin^]

JTfQ= [cos^sin^siuecoso -f sin^sin^cosesino— cos^sinesinp]

Tlf
Rz=z ——— [cosfjsinösinecoso -f-sinfisinöeosesino— cosösinesinpl

cos ? L s s *J

Zusatz 1.

§. 933. Da —ftgc~h ist und h den Zwischenraum GH
bezeichnet, um welchen der Durchschnitt, worin der Druck fällt,

von dem Durchschnitte, worin der Mittelpunkt der Trägheit

sich befindet, nach innen zu entfernt ist; so wird

P=— il/sinfsin £sin@ ~f-^(cosfsin fcos@— cos^sin^)

Q~— ^/singsin^sin^-flZ/?, (cos£ sin rj cos q— cos rj sin q)

R=— Hfs'm i) sin 6 sin q +nh (cos I) sin 6 cos q— cos 6 sin q).
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Zusatz 2.

§. 934. Während man demnach die Bewegung des Körpers

bestimmt, hat man nicht nur die Grösse des Druckes H, son-

dern auch den Zwischenraum GHz=h zu ermitteln, um so den

Ort zu erhalten, an welchem die mittlere Richtung des Druckes

angebracht ist.

Erläuterung.

§. 935. Die Relation zwischen den Bogen f, t\ und und

den Winkeln f, #, f) ergibt ausgezeichnete Eigenschaften, unter

welchen die in der i^uflösung angewandten Substitutionen ent-

halten sind. Zuerst finden wir, zur Bestimmung der Unter-

schiede jener Winkel:

,„ , COS fCOS 7] ,
.. COS17COS0

cos(f— a)~-— . c. .
—-> cos (a — f)) =— ~— » /> >u *' sinf sin ??

x* u sin 7] sin

cosf cos . ,„ . cos0
cos (f) — f)— ~ * • 9- • n » sin(f— a)= . ^ .— >v/ w sinfsm0 *' sinf sin??

. , ^ cosf . . ., _ . COS 17

sin(a — f))=—— r-^- und sinn; — f)=:

—

. ^ . n *
v* 7/ sin 97 sind v/ f/

sin f sin

Hierdurch können die Winkel und f) auf den Winkel f

reducirt werden, weil £= f.— (f— #) und f)= f-|-(f)— f) ist;

man erhält demnach
— sinf cosfcos w-f- cosf cos0

v sing sin 7]

. — sinfcosfcos0— cosfcosw
sm b= t—t—.—-p. ,' sinfsin0

— cosf cosfcos 7\— sinf cos
cosa= . ,, .

>* sinfsin??

— eosfcosf eos0 + sinf cos ?7

COS i)
~

* <. » a • •
7 sinf sin

Verbindet man je zwei dieser Gleichungen mit einander

und eliminirt entweder cosf oder sinf, so erhalten wir die fol-

genden Formeln :

I) sinf sin £cosf+ sin # sin j? cos ?7-f- sinf) sin cos 0=0
II) eosfsinf cosf + cos^sin^ cos^ + cosf; sin0eos0:=O

III) sinf sinf == -- eos#sin??cos0 -\- cosf) cos 97 sin

IV) sin ^ sin?; — — cos f) sin cosf+ cosfcos sinf

V) sinf) sin = —cosf sinf cos i\-\- cos £ cosf suht,

VI) cosf sin £= sin sin t\ cos — sin f) cos t\ sin

VII) cos sin ??= sinf) sin cosf— sinfcos0sinf

VIII) cos f) sin == sinfsinfcos t\— sing cosf sin??

IX) sin fcos fsin f
2 + sin g cos g sin 7f + sin I) cos f) sin a=
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X) sinf2 sing2 + sin$2 sin^2 +sin^2 sinÖ2= l

XI) cosf2 sing2 + cos02 sin^2+ ops()2 sin^2=l.
Vermittelst dieser Formeln kann man die Gleichungen, auf

welche die Bestimmung der Bewegung geführt wird, vereinfachen.

Aufgabe 1 13.

§. 936. Wenn ein beliebiger cylindrischer Körper sich auf

irgend eine Weise auf einer horizontalen Ebene bewegt, soll

man die Gleichungen darstellen, durch welche zu jeder Zeit

seine Lage und drehende Bewegung bestimmt wird.

Auflösung.

(Figur 129.) Es bleiben die Bezeichnungen dieselben wie

in der vorhergehenden Aufgabe, und man betrachte den Mittel-

punkt der Trägheit / als in Ruhe. Um ihn sei eine Kugel be-

schrieben, deren Scheitelpunkt Z und fester Scheitelkreis ZDX
ist, auf welchem letztern die centrale Linie IL anfangs die

Lage ID eingehalten habe. Nach Verlauf der Zeit t gelange

sie aber nach L, und man setze den Bogen ZL=q und den

Winkel XZL= y>, ferner bestimme man die Lage der Haupt-

axen, deren Pole in A, B und C liegen, so dass die Bogen

LA— £, LB=r] und LC=Q, und die Winkel ZLA= f* ZLB
=£ und ZLC~f) werden, welche Grössen constant sind. Durch

sie und den veränderlichen Bogen ZL= q werden die Bogen

ZA=zly ZB=m und ZC=n so bestimmt, dass man hat

cos/= cos £coso + cosf sin £ sin £

cos?/i= cos 7} cos o -f- cos g sin 7] sin o

und cos n= cos 6 cos q + cos f) sin 6 sin o.

Sind nun Ma*,.Mb* und Mc* die Momente der Trägheit

des Körpers in Bezug auf die Hauptaxen IA, IB und ICS wo-

bei M die Masse des Körpers ist, ferner n der Druck und

steht der Schnitt, in welchem dieser sich befindet, von / nach

innen zu um den Zwischenraum =^s ab; so ist der letztere

veränderlich und es muss in den obigen Formeln s statt h ge-

schrieben werden. Es drehe sich nun der Körper um den Pol

O mit der Winkelgeschwindigkeit =Ä im Sinne ABC, und indem

man die Bogen OA=za, OB — ß und OC=y setzt, sei Slcosa

=zx 9 £lcosß=y und £lcosy=zz. Wir haben nun zuerst die

Gleichung

hierauf aber die drei Gleichungen (§. 806.)

:
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a2dx-\-(c2 —~b 2i)yzdt~ j^dt sin f sinf sino

. 2llsq _ r * . c . , .+ ~-^tt£[C0Sfsin£C0S0---C0Sf SIIlp]

22T/V7
6%/ + (a?-?-c2)a:zdt=— ^ 'i/£sing sin rj sin o

+ ~-iHf dt [cos $ sin 7} coso— cos^sino]

c^dz -f- (b^—a^xydt= -^ df£ sin f) sin sin o

+ ~*m^^ [cos f) sin cosq — cos sin q] .

Ausserdem haben wir (§.808.) die drei Gleichungen:

dl. sin/= dt[y cos w— z cos m]= J^[cos £sin q— cos fsin£cos q]

dm.swm= dt[z cos /— x cos n\ .= dq\cos rj sinp — cos 5 sin 7/ cos q]

dn.s\iin— dt\a:cosm~~ycosl]=:dQ[cosOs\nQ — cosljsinöcosp],

von denen es genügt, nur je zwei zu nehmen, so dass sechs

Gleichungen übrig bleiben, durch welche man ebenso viele ver-

änderliche Grössen x, y, z, ff, s und q zu einer gegebenen

Zelt t bestimmen muss. Setzen wir endlich die Winkel XZA=X,
XZB= p und XZC=v 9 so wird

dXsin /
2= — dt{y cosm + z cos n) ,

welche eine Gleichung aufzulösen genügt. Da aber LZA=zX
— cp ist, so wird

cosf— cos/cosp _ . ,, . sinfsin£
cos(A

—

cp) =. . , . und sin(i—-00)= -.
—

j
— •

v ^' sin /sin q
v ^ J sin/

Hieraus erhalten wir

,,, , x „ v {ß\— d<p)(cos £— cos/cosp)
(itt-ity) 008(1-9,)= sin/sin?

*Z/.sinfsinfcos/~
slnl2

'

also

__ dt(y cos m -f g cos ti) c//.sinf sinf eos/sinp
<^~~

sin/2 sin /(cos f— cös/eosp)

'

wodurch auch zu jeder gegebenen Zeit der Winkel cp bestimmt

wird. Mittelst dieser Bestimmungsstücke lernt man die Bewe-

gung des Körpers vollständig kennen.

Zusatz 1.

§. 937. Da cos£— cos/cosp:=sinp(cosf sinp—cosfsinfcosp)

dl.suilsing . t
. .__ __ 1S^ so wircj
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dt(y cos m-{- zcosn) (Zg.sinf sin £ cos/
dtp— sYnW + slnl2

und hieraus

sin f2d<p ~ — dt(y cos m -f zcosn) -\cIq.cosq sin f sin f cos £

-\- dQ. sin psinf cosf sinf2.

Aehnliche Ausdrücke findet man aber für smm?dcp und

sinnig?, und verbindet man dieselben in eine Summe, so wird,

weil sin/2 + sin7/i2 + sin/22=2 ist, nach §.935., uro. I. u* IX.

dop —— dt(x cos l -f- y cos m -\- z cos n).

Hier bezeichnet xcosl-\-ycosm+zcosn das Product SlcosZO(§. 909.)

Zusatz 2.

§.938. Aus den für dl.s'ml, dm.smm und dn.smn gefun-

denen Gleichungen leiten wir ab

eZ/.sin/cosf + cfon.sinmcos^-|- dn.smn cos 6 = d^>.sin o,

und wenn wir die Werthe durch dt substituiren; so erlangen

wir mittelst der oben gegebenen Reductionen:

cIq=z— di\x sin f sin J -\-y sin # sin t\ + z sin \) sin 0].

Zusatz 3.

§. 939. Aus den drei ersten Gleichungen aber leiten wir,

weil
xdLsml -|- ydm.smm +zdn.sinn=;0

ist, die folgende ab:

a?xdx~{-b2ydy-\-c2zdz=: jnß- dtsmq\xs\\\\s'ml+ ?/sin#sin?7

+ jsin()sin0]

Infg .= —jjf*dQ.smQ

= - 2fyd.cos Q {l +-^^2~J >

deren Integral also ist:

f2do2 sin o2

a*x* + 6V+ ****= V- 4/# cos q—'-
Q

drt
*
- .

An merkung.
§. 940. Zieht man auf unserer Kugel den grössten hori-

zontalen Kreis YMX , so muss sich auf demselben immerwäh-

rend die Längenaxe des Cylinders befinden. Es treffe nun der

vordere Endpunkt derselben diesen Kreis in M, alsdann wer-

den, weil ML und MZ Quadranten sind, die Winkel MZL und
und MLZ rechte, also der Winkel ZML= q und der Bogen
XM=:^XZM=z90o+ (p. Weil aber der Punkt M sich nur

auf dem Kreise XY bewegen kann, muss der Drehungspol O
nothwendig auf dem Quadranten ZM liegen. Setzen wir nun
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den Bogen O31=co, so wird, in Folge der im Sinne ABC ge-

richteten Winkelgeschwindigkeit =£1, der Punkt M im Zeit-

theilehen dt gegen X durch den kleinen Bogen = Sldt.sm co

zurückschreiten. Es ist aber

sin co= cos OZzzz cos acos/ -f cosß cos w -f cos y cos w,
also

Sls'in co— #cos/-f gcosm -f zeosw,
so dass

— tZg?^=:rf/[^COs/+ ?/COS W + ZC0S?z]

wird, wie wir in Zusatz 1, gefunden haben. (Figur 130.) Da
ferner im Dreieck OZL, ZO= 90°— w, ZL=re und OZ//=90°
ist, so wird

COSCö
cos OZ/= sin cocoso, sinOLZ— . ^kT*' sinOL

und
„__ sin co sin q ^ t sin e sin»

cosOLZ =——TYr— ' wegen cotgüJyZ = •

smOL & ö
• cos co

Dreht sich aber im Zeittheilchen dt der Punkt L um O
nach /, so wird

Ll= Sldtsln OL und Z. OLl= 90°,

und daher, wenn man IX auf ZL perpendikulär zieht,

LX=z LI cosZLl= LIs'mOLZ= Qdtcosco,

oder weil Ll=~dQ, eZo=— Sldt.cosco.

Vergleichen wr
ir diese Formel mit der in §. 938. gefundenen,

so ergibt sich

i&cosw=#sinf sin £-)-?/ sin # sin ^ + 2 sin f) sin 0.

Es wird daher

x1 \ y
1
-f z2—^2—\xcosl-\-ycosm 1-zcosw]2 -f [a;sinfsinj -f 2/sin#sin?7

+ zsinfjsinö]2,

welche Gleichung durch die

xdl.sm 1 + gdm.s\nm+ zdn. sin ra=0
bestätigt wird.

Damit wir aber nicht durch die Menge der Buchstaben

überladen werden, wollen wir den Fall entwickeln, in welchem

die Langenaxe des Cylinders zugleich eine Hauptaxe ist.

Aufgabe 114.

§. 941. Die durch den Mittelpunkt der Trägheit eines cy-

lindrischen Körpers gezogene Langenaxe ist zugleich eine Haupt-

axe, und es bewegt sich derselbe auf beliebige Weise oberhalb

einer horizontalen Ebene; man soll seine Bewegung bestimmen.
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Auflösung.

(Figur 131.) Da die Punkte A und M in einen einzigen

zusammenfallen, so befinden sich die zwei übrigen Hauptpole

B und C auf dem vertikalen Kreise ZL; es wird daher

LA= £=90°, LB = tj und LC=e=%°— n> ferner ZLA^f
= 90°, ZI/B= ^= 180° und ZLC=f)=0; demnach ZA= l

= 90°, ZB=m=rj-{-Q und ZC=n — Q - 0=^+ o - 90°. Sub-

stituirt man diese Werthe, so ergeben sich folgende Gleichungen:

77
1

fdd.co& q

M— i+
2gdt*

a*dx + (c2 - b2)yzdt=^'ßj--^ n Q

b2dy -f (a2— c^xzdt=— ; »— sin (97 + (>)

Ä/z + (6
2— at)xydt=i :L~j— cos(^ + q)

ysm(r] -f- £>) — z cos(fj -f £>)=
— a?cftsin(^ + ^)=^.sin(^+9) oder cZp = — #£/£

und dcp=—
- dt[y co^rj -\- q) ~{- zsin^-f p)].

Man setze nun y= u cos(r} -{- q) und 2=wsin(^-f^), schreibe

statt dt oder #=—77 > alsdann werden unsere Glei-
x dt

chungen sein :

TT - fdd.co&Q
L

3#
+

<2gdt*

277
II. -a*ddQ+y2(c*^*)u*dPsm2(fi+Q) + -^fgdt2s\nQ ==0

HL b^ducosifj-l (j}—(a
z -{~b

ti

~-c2)udQSw(r/ +- Q)==—-jjjgsdts'm{ri±Q)

277
IV. c2d^sin(^+ @) + (a2—

6

2
-|-c

2)?^^cos('>2-|-^)=-^j^cZ^cos(^-|-^)

und

V. dcp~—udt.
Aus der dritten und vierten erhalten wir durch die Elimi-

nation von s

62^cos(?y+^)2+c2^sin(??+())2—2(6
2—

c

2)z^Z^sin(^+())cos(^-|-^)==:05

deren Integral ist

C
M~"

b2 + c2 + (6
2 - c2) cos2(^ + P)-

*

Substituirt man diesen Werth in die zweite Gleichung, so

erhalten wir
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„ , . . , CHci-b^dPsmVJTj+ Q)- ia (Mq +
j-6a + c<2 + (//2_ c2) C(JS 2(,

? + Qyp

und wenn man diese Gleichung durch dp mnltiplicirt und dann

integrirt:

- Afgdt2 cos o— Z"
2^2 sin o2 + Ddp=

oder

woraus folgt.

dt
_ dgV[a* + f*s\n g

2
][6

2
-f c2 + (6

2— c2) cos 2(i? + o)]

V[D— Afg cos e][6
2+ c2+ (6

a— c2;cos20f + ?)] - 1
/aCa

Da nun die Zeit t wie auch u durch o gegeben ist, erhalten

wir daraus den Druck n und femer den Zwischenraum.« aus

der Gleichung

-jj- gsdt= (c2— U*)du sinO? + o) cos(^ + o) + aPudq

+ (c2— 62>^o cos2(*j + o) (III. u. IV.).

Hierauf erhalten wir aber

x~—--~: 9 yz=:uco^(7]-\-Q), z~nsm(r]+ Q) und endlich q>~—fndt.

Zusatz 1.

§.942. Hat der Punkt L sich anfangs in D befunden, so

dass Z/>= r ist und dort geruhet y so ist für t~Q, u=0 und

-y=-=0, weil «& — 0. Man muss daher die Constanten so be-

stimmen, dass C=0 und Z>— \fg cos x werde, wesshalb

7x ,7 4r«2 +/2 sino2 .

dt~dQ%J -ttt-,
—

—

xj also o>t*i Afg (cos t— eoso)

wird. Ferner wird, weil m= 0, <p = und s=0, der Druck IT

hierdurch leicht bekannt und da q bis 90° zunehmen kann,

wird der Körper gleichsam niederfallen. Diese Bewegung ist

demnach weder von der Lage der Hauptaxen Iß und IC, noch

vom Radius des Cylinders e abhängig.

Zusatz 2.

§. 943. War im Anfange die gerade Linie IL vertikal oder

0=0, und hat der Körper angefangen sich um dieselbe mit der



544 Kap. XIX. Von der Beweg, cylindrischer Körper

Winkelgeschwindigkeit s im Sinne Aß zu drehen, so dass also

O sich in L befunden hat und daher a=90°, ß=ri und y
=90°— rj war; so hat man für den Anfang

x= ~ -jj=zü
} #=£cost7 und z= £sin^.

Es werden hiernach die Constanten

C= e[62 + c2 + (6
2— c2) cos 2^]

und D= 4/V/ + Y^2
I>

2 + c2 + (6
2- c2) cos 2^]

;

ferner wird

_ g[62 -fc2 + (6
2 -—6'2)cos27

?]M"
/>
2 + e2 f (6

2 - c2) cos 20? + p)

und -* ^ = 4/W— cos Q)

Va
(6

2— c2)[&
2 + c2 + (6

2— C2
) cos 2t?] [cos 2(iy + o) — cos 2t?]

+ 62 + c2 + (6
2 -6-2jcos2(if+$)

Zusatz 3.

§. 944. Wäre 62:=c2, so würde

werden, die gerade Linie /L beständig vertikal bleiben und der

Körper sich um dieselbe gleichförmig zu drehen fortfahren. Da

nämlich der Nenner den Factor Vi •— cos# =:siny2o V2 ent-

hält, so wird nur erst nach Verlauf einer unendlich grossen

Zeit der Bogen o einen endlichen Werth annehmen. Eben
diess geschieht, wenn entweder ^"=0 oder 6= 0, d. h. wenn

die gerade Linie IL eine Hauptaxe ist.

Anmerkung

§. 945. Ist die Längenaxe nicht zugleich eine Hauptaxe

des Körpers, so ersieht man wegen der Menge der Buchstaben

kaum, aufweiche Weise die oben hergeleiteten Formeln allge-

mein entwickelt werden können, was wir doch später unterneh-

men werden. Wenn wir aber nur gleichsam unendlich kleine

Bewegungen derartiger cylindrischer Körper betrachten, zu

welchem Ende auf der centralen geraden Linie LF (Fig. 126.)

der Mittelpunkt der Trägheit / unter den Mittelpunkt des Krei-

ses G fallen und der Körper unendlich wenig aus dem Zustande

der Ruhe gebracht werden muss; so entstehen sehr kleine

Schwingungen oder Schwankungen, deren Natur wir aus unsern

allgemeinen Formeln werden bestimmen können. Es ist hier
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nicht nöthig, dass der ganze Körper cylindrisch sei, sondern es

reicht hin, wenn seine Grenzen um M und N cylindrisch sind

und er sich mit diesen auf die festen horizontalen Ebenen P
und Q stützt. Ja es ist selbst hinreichend, wenn nur in der

Nähe der Berührung beider Enden die Figur cylindrisch ist, da

wir nur unendlich kleine Bewegungen zulassen. Hierauf kann

zwischen den Unterlagen P und Q ein beliebiges Pendel FmHn
angebracht sein, so dass ein Pendel entsteht, welches nicht

um eine feste lineare Axe, sondern um die auf den horizontalen

Ebenen liegenden cylindrischen Enden beweglich ist und dessen

schwingende Bewegung bestimmt werden muss. In einem sol-

chen Pendel bemerke man demnach zuerst seinen Mittelpunkt

der Trägheit /, und ziehe durch denselben die gerade Linie

mn parallel der geometrischen Axe des Cylinders, welche die

beständig horizontal bleibende Längenaxe ist. Man ziehe ferner

aus / perpendikulär auf MN die gerade Linie IGL , und ist

diese vertikal, so wird sich der Körper in Ruhe befinden; setzen

wir ferner den Zwischenraum 6r/—/, so müssen wir in den obi-

gen Formeln den Buchstaben f negativ annehmen. Ferner

sei für die cylindrische Figur der Grenzen der Radius der

Grundfläche =e, derselbe) tritt aber, wie wir gesehen haben,

durchaus nicht in die Rechnung ein, so dass es gleichgültig ist,

ob die Enden dicker oder dünner sind. Ist die gerade Linie

IG— f kleiner als GFzzze , so befindet sich der ganze Körper

oberhalb der Unterlagen P und Q, und es ergibt sich eine Be-

wegung derjenigen ähnlich, durch welche die Wiegen angetrie-

ben zu werden pflegen. Wie aber auch immer der Mittelpunkt

der Trägheit / beschaffen sein mag, so w7ird er beständig auf

derselben vertikalen geraden Linie bleiben, wesshalb die ganze

Untersuchung auf die Bestimmung einer drehenden Bewegung
zurückgeführt wird, bei welcher wir den Mittelpunkt der Träg-

heit 1 als ruhend betrachten.

Aufgabe 115.

§. 916. Ein Körper, welcher mit cylindrischen Grundflächen

auf horizontalen Ebenen liegt, wird unendlich wenig aus der

Lage der Ruhe gebracht und es wird ihm zugleich eine un-

endlich kleine Bewegung eingeflösst; man soll die schwankende

Bewegung bestimmen, durch welche er angetrieben wird.

Auflösung.
(Figur 129.) In unser n allgemeinen Formeln setze man zu-

35
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erst den Abstand Gl=f negativ, zweitens rauss man den Bo-

gen ZL=q, um welchen die centrale gerade Linie LGI von

der vertikalen Lage abweicht, als unendlich klein betrachten,

eben sowie die Winkelgeschwindigkeit Sl; wesshalb die Grössen

x~ Slcosa, g=~z£lcosß und z=&cosy als verschwindend kleine

behandelt werden müssen. Auf welche Weise nun auch die

Hauptaxen IA, IB und IC in Bezug auf die centrale Linie Gl
und die Längenaxe mn liegen mögen, deren Lage so wohl durch

die Bogen LA~£, LB~7j und LC=6, als auch durch die

Winkel ZLA=f, ZLB==$ und ZLC=t) bestimmt wird; so

haben wir erstens

sino= o und cos@=l,

zweitens können die Produkte xy , xz und yz vernachlässigt

werden. Hierdurch wird

cos l=z cos £, cosm=cos^ und cosw= cosö,

ferner werden die Gleichungen, welche die Auflösung enthalten,

nach Aufgabe 113., weil ~^=z\ — g »^ =1 ist:

I. cPdx=2fgqdt sin f sin £-\-2gsdt cos f sing

IL b'
ldy~2fgQdtsm$smri-\-

<2gsdtcos$smr}

III. c2dz= 2fggdt sinf) sinö + 2gsdt cosi) sinö.

Hieraus wird nach §. 939. folgendes Integral abgeleitet:

a\%*+ bV + c2z2= C~2fgQ
* -^Jr~ >

weil cos£~l—

y

2£
2 ist und man hier das unendliche kleine @

2

nicht vernachlässigen darf. Ferner haben wir

IV. ycosO— zcos?7= — -tt cos fsing

V. zcos£

—

xcosß— rrcos^sin^

VI. xcosrj — 2/cos£=— -^costysinö,

und nach den §§. 937. und 938.

dg—— dt\x sinfsing-fysm%smr\ -fzsinl) sinö]

und dcp—— dt[xcos£-\- ß cos rj + z cosO].

Da nun IV.X#+V.X.y + VI.X*= ist, so wird

x cos f sin £ + y cos $ sin r} + z cos f) sin 0=0.

Ferner erhält man aus den Gleichungen L, II. und HL,
indem man die Formeln I. und IL des §. 935. zu Hülfe nimmt,

a2#COSf+62#COS^+ C?2CO80=:J,
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und aus denselben Gleichungen zur Bestimmung des Zwischen-

raumes s, mit Benutzung der Formeln IX. und XI. des §. 935.,

a2dx cos f sin £ -f b2dy cos £ sin rj -f c
2dz cos i) sin 6=2gsdt.

Setzen wir nun dg=:— udt und dq>~— vdt, so erhalten

wir, weil
x cos f sin £ -J- y cos g sin r\ + z cos t) sin =

ist,

#:=:wsinfsin£-H?eos£, 2/=Msingsin^-f-vcos?7 und z=wsinf)sinÖ+rcosö,

und hieraus

A = 2^[a2 sin f sin £cos £+ 62 sin sin y\ cos ?7 -f c2 sin f) sin cos 6]

+ tf[a2 cos£2 + 62cos^2 + c2 cosÖ2J.
Nun setzen wir zur Abkürzung

62 cos!) cos?? sin ö-—

c

2 cos0sin^cosö=ilj wonach

c2 cos fcosö sin£— a2 cosf) sinö cos£= T$ \ it cos fsin £+ 3$ cos g sin ^
a2cosgcos£sin^—-

6

2 cosfsin£cos^ = ^
) + (£eosf)sin(9=

a2 cos £*+ 62 cos t\
2 + c2 cos ö2= 2>

a2 si n fsin £eos £+ 62 sin g sin ^ cos ^ +c2 sin f) sin cos =^ :

alsdann wird
A— $u

A cos £+Mu A cosrj -{- T$u . A cos 6 + du
* =—$

, y=—^ undz= ^ .

Weil nun -X——n ist, so erhält man, wrenn man diese

Werthe in die obige Integralgleichung, welche die lebendige

Kraft umfasst, substituirt:

A2*® + 2^[ila2cos£+ »62cos^-}-i£c2cos(9]+^2[it2a2+X^62+i£2e2 l—,— - —
= C-2/y/^2 —/2^2w2

Dieselbe geht aber, weil

Ma2 cos£+'%b2 cos<y} + <£c2 cosO=:0

ist, über in die folgende:

A2$>+[&2a2+%2b2 +£'2c2]u2= CID 2—W2
fgq

2 ~Tb2
f2q

2u2.

Setzt man hier CW—A2$>=BW1
, so ergibt sich

— ^^B - 2/frg*

Setzen wir ferner il
2a2 + #262 + £2c2= 2>2*62 und verwer-

fen wir das unendlich kleine Glied T$
2f2

Q
2
, so erhalten wir

STB—'lfgQ* . ,, *dQ

* VB—'lfgq2

Aus der letzten Gleichung ergibt sich

35*
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/—Const+-7=arc.cos. lr
V'lfg V^B

oder _
\TB (t + 8) ST^fg , \TB

. (t+ S)V2fg
Q^Vm C0S * M=x8ra—*:

—

Hierauf erhalten wir aber

ä $%Tb
. (t+ö)VWg

v== ~— -^—-— sin -
f
—UL-

uud _ At $\Tß (t+9)V*fy
Cp=zD— -=r— - ~ COS v

—

_ At #Q

Ferner finden wir

j=:— -~= [a262 smf) cosr) sin ö2+ a2c2 sin £ cos $ sin ??
2

JD*62V2# . ._

+ &2c2 sinfcosfsing2]cos
(* + ^ ^

und endlich

,
^2-2^ + (ifr

2+%2 + g2)M2

so dass für die gegebene Zeit alles bestimmt ist.

Uebrigens ist es noch angemessen zu bemerken, dass

nach §. 935.

iia + »2+ga=J)a+ ^a, also &2=^2 + w2

ist.

Zusatz 1.

6. 947. Da o = ^—

-

cos -
f

— ist, so verändert sich
* v

Sf^fg *
offenbar der Bogen ZL — q oder die Abweichung der geraden

Linie LI von der vertikalen Lage ähnlich wie ein Pendel, und

es werden die Schwankungen dieser Linie LI isochron sein mit

den Schwingungen eines Pendels, dessen Länge
>62 __ il

2a2 + %262 -f (£
2c2

- f- m'
ist (§. 215.).

Zusatz 2.

§. 948. Da ferner (p=D— -=r-— -=r ist, so dreht sich der

Punkt L um den Scheitel Z mit der Winkelgeschwindigkeit
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A= g5.es muss aber der mittlere Ort um den kleinen Theil

-=r verbessert werden. Ist aber die Constante ^4=0, so ändert

sich der Winkel DZL nur wenig, wenn nicht ^= ist.

Zusatz 3.

§. 949, Werden demnach die Umwälzungen des Körpers
um die vertikale Axe 1Z ausgeschlossen, so dass A=0 ist,

war ferner im Anfange <p=z0 und o = l% wie auch die Winkel-
geschwindigkeit Sl=zs; so werden die Constanten so bestimmt
werden, dass

St
s—7-—und s*

ist. Es wird daher

cos—g-^ sm ,
/y
-V IDHS2

mithin

also auch die Constante B bekannt. Ist aber £=0, so wird

VB=tV^fy und ä=0.

Beispiel.

§. 950. (Figur 131.) Gesetzt es sei die gerade Linie IM,

welche durch den Mittelpunkt der Trägheit 1 der geometrischen

Axe des .Cylinders (MIS , Fig. 132.) parallel gezogen wird, zu-

gleich eine Hauptaxe des Körpers, alsdann haben wir, wie

in §. 941.

f=90°, = 180°, &=Ö, £=90° und 6— 90°-^.

Hieraus aber schliessen wir, dass

i*==ö2 cos^2+c2sim?2, »=0, €=0, B=Ä, ^=0 und *6»==aa,

a2 .

also die Länge des isochronen einfachen Pendels =
~f

ist. Fer-

ner wird die horizontale Axe IA unbewegt bleiben. Hat nun

im Anfange, wo q= v ist, der Körper seine Bewegung von der

Ruhe ab begonnen, so wird 5=0 und V~B~tV2fg und hier-

aus ergeben sich die übrigen veränderlichen Grössen folgender-

massen

:
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p= x cos- —
> u= — sin — 9 v=:0 wegen Ä = ,* a a a

^=m= — sin — > -w=0, 2=0 und £lz=.x-
a a Ä

(Figur 132.) In der Wirklichkeit wird aber, wenn man eine

fortschreitende Bewegung hinzufügt, der Mittelpunkt der Träg-

heit / auf einer vertikalen geraden Linie wechselweise auf- und

niedersteigen, indem der obere Cylinder MN dieser Bewegung

folgt, während er auf den Ebenen P und Q ganz frei einher-

gehen kann und man annimmt, dass er durch die Reibung nicht

gehindert werde.

Anmerkung.

§. 951. Weil die Grösse des Cylinders MN nicht in die

Rechnung eintritt, wird dieselbe Auflösung noch gelten, wenn

seine Dicke verschwindet und der angefügte Körper an einer

linearen Axe aufgehängt ist. Hiernach scheint diese Bewegung

mit der oben erklärten schwingenden Bewegung übereinstimmen

zu müssen, die doch ganz anders in Gebrauch kommt; indem

für die wahre schwingende Bewegung die Länge des isochro-

nen einfachen Pendels sich

_ 4fl
a*_ a* + f*-t+
f
-

f
ergeben hat (§. 537.), während sie hier nur

~ f
ist. Die Ursache dieses Unterschiedes liegt darin, dass wir

oben in der Lehre von den Schwingungen die Axe MN als

fest angenommen haben, während sie hier als sehr frei beweglich

vorausgesetzt wird. Hieraus ergibt sich, dass wegen der Freiheit

der Axe, wenn sie auch auf einer horizontalen Ebene liegt, die

Schwingungen weit geschwinder werden, als wenn die Axe an

derselben Stelle festgehalten würde. Diess stimmt auch ganz

mit der Theorie überein. (Figur 126.) Soll nämlich der Kreis

TIMTN die Ebene immer in demselben Punkte T berühren,

so muss ausser dem Drucke 77 eine gewisse horizontale Kraft

in die Rechnung eingeführt werden und setzen wir diese =®,
welche längs TH antreibt, damit der Punkt T constant bleibe;

so muss, weil TP=fsino ist,

fdd.sihg 2Sg
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sein. Aus dieser Kraft geht aber auch ein Moment in Bezug

auf die Hauptaxen hervor, wodurch auf die drehende Bewegung
hingewirkt wird, so dass sich eine solche ergibt, wie wir sie

ob.*n bei der Untersuchung der schwingenden Bewegung be-

stimmt haben.

Ue\u'igens wird es angemessen sein, hier gehörig zu be-

merken, dass, wenn die kleinen Axen des Pendels auf sehr

poiirten Ebenen liegen , die schwingende Bewegung im höch-

sten Grade von derjenigen verschieden sein kann, welche ent-

stehen würde., wenn sie festgehalten würden und zwar wird

sie eine weit geschwindere werden. Die geringste Reibung
wird aber im Stande s&'w, diesen Unterschied aufzuheben und

die Bewegung auf das Gesetz der Schwingungen zurückzuführen.

Die Auflösung dieser Aufgabe wird uns aber zur Auflösung der

allgemeinen Aufgabe 113. führen.

Aufgabe 116.

§. 952. Ein beliebiger cylindrischer Körper bewegt sich

auf beliebige Weise auf einer horizontalen Ebene; man soll die

oben gefundenen Gleichungen, durch welche seine Bewegung

bestimmt wird, auflösen und zur Integration durchführen.

Auflösung.

(Figur 129.) Es bleibe alles so, wie wir es in der Auf-

gabe 113. aufgestellt haben, auch nehmen wir auf der centralen

geraden Linie L1GF den Mittelpunkt der Trägheit / weiter

vom Punkte F entfernt an als den Mittelpunkt G des Cylinder-

durchschnitts, indem wir den Zwischenraum GI= f setzen.

Aus den dort dargestellten Differentialgleichungen haben wir

schon Eine Integralgleichung ermittelt, nämlich

f2do2 smo2

a2x2 .,. biy
i+ c%p= C ~- Afg cos q— '-—?

dp
v

*

Ausserdem gehen aber die drei erstem Gleichungen, indem

man die drei letztern in ihren letzten Gliedern in Anwendung

bringt, in die folgenden über:

I. a2dx+ (c*—b*)yzdt— ff~ sinfsmfsin^——j
j— • -~^~

„ ,„, „ rtx y 2II/hdt , . . 2TTgsdt dm.s\nm
IL b^dy+tapr—c^xzdt— w— sm^sin^sin^——^f—^—

*

,« «, ,,« „ , 2IIf(/dt , , . „. 2JJr/sdt dn.sinn
III. cMz+(b2—a2)xydt~~—^^sinJ)sin#sinp-—^-~.—j-
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Hieraus bilde man I.X'cos/+II.Xcos7W+ IlI.Xcosw, als-

dann werden, weil

dl. sin l cos l+ dm . sinm cos m+ dn . sin n cos n=
ist, die letzten den Zwischenraum s enthaltenen Glieder steh

gegenseitig aufheben. Ferner findet man durch die in §. i)35.,

Nr. I. und V11I. gegebenen Beziehungen
sin fsin fcos l+ sin $ sin 77 cosm+ sin $ sin 6 cos ra—0>

so dass auch die vorletzten Glieder aufgehoben werden. Wir
gelangen demnach zu der folgenden Gleichung:

a2dx cos l+b2 dy cosm+ c2dz cos n+ a2xzdt cosm+ b2xydt cos n

+ c2yzdtcosl— a2 xydt cos n — b2yzdt cos /— c2xzdt cos m= ö.

Aus den drei letzten Gleichungen des §. 936. folgt aber

dl.sml 7
dm.sinm

zcos?n—ycosn—— —
jj
— 9 xcosn— zcosl— 77

—

, dn.s'mn
und ycosl—xcosm= ~rr—

»

und substituirt man diese Werthe, so erhalten wir die Gleichung

a2dx cos /-f b
2 dy cos m + c2 dk cos w— a2xdls'm l— b2ydm sin t/i

— c2zdn sin n= ,

deren Integral ist

a2xcosl+b2yco&?n+ c2zcosn= D.

Hierauf führen wir statt x, y und 2; neue Veränderliche ein,

welche aus den folgenden Gleichungen zu bestimmen sind:

xcos£ -j-ycos r\ -f- zcos 6~p
x cos fsin £+ y cos $ sin r\ + z cos I) sin 6= q
^sinfsing+3/sin0sin?] + zsin^sinö=:r.

Es wird alsdann zuerst nach §. 938.

dg=— rdt,

ferner, \ve\\ x cos l+y cosm+ z cos n==p cos q-\- q sin qisI, nach

§. 937.

dcp= — dt (p cos q + # sin @).

Ausserdem wird, weil #ri£sin Z+^msinm+ ^wsinft— O ist,

jpsino — #cos£= 0.

Setzen wir desshalb p = ucosq und ^ — wsin^, so wird

d(p~-— wcft und df@=— rdt;

aber aus jenen angenommenen Gleichungen leiten wir her

a;=:rsinfsinJ-I-^cos/, ^= rsin^sin^.+ ucosm
und z~rsmfys\n ö+ ucosn,

und hieraus

^2+^2+ 2
2= r2+ w3=^2

Nun ergibt die eben vorher gefundene Integralgleichung
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D=2 r (a2 sin f sin £ cos l-kb^s'mfy sin 7jcos?n -f e2 sinf)sin0eosw]

+ ^ [a2 cos /2 -f- 6
2 cos m2+

c

2 cos ft
2
]

wodurch ?4, mithin auch ,r, ?/ und z, mittelst r und # bestimmt

werden. Endlich wird die zuerst gefundene Integralgleichung

«2 .*
2+ b*y* + c2 2,

2=C—%cos q—

/

2 r2 sin o2,

weil sie nur r und q enthält, die eine durch die andere bestim-

men, und daher die Gleichung

r

für die gegebene Zeit t alle Grössen, welche die Bewegung ent-

halten, angeben.

Setzen wir nun zur Abkürzung die Constanten

a2 cos£2 + 62 cos??2+c2 cos02=i!
a2 cosfsin £cos £+ 6 2 cos £ sin r\ cos rj+ c2 cos i) sin cos 6 =. )$

a2 cos f
2 sin £

2 + ö2 cos

£

2 sin tf> + c2 cos f)
2 sin ö2= £

a2 sin fsin £cos £ + 62 sin sin ^ cos tj -\- c2 sin i) sin cos = J)

a2 sin fcos fsin £
2 + b2, sin cos g sin ^

2 + c2 sin f; cos J) sin ö2= @
a2 sinf2 sin£2 I 62 sin 2 sin??2 + c2 sinf)2 sin Ö2^;

so werden unsere Integralgleichungen:

D= r \p cos o + <£sin o] + w[$cos q
2, + 223 sin o cos o + £sin

o

2
]

C—4fg cos o—/2 r2 sin o2 = iV2 + 2rw[S> cos q+ « sin ^>]

+ t^
2
[il cos e

2
-f 22$ sin QCOSQ + £sin £>

2
].

Hieraus folgt

i>2 --[itcosg2+ 2}?sinocoso-f^ sinQ2][C— 4/;<ycos()T
7
~[jDcos^-f^sin()]2—[ilcos^^-'^sin^cos^+ ^sin^J^+^sin^2

]

5

und zur Bestimmung der Zeit

'=/-*

Da ierner e^— -^ «
t ^^ .

—
. ^ .—5 ist, so wirdM cos ()

2+2j$ sin p cos ^ -f- (£. sin £
2

der Winkel

und da wir also für jede Zeit / sowohl den Bogen p, als auch

den Winkel cp bestimmt haben, so wird die Bewegung vollstän-

dig bekannt sein.

Zusatz I.

§. 953. Die Grössen it, £ und ß sind demnach nothwen-

dig positiv, und es verhält sich ferner J$ so zu Ü und £, dass

M— ^2^a2 62 sini)2 sin/92 + a2 c2 sin02 sin^ 2 + 62 c2 sinPsin£2
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wird, woraus folgt, dass die Form Ücos£2+2$sinQCosg-f-£sine2

«ich nicht in zwei einfache Factoren zerlegen lässt.

Zusatz 2.

§. 954. Aus dieser allgemeinen Auflösung wird der in der

vorhergehenden Aufgabe entwickelte Fall leicht abgeleitet, in-

dem man f negativ und den Bogen o unendlich klein annimmt,

wodurch wir erhalten

^ pz^&C—4$fg cos Q_ Const -{-AüfgcoSQ
r = W^Ü» ~~ ÜW — fc

a

Man findet aber aus den entwickelten Werthen
^-^a===aaÄ2cos$asinÖa + aa ca cosga sin^a + *2 c3 cos.f2 sinf2,

wesshalb man einfacher als oben die Länge des isochronen ein

fachen Pendels

__ fl
2 6a cos*)a sin 62 + a2 c2 cos $

2 sin r]
2 + b2 c2 cos f

2 s\n g
2

~~ /(^cos^+^cos^ + ^cosÖ2
)

erhält.

Anmerkung.

§. 955. Nachdem diess in Betreff der Bewegung cylindri-

scher Körper auf einer horizontalen Ebene abgemacht war, hatte

ich mir vorgenommen, ein weniges über die Bewegung auf einer

geneigten Ebene hinzuzufügen. Ist diese Bewegung aber eine

einfache, so hat die Sache keine Schwierigkeit, ist sie hingegen

zusammengesetzt, so wird man in unbequeme Rechnungen ver-

fallen. Da man nun in der Praxis die Reibung von diesen Be-

wegungen nicht trennen kann, werden wir wenigstens die einfa-

chen Bewegungen auf einer geneigten Ebene so behandeln, dass

wir zugleich auf die Reibung Rücksicht nehmen ; wesshalb es

angemessen sein wird, eine besondere Abhandlung über die

durch die Reibung gestörte Bewegung starrer Körper hinzuzu-

fügen.



Zugabe.





Kapitel I.

Allgemeine Formeln für die Versetzung beliebiger

starrer Körper.

§. 956. Soll man die Bewegung eines beliebigen starren

Körpers bestimmen, so zerlegt man die ganze Untersuchung

sehr bequem in zwei Theile, einen geometrischen und einen

mechanischen. Im erstem Theile muss nämlich aHein die Ver-

setzung des Körpers von einer gegebenen Stelle zu einer an-

dern, ohne irgend eine Rücksicht auf die Principien der Bewe-
gung, durch analytische Formeln dargestellt werden, mittelst

deren die Lage der einzelnen Theile, nach der Versetzung aus

ihrer anfänglichen Lage, bestimmt werden kann. Diess ist dem-

nach eine, allein zur Geometrie oder vielmehr zur Stereometrie

zu zählende, Untersuchung. Man sieht aber leicht ein, class,

wenn man diese Untersuchung von der andern, weiche eigen-

tümlich die Mechanik angeht, sondert, alsdann die Bestimmung
der Bewegung nach den Principien der letztern weit leichter

ausgeführt werden kann, als wenn man beide Untersuchungen

in Verbindung vornimmt Da ich nun in meinem Werke über

die Bewegung starrer Körper diese beiden Untersuchungen zu-

gleich unternommen habe, wodurch die ganze Behandlung nicht

wenig lästig und verwickelt geworden ist; so will ich hier den

geometrischen Theii allein genauer entwickeln, wodurch dann

der mechanische mit leichterer Mühe behandelt werden kann.

§. 957. (Fig. 133.) Um nun die anfängliche Lage des star-

Ten Körpers genau zu bestimmen, ist es angemessen, die Lage
seiner einzelnen Punkte nach gewohnter Weise durch je drei

unter sich normale Coordinaten darzustellen. Zu diesem Ende
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stelle ich drei feste Axen IA, IB und IC auf, welche sich wech-
selseitig in / normal schneiden, und von welchen die zwei IA
und IB in der Ebene des Papiers liegen, die dritte IC aber

auf dieser Ebene perpendikulär steht. Nun betrachte ich den
beliebigen Punkt Z des Körpers, von welchem auf die Ebene
AIB das Perpendikel ZS, hierauf aber aus dem Punkte S auf

die Axen IA und IB die Normalen SP und SQ gezogen sind.

Wir setzen die Coordinaten IPz=Q$=zp, PS=IQ— q und das
Perpendikel $Z= r, und es werde diesem gleich auf der Axe
IC der Theil 7/2= r angenommen; hiernach wird sich der Punkt
Z auf der Diagonale IZ des Parallelepipeclums befinden, wel-

ches aus den drei Seiten IP, IQ und IE gebildet wird. Auf
diese Weise wird die Lage der einzelnen Punkte des Körpers

sehr bequem durch die drei Coordinaten p, q und r bestimmt

werden.

§• 958. Damit nun aber diese Darstellung leichter der me-

chanischen Untersuchung angepasst werden könne, nehmen wir

den Punkt I am angemessensten im Schwerpunkte, oder viel-

mehr im Mittelpunkte der Trägheit des vorausgesetzten starren

Körpers an. Auf diese Weise erlangen wir nämlich den aus-

gezeichneten Vortheil, dass, wenn wir die kleine Masse des in

Z befindlichen Körpers = dM setzen, über die ganze Ausdeh-

nung des Körpers

1) fpdM=0 9 2)fgdM= und 3) frdßl=0
wird, insofern wir nämlich diese Integrale über den ganzen Kör-

per erstrecken. Ausserdem wird es aber vom grössten Nutzen

sein, wenn die drei Axen IA, IB und IC in den Hauptaxen

des Körpers angenommen werden; alsdann werden nämlich die

Werthe der drei folgenden Integralformeln, ebenfalls über den

ganzen Körper erstreckt, auch verschwinden, so dass wir er-

halten:

4) fc/pd31=z0, 5) fprdM— und 6) fqrdM—0..
Es wird angenehm sein, diess nur im Vorübergehen zu be-

merken, indem der geometrische Theil von diesen Gleichungen

keinesweges abhängig ist.

§. 959. Hat nun eine Versetzung des Körpers stattgefun-

den, so betrachten wir zuerst den Ort i, nach welchem der

Punkt / des Körpers versetzt worden ist und setzen die Coor-

dinaten If=f, fy=.9 u 11 «* gi=h. Ferner sei aber der Punkt Z
aus seiner anfänglichen Lage nach % versetzt, worauf wir zur

Bestimmung des letztern Punktes die Coordinaten Ix~x,xy—y
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und yz=z setzen. Zuerst ist nun sogleich klar, dass der Ab-

stand iz auch jetzt noch dem Abstände IZ gleich sein muss

und da dieser — Vp^ + g^ + r2, war, jener iz aber

- V(*-/)a + (y-g)2+ (*-r)2

ist; so erhalten wir die Gleichung:

p*+ q* + r*=: (x-f)* + (y-gT+ (z-r)*

Ausserdem müssen aber nothwendig die Abstände zwischen

je zw-ei beliebigen Punkten des Körpers in der versetzten Lage
auch jetzt noch den Abständen derselben Punkte in der anfäng-

lichen Lage gleich sein, dieser Bedingung werden wir auf fol-

gende Weise Genüge leisten.

§. 960. Wir nehmen den Punkt z an der Steile an, nach

welcher der Punkt P aus der anfänglichen Stellung versetzt

worden ist; es erscheint nämlich hier nicht rathsam, unsere

Figur durch so viele neu zu ziehende Linien zu beladen. Man
kann ferner auch im anfänglichen Zustande den Punkt Z ganz

beliebig annehmen, und nehmen wir ihn daher in P an, so wird

auch der Punkt % in der versetzten Lage den dem Punkte ent-

sprechenden Ort darstellen.

§. 961. Da nun der Punkt Z in P fallt, wenn #=0 und r~0
ist, und weil wir ferner die drei Coordinaten x, y und z im All-

gemeinen als bestimmte Functionen von p, q und r ansehen

dürfen, auf welche Weise auch immer diese Functionen be-

schaffen sein mögen; so werden, wenn wir in ihnen ^— und

r— setzen, diese Coordinaten nothwendig folgende Formen

annehmen

:

x—f-^-Fp, yz=zg-\-Gp und z— h-{-IJp.

Weil wir nämlich q~0 und r— setzen, p aber als ver-

änderlich betrachtet wird, so müssen die Coordinaten x, y und z

die Lage angeben, in welche die gerade Linie IP versetzt wor-

den ist. Die letztere ist aber wie bemerkt eine gerade, sie

muss diess daher auch in der versetzten Lage sein, und es

müssen mithin die Coordinaten x, y und z die Lage dieser ge-

raden Linie iz ausdrücken. Wenn man aber p=0 setzt, so

muss der Punkt z in i fallen, wesshälb offenbar die Grössen

x, y und z so durch p bestimmt werden müssen, dass für p~Q,

x=f, y~g und z—h
werde. Weil aber ferner die Gleichung zur Bestimmung einer ge-

raden Linie dienen soll, können keine anderen Formen stattfin-

den, als die aufgestellten, nämlich
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x=f-{- Fp 9 i/=g+Gp und z— h + flp,

wo die Buchstaben F, G und H gewisse Constanten bezeich-

nen, welche von der Natur der Versetzung abhängig sind.

§. 962. Es ist aber sogleich klar, dass diese Constanten

so beschaffen sein müssen, dass der Zwischenraum iz dem
IPz=zp gleich werde; hieraus folgt die Gleichung

fe*= F»p* + GPp* + H*p* =p2
,

also F2 + G2 + /i2= l.

Nimmt man daher jF=sinf an, so muss 6r2 + I/2 :=cosg2

sein, und indem wir demnach 6r= cos^sin^ und i/— cos^cos^

setzen, haben wir

jF=sinf, 6?~cos£sin r\ und //=cosfcos^.
Auf diese Weise sind jene drei Buchstaben F , G und H

auf die zwei Winkel £ und r\ allein zurückgeführt.

§. 963. Auf ähnliche Weise wollen wir jetzt den Punkt z

an der Stelle annehmen, nach welcher der Punkt Q aus der

anfänglichen Lage versetzt worden ist; es fällt aber der Punkt

Z auf Q, indem wir p= und p=0 machen. In diesem Falle

werden die drei Coordinaten x, y und z so von der einzigen

Veränderlichen q abhängig sein, dass für q=0 wieder

x=f, y~g und z= h

wird. Da nun die Gleichung auch die einer geraden Linie sein

muss, so werden die Coordinaten folgende Form haben.

x—f\F'q 9 y^g+G'q und z~h+ H'c/;

und wo, weil iz~q ist, ebenfalls

F/2+G/2+ü/2=:]

sein muss. Dieser Bedingung wird man bequem durch zwei

solche WT
inkel £' und tf Genüge leisten können, dass wir

jP=sin£', 6r'= cos J'sin^' und H'^cosJ'cos??'

haben.

§. 964. Nehmen wir endlich den Punkt Z in R an, was
geschieht, indem wir p= und ^= setzen, so wird der Punkt

z den Ort darstellen, nach welchem der Punkt R versetzt wor-

den ist. Für die Coordinaten nehmen wir, auf dieselbe Weise

wie vorhin, folgende Formen an:

.x= f+F"r, y=ff+G"r und z= h + H"r.

Weil auch hier

F//2 +G,/a + jff
//a=l

sein muss, werden wir mittelst der zwei Winkel £" und of

.-

f

v/= sin£
//

, 6?"— cos f" sin??" und H"= cos £" cos if

setzen können.
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§. 965. Weil wir nun Wevthe der Coordinaten x } y f % er-

langt haben, welche man in den drei entwickelten Fällen ein-

führen muss> wo nämlich von den drei Grössen p, q und r je

zwei verschwinden; so ist hieraus klar, aufweiche Weise die

Coordinaten x, y und z von den einzelnen Grössen p 9 q und r

abhängig sind. Treten daher diese Buchstaben zugleich in die

Rechnung ein, so dass durch sie ein beliebiger Punkt Z des

Körpers angegeben wird ; so müssen die Coordinaten folgende

Werthe haben:
x=f+Fp + F'q+F,

r

y=g+Gp + G/q+G"r
z=h+Hp + H'q + H"r.

Hierbei werden aber diese neun Buchstaben F9 F', F", G,

G'9 G", H, IT und H" auf die sechs Winkel £, tj, £', rj
1

,
g"

und ri" zurückgeführt werden.

§. 966. Nehmen wir nun den Punkt Z in $ an, so dass

7^ = ist und diesem Punkte in der versetzten Lage der Punkt

z entspricht, so werden, indem wir r= setzen, die drei Coor-

dinaten

x=f+Fp + F'q 9 y=g-\-Gp-{-G'q und z=zh+Hp+ H'q.

Hier muss nothwendig der Abstand iz gleich IS sein, und

da dieser =:V^p2
-f-^

2 ist, so erhalten wir die Gleichung

jP+ q*=(Fp+F,
q)*+(Gp+ G'q)*+(Hp + H'q)*.

Entwickelt man dieselbe, so wird

p2+^ [/T2+ G*+H*] p*+ [F'*+ G'2+H'*] q*

+2[FF'+GG'+HH>]pq,
und da Fz+Gz+H2^! und F"*+ G'*+IIt2=zl ist, so muss
nothwendig FF'+GG' +HH1 =z0
sein.

§.967. Auf dieselbe Weise wird sich ergeben, dass, wenn
wir ^= setzen, die Gleichung

FFtt + GG"+ HH''=:Q 9

und wenn wir p=0 setzen, die Gleichung

F'F*+G , G" + H'H"=
stattfinden muss. Hat man diesen drei Bedingungen Genüge
geleistet, so wird die ganze Versetzung bestimmt sein, und es

werden unsere Formeln für alle Punkte des Körpers dieselben

Abstände in der versetzten Lage darstellen, welche jene in

der anfänglichen Lage eingehalten haben.

§. 968. Substituten wir nun in diese Gleichungen die vorher

gefundenen Werthe, so wird zuerst FF'+GG'+HH'=Q ergeben

36
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sin \sin ff+ cos £cos ff sin r\ sin ?/ + cos £cos ff cos ^ cos rf =
oder singsing/ +cos£cosg/ cos(^—V)= °»

also tgftg .£'=:— cos(^-V)-

Auf dieselbe Weise ergeben die zwei übrigen Gleichungen

:tgf tg£"=— cos(V^-0 «nd tg£"tg£=— cosO/'-??).

Mittelst dieser drei Gleichungen wird man die drei Winkel

J, £' und £" bestimmen können, so dass alles durch die drei

Winkel rj, rf.
und rf*

ausgedrückt werden kann.

§. 969. Damit diess um so leichter geschehen könne, mul-

tipliciren wir diese drei Gleichungen in einander, so dass

tg c2 tgj'2 tg ff
i<i~ — cos (17-V) cos (V—V) cosW— 7])

wird. Hieraus ersieht man sogleich, dass der Fall ein unmög-

licher ist, wenn nicht das Produkt dieser drei Cosinusse nega-

tiv ist; wesshalb nothwendig einer derselben, oder alle drei ne-

gativ sein müssen. Setzen wir daher der Kürze wegen

COS (l]— rf) COS (V— tf') COS 0/'~ n)=—A2
>

so wird tgftg? tgff'=&;
und wenn wir diese Gleichung durch jede einzelne der drei obi-

gen dividiren, so erhalten wir

^--
costf-Y) '

t8^-cos(^-V")
Und W^-cosW-rj)'

Auf diese Weise werden alle 9 anfangs angenommenen Co-

efficienten F, G, ff, F', G', ff', F", G" und H" allein durch

^, tf und ??" bestimmt; es wird nämlich

F— sin£ G^cosfsin^ IZ=cos§cos ??

F'= sin £' G'= cos ff sin 9/ H'= cos £' cos ?/

F"= sin£" G"= cosg"sin^ // ff"= cos f" cos?/'.

§. 970. Alle Versetzungen, durch welche die Lage eines

starren Körpers geändert werden kann, können daher durch 6

Elemente bestimmt werden. Zuerst bestimmen nämlich die drei

Coordinaten f, g und h die Versetzung des Punktes / nach i,

sie sind also durchaus von unserer Willkühr abhängig. Zwei-

tens mag sich inzwischen der Körper um diesen Punkt i auf

beliebige Weise gedreht haben, so wird seine Lage doch

durch die drei Winkel rj, rf und rf' vollständig bestimmt. Nimmt
man nämlich in der anfänglichen Lage ein beliebiges Element

des Körpers Z an, dessen Lage durch die drei Coordinaten p,

q und r bestimmt wird, so wird man dasselbe in der versetzten

Lage im Punkte z finden, und zwar wird die Lage des letztern

bestimmt durch die drei Coordinaten
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y z=:g -\~ Qp -[- Q'q
-f- G"r

z=zh+ Hp + H'q + H"r.

§. 971. Damit wir aber noch mehr davon überzeugt wer-

den, dass durch diese Formeln alles, was die Versetzung be-

trifft, vollkommen bestimmt wird, können wir auch die ganze

Arbeit auf folgende Weise ausführen. Denken wir uns im an-

fänglichen Zustande ausser dem Punkte Z einen andern belie-

bigen Zr

, der in der Figur nicht angegeben ist und dessen

Ort durch die Coordinaten p , q und / bestimmt werde. Die-

ser Funkt sei nach z versetzt , welchem die Coordinaten x\ y
und z entsprechen; alsdann haben wir

j = f+Fp' -f-F7/+FV
y=q+ Gp'\ G'q + G"r

z'=zk+Hp + H'q'+H"r.

Unter diesen Voraussetzungen erfordert die Natur starrer

Körper, dass der Zwischenraum zz in der veränderten Lage

dem Zwischenraum ZZ' in der anfänglichen Lage gleich sei;

indem nämlich in diesen Körpern alle Zwischenräume zweier

beliebigen Punkte beständig dieselbe Grösse behalten.

§. 972. Nun ist aber das Quadrat des Abstandes der Punkte

Z und Z' in der anfänglichen Lage

= (p'-p)*+ (?'-?)*

+

(r'
~T)*>

in der versetzten Lage hingegen das Quadrat des gegenseitigen

Abstandes der Punkte z und z'

= (x'—a;)* + (y'-y)*+(z?-z)*.

Das letztere wird aus den drei folgenden Quadraten zu-

sammengesetzt:

[F(p'-p) + **(?'- q) + F"(r<- r)]*,

[G(p'-p) + G'{q'-q) + G"(r'-r)]*,

und [H(p^p) +B/

(q
/-q) +Bf,

(r'~r)Y

deren Summe also der obigen (p'—p)
2 + (#'— q)

2 + (r'—r)*

gleich sein muss.

§. 973. Entwickelt man aber jene drei Quadrate, so ergibt

sich für das Quadrat des Abstandes zz
/ folgender Ausdruck:

(p'—p)*[F*+ G2 + H2
] + {q' - q)

2[F'* + G"2 + #'2
]

+(r'- r)2[F"* + G"2 + /F2
]

+ 2(p'—p)(q'—q)[FF'+ GG+ HB]
+ 2(p'-p)(r'->r)[FF"-{- GG" \ HH"]
+ 2(r/_^)(r'~-r)[ JFF''+ G'G"+H'H"l

36*
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Damit nun derselbe dem frühem (p'-~p)2 +(q'— q)
2-\-(r'~-r) 2,

gleich gemacht werde, wie man auch immer die 6 Coordinaten

p, q, r, p'9 c/ und r' annehmen mag., muss den folgenden 6

Bedingungen Genüge geschehen

:

I. jF»+G»+#2= 1

IL F'z+ G"*+H'z^l
III. F"*+G"*+H"'>=zl
IV. FF'+GG' { HH=zQ
V. FF"+GG"+HH"=zQ
VI. F'F»+G'G"+H'H"=:0.

§. 974. Alle diese 6 Bedingungen haben wir aber schon

im Obigen erfüllt und gezeigt, wie alle 9 Co&fficienten durch je

drei Winkel rj, r{ und y\" bestimmt weiden können. Hieraus

ersieht man um so deutlicher, dass unsere Auflösung der Auf-

gabe hinsichtlich jeder beliebigen Versetzung vollkommen be-

stimmt und angemessen ist, so dass in dem geometrischen

Theile, welchen die Bestimmung der Bewegung solcher Körper

erfordert, nichts mehr verlangt werden kann,

§. 975. Auf welche Weise aber die Versetzung des Kör-

pers auch geschehen sein mag, in Folge welcher der Punkt /

des Körpers nach i gerückt ist; so ist bekannt, dass, wenn die

Versetzung unendlich klein gewesen ist, es immer in der versetzten

Lage eine gewisse gerade Linie iz gibt, deren Lage derjenigen

parallel ist, welche dieselbe Linie im anfänglichen Zustande

gehabt hat. Hätte daher der Punkt / sich in Ruhe befunden,

so würde jene gerade Linie ganz unbewegt geblieben sein. Es
ist aber einleuchtend, dass diese Linie die Axe des Körpers

darstellt, um welche der letztere sich gedreht hat, während er

in die versetzte Lage gelangt ist. Es wird daher von der gross

-

ten Wichtigkeit sein, zu erforschen, ob es, wenn eine endliche

Versetzung stattfindet, auch eine solche Axe gibt.

§. 976. Offenbar sind, damit die gerade Linie iz auch jetzt

der Linie IZ parallel sei, folgende drei Bedingungen erfor-

derlich :

I) x--f=zp; 2)2/—g~q und 3) z— k= r.

Hieraus ergeben sich die Gleichungen

p=Fp + F'q+F"r
g=Gp+G'q+G"r
r=Hp + H'q + H"r,
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aus welchen die Buchstaben p, q und r eliminirt werden müssen.

Die aus denselben abgeleiteten Werthe von p sind aber

Fq+ F"r { l— G')g—G"r (1 - H")r - Hq

Setzt man die beiden ersten einander gleich, so erhält man
zwischen q und r die Relation

q__ G"(F—l) — F"G
r — GF'— (1-/0(1— G')

5

die Gleichstellung des ersten und dritten Werthes führt auf

q (1 - F)(l— H") - F"H
r~- F'H + HXl-F)

Diese zwei Werthe müssen daher in der Wirklichkeit ein-

ander gleich sein, im Fall es eine solche Drehungsaxe gibt.

§. 977. Setzen wir aber diese zwei Werthe einander gleich,

so gelangen wir zu der Gleichung

i\— F)F"GH' + (\ - F)F'G"H+ (1 - F)(1 - G')F»H

+(l^F)(l^n^)FGM^-^TG,/H,—(}^F)^^G/)(l—H,f)^Ot

in welcher alle Glieder den gemeinschaftlichen Factor 1—F
haben. Hebt man denselben durch Division auf, so bleibt die

Gleichung übrig

F"GH'+ F'G"H+ <$. - G')F"H+ <\ - H")FG
+ (1 - F) G"H'~ (1— F)(l— G^l— H")= ,

welche durch Entwicklung ihrer einzelnen Glieder ergibt:

0~ - 1 + F—FG'+FG'H»
+ G'-FH"—FG"H'
+ H"+F'G— F'GH"

+F»H+F'G"H
—G'R"—F"GIH
+ G"H' + F"GH'.

Es ist aber hier nicht klar, auf welche Weise dieser Aus-

druck auf gebracht wird, und es würde zu mühsam sein,

statt der Buchstaben F, G, H u. s, w. ihre ganz entwickelten

Werthe zu substituiren.

§. 978. Indem wir daher diese Untersuchung verlassen

haben wir für jede Versetzung Formeln gegeben, mittelst wel-

cher man aus der gegebenen Lage eines jeden Punktes im an

fänglichen Zustande seine Lage in der versetzten Stellung her

leiten kann und so dem Ziele, welches wir uns gesteckt hatten

vollständig Genüge geleistet. Man kann daher in diesem Theile

nichts mehr verlangen, da die ganze Untersuchung in der Be«*
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Stimmung der 9 Coefficienten F, G, //, F', G', #', F", G" und
//" enthalten ist.

Zugabe.

§. 979. Da die Formeln* welche wir oben für jede versetzte

Lage gegeben haben, höchst allgemein sind und alle Versetzun-

gen in sich begreifen, so muss es wunderbar erscheinen, dass

aus ihnen nicht hervorgeht, ob es in jeder versetzten Lage eine

solche Linie iz gibt, welche dieselbe Richtung wie in der an-

fänglichen Lage hat. Die im §. 977. gefundene Gleichung ist

nämlich so verwickelt, dass es zu lästig sein würde, statt der

einzelnen Buchstaben die für sie angegebenen Werthe zu Sub-

stituten. Inzwischen ist es auf andere Weise entschieden,

dass, auf welche Weise auch immer ein starrer Körper aus

einer Lage in eine andere versetzt werden mag, immer eine

solche gerade Linie existirt, deren Richtung keine Aenderung
erleidet. Um diess nämlich zu beweisen, denken wir uns um
den starren Körper, wie auch immer seine Gestalt sein mag,

eine mit ihm verbundene und zugleich bewegliche Kugel um-
schrieben, welche ihren Mittelpunkt in / hat; hierdurch werden
wir diese Untersuchung um so leichter auf die sphärische Tri-

gonometrie übertragen können.

Lehrsatz.

§. 980. Auf welche Weise auch immer eine Kugel sich

um ihren Mittelpunkt drehen mag, so kann man immer einen

Durchmesser angeben, dessen Richtung in der versetzten Lage
mit der anfänglichen übereinstimmt,

Beweis.

(Figur 134.) Es stelle ABC einen beliebigen grössten Kreis

der Kugel im anfänglichen Zustande dar, und es gelange der-

selbe nach geschehener Versetzung in die Lage ahc , so dass

die Punkte A 9 B und C nach den Punkten «, b und c versetzt

sind; A sei zugleich der Durchschnittspunkt dieser zwei Kreise.

Diess vorausgesetzt hat man zu beweisen, dass es einen Punkt
ö gibt, der gleiche Beziehung zu dem Kreise ABC wie zu
dem abc hat. Hierzu ist es nothwendig, dass erstens die Ab-
stände OA und Oa einander gleich sind; zweitens aber müssen
auch die Bogen OA und Oa gegen jene zwei Kreise gleich

geneigt, d. h. es muss der Winkel Oab= OAB sein; es wer-

den demnach auch ihre Ergänzungen zu zwei Rechten oder die
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Winkel OaA und OAa einander gleich sein. Weil aber Ott

•=zOA, so ist auch ^ OaA= OAa, mithin

OAa=OAa\
halhirt man daher den Winkel aAa mittelst des Bogens OA,
so wird der gesuchte Punkt ö irgendwo auf diesem Bogen OA
liegen. Derselbe wird daher gefunden werden, wenn man den

Bogen aO so ziehte dass

Z.AaO=OAa
werde. Der Durchschnitt dieser zwei Bogen wird den Punkt O
ergeben, und zieht man durch denselben einen Durchmesser

der Kugel, so wird dessen Lage in der versetzten Stellung der

Kugel dieselbe wie in der anfänglichen sein.

§. 981. Um diesen Punkt O leichter zu bestimmen, kann

man auch den Bogen Aa in M halbiren und hier den Bogen

BIO normal auf Aa ziehen; wenn man hierauf den Bogen AO
so zieht, dass er den Winkel aAa halbivt, so wird der Durch-

schnitt dieser zwei Bogen den gesuchten Punkt angeben«» Es

ist hier zu bemerken, dass, wenn man Aa— aA annimmt, als-

dann a der Punkt der Kugel sein wird, welcher nach gesche-

hener Versetzung zum Punkte A gelangt; wesshalb eben der

Winkel aAa, nicht aber sein Nebenwinkel aAB halbirt wer-

den muss.

§. 982. (Figur 133.) Gewöhnlich pflegt man zwar den

Punkt /, auf welchen die anfängliche Lage des Körpers sich

bezieht, in seinem Schwerpunkte anzunehmen. Aus dem ge-

gebenen Beweise geht aber hervor, dass die Wahrheit des

Lehrsatzes auch bestehen wird, wenn man irgend einen andern

beliebigen Punkt als Mittelpunkt der Kugel annimmt. Nimmt

man daher in einem starren Körper statt 1 einen beliebigen

Punkt an, so wird man durch ihn immer eine gerade Linie

ziehen können, deren Lage in dem versetzten Zustande nicht

geändert wird; es verhindert uns selbst nichts, diesen Punkt/

ausserhalb des Körpers anzunehmen. Man muss sich daher

wohl hüten, diese ausgezeichnete Eigenschaft als eine dem

Schwerpunkte eigentümliche anzusehen; man pflegt näm-

lich / nur desshalb im Schwerpunkte des Körpers anzunehmen,

damit die analytischen Formeln, durch welche die Bewegung

solcher Körper bestimmt wird, einfacher ausfallen.

§. 983. Da nun durch die sichersten Gründe erwiesen ist,

dass es in jeder versetzten Lage immer eine solche gerade



568 Kap. J. Allgemeine Formeln

Linie iz. gibt, deren Richtung nicht von derjenigen abweicht,

welche dieselbe Linie IZ in der anfänglichen Lage eingehalten

hat; so können wir auch versichert sein, dass die im §. 977.

gegebene Gleichung stets stattfinden wird, nachdem wir näm-

lich statt aller Buchstaben die angegebenen Werthe substituirt

haben. Ist diess nämlich geschehen, so müssen nothwendig

durchaus alle Glieder sich wechselseitig von selbst aufheben,

wenn diess auch aus jenen 6 Hauptbedingungen, denen Genüge
geschehen musste, nicht hervorgeht. Diese ausgezeichnete

Eigenschaft, deren Wahrheit geometrisch so leicht gezeigt

worden ist, muss daher für eine durch die Art der analytischen

Formeln sehr verborgene gehalten werden; ferner können wir,

eben aus diesem Grunde, aus derselben den schönsten Zuwachs
für die ganze Mechanik mit Recht erwarten.

§. 984. Indessen wollen wir doch die Formeln, welche wir

für jene grossen Buchstaben oben gefunden haben, sorgfältiger

entwickeln, wodurch man vielleicht leichter ersehen kann, auf

wrelche Weise jene Gleichung des §. 977. erfüllt werde. Nach-

dem wir aber die 6 Winkel £, £', £", ^, rf und r[
!

eingeführt

haben, durch welche jene Buchstaben im §. 969. ausgedrückt

worden sind, haben wir die drei erstem durch die drei letztern

so bestimmt, dass, wenn

— cos(t] •— 7\') cos(^'— 7]") cos(rj"— tj)= A2

gesetzt wurde,

ffff" — ' ^
, icrt— —

und ^
^—""cosO/7— n)

war. Hieraus kann man demnach so wohl die Sinusse, als

auch die Cosinusse jener Winkel ableiten.

§. 985. Damit sich diess leichter machen lasse, führen wir

statt der Winkel r\, tf und r\" andere 6, & und 6" ein, so dass

y— rf—ß", rf—rf—ß und vf'.— vi—e'
wird. Hieraus ergibt sich sogleich die Gleichung

+ 0' + 0"= O,

so dass diese drei neuen Winkel nur zweien gleichgelten und

daher von den Winkeln r\, rj' und v\" Einer unbestimmt bleibt.

Ist diess der Winkel tj , so haben wir

tf
—

Yi
— B" und i7"=ij + 0'.
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Führt man demnach diese Winkel ein, so wird

A2=— cos0 eosö'cosÖ"

und wir erhalten , indem wir diesen Werth anwenden

tgf --> coeö" '

tgf — Y —
cosö ,

§. 986. Aus diesen für die Tangenten gefundenen Formeln

leiten wir die Formeln für die Sinusse und Cosinusse her, und

zwar wird für den ersten Winkel

. „ V— cosöcosö'
t „„ VeosÖ"

sine — — r. und cos g"=
/V cosö — cosöcosö' V cosÖ — cosöcosö7

Da aber 0"=— — 0' ist, so wird

cosö"=z cos(ö -f ö')= cosö cosö'— sinö sinö',

und wenn wir diesen Werth substituiren

. M V — cosöcosö7 aTcosöcosö' 4/ —r—-—
7sing"= r

— = ~-W > n - ai = — V cotgöeotgö';
V— sin0sin0' ¥ sinösinö'- ö b

so wie auf ähnliche WVise

V cosÖ cosÖ'— sinö sinö'
COS f"= z

= = V 1— COtgÖ COtgÖ' •

V — sinösinÖ'

Ofenbar ergeben sich ähnliche Werthe für die beiden an-

dern Winkel, so dass wir haben:

sin f= — Veotgö'cotgö" und cos£= + Vi — eotgö'cotgö"

sin £'= — Vcötgö cotgö" „ cos £'= + Vi — cotgöeotgö'7

sin £"= — Vcotgöcotgö' „ cos £"= + VF^ cotgöeotgö'.

§. 987. Substituirt man nun diese entwickelten Werthe, so

werden die oben für die 9 Buchstaben F, G, H, F' , G', H\
F", G" und H" gefundenen Formeln, nachdem man nämlich

der Kürze wegen cotgö=*, cotg0'=tf' und cotgÖ"=tf" gesetzt

hat, folgendermaassen ausgedrückt:

F=-VW, G = sm>riVl -Vi", 11= cos rjVi— t'f ,

F'=— VW, G'= smn'VT^W, H'= cosvVi— tt"

,

F"=z— Vii^ G tf=&mri"Vl — W 9 H"=cosri"Vl— tt'.

§. 988. Wenn wir aber auch diese Werthe in die Glei-

chung des §«977. substituiren, so sieht man doch keinesweges
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ein, auf welche Weise ihre einzelnen Glieder sich wechselseitig

aufheben können. Es wird daher nothwendig sein, ausserdem

auf die Bedingung, dass

e+0'+ö"=o
ist, Rücksicht zu nehmen. Hieraus ergibt sich folgende Rela-

tion zwischen den Buchstaben t, V und t", nämlich

tt'+ tt"+m=:i>
d. h es ist die Summe der Produkte aus je zweien = 1. Aus-

serdem muss man die Bedingung beachten , wonach
rj'z=z 7} — 0" und rf'= rj -{- 0'

war; wenn man diese Bedingungen gehörig beobachtet und

durch die Rechnung entwickelt, so kann kein Zweifel übrig

bleiben, dass diese Gleichung erfüllt werde. Niemand wird aber

so leicht diese staunenswerthe Arbeit übernehmen wollen, wess-

halb man jene ausgezeichnete Eigenschaft aller starren Körper

für noch weit schwieriger halten muss und es kann daher die-

selbe den Geometern die schönste Gelegenheit darbieten, ihre

Kräfte an der gänzlichen Enthüllung dieser Eigenschaft zu üben.
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Kapitel II.

Neue Methode, die Bewegung starrer Körper zu bestimmen.

§. 989. Obgleich ich in meiner Abhandlung über die Be-

wegung starrer Körper diese Theorie mit hinreichend glückli-

chem Erfolge behandelt habe, muss ich doch gestehen, dass

die von mir gegebenen Auflösungen nicht nur zu verwickelt

sind, sondern dass auch ihre Anwendung auf beliebige beson-

dere Fälle im höchsten Grade lästig und mit sehr viel Schwie-

rigkeiten verknüpft ist. Nachdem ich nämlich die Bewegung

des Mittelpunktes der Trägheit bestimmt hatte, was zwar kei-

ner Schwierigkeit unterworfen ist, musste ich zu jeder Zeit so

wohl die Lage der Drechungsaxe., als auch die Geschwindigkeit

bestimmen. Hierauf war es aber besonders nothwendig, die

Lage der drei Hauptaxen anzugeben, wozu eine grosse Menge
veränderlicher Grössen in die Rechnung eingeführt werden

musste.

Diese Mängel scheint auch der sehr scharfsinnige Geonie-

ter la Grange wahrgenommen zu haben, indem er diesen Ge-

genstand in den Abhandlungen der preussischen Akademie für

das Jahr 1773 nach einer andern Methode zu behandeln über-

nommen hat, deren sehr tiefe Gedanken ich zwar mit der gröss-

ten Begierde zu durchschauen versucht habe, wobei ich es

aber doch nicht von mir habe erlangen können, alle seine Rech-

nungen zu durchdringen. Es schreckte mich nämlich sogleich

der erste Lehnsatz so ab, dass ich wegen meiner mangelhaften

Augen auf keine Weise hoffen kann, alle analytischen Kunst-

griffe, deren er sich bedient hat, zu durchforschen.
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§. 990. Neuerdings unternahm ich es aber, den geome-

trischen Theil, worauf diese Untersuchung sich stützt, genauer

zu entwickeln und habe die ausgezeichnete Eigenschaft bewie-

sen, dass, auf welche Weise auch immer ein starrer Körper

aus seinem anfänglichen Zustande in einen andern beliebigen

versetzt werden mag, in ihm immer eine solche Axe angegeben

werden kann, deren Richtung in beiden Zuständen unverändert

bleibt Es schien mir nun sogleich, dass diese sehr schöne

Eigenschaft ein ausgezeichnetes Hülfsmittel darbieten werde,

um alles die Bewegung solcher Körper Betreffende viel leichter

und ohne ein so grosses Gemenge veränderlicher Grössen be-

stimmen zu können. Sobald man nämlich die Bewegung des

Mittelpunktes der Trägheit bestimmt haben wird, suche man
diejenige Axe des Körpers, welche im versetzten Zustande die-

selbe Richtung wie im anfänglichen beibehält; hierauf aber suche

man den Winkel, um welchen der Körper sich inzwischen um
diese Axe gedreht hat. Auf diese Weise wird man zu jeder

Zeit die Lage des Körpers vollständig kennen lernen, so dass

die ganze Untersuchung auf die Bestimmung dieser Axe für

jede Zeit nebst dem Umdrehungswinkel reducirt wird; ich will

daher hier diese Idee genauer verfolgen.

§. 991. Wir betrachten demnach den Körper in seinem an-

fänglichen Zustande und nehmen in ihm einen beliebigen Punkt

an, durch welchen wir drei feste und auf einander normale

Axen ziehen. In Bezug auf diese kann man die Lage der ein-

zelnen Elemente des Körpers, nach gewöhnlicher Weise durch

je drei Coordinaten
>
bestimmen. Jenen Punkt habe ich zwar in

meiner Abhandlung im Mittelpunkte der Trägheit angenommen,

jetzt aber bemerke ich, dass es nichts verschlägt, wenn man
ihn an einer andern beliebigen Stelle annimmt. Ferner ist es

auch nicht nothwendig, dass jene drei Axen zugleich Haupt-

axen des Körpers sind, sondern sie bleiben ebenso, wie jener

Punkt, ganz unserer Willkühr überlassen. Indessen wird es

angenehm sein hier zu bemerken, dass die folgenden Rechnun-

gen weit leichter und eleganter werden, wenn man jenen Punkt

im Mittelpunkte der Trägheit annimmt und zugleich die drei

Axen Hauptaxen, nämlich für den anfänglichen Zustand des

Körpers sind. Hierauf denke man sich aber aus jenem Punkte

wie aus einem Mittelpunkte eine Kugel um den Körper be-

schrieben, welche mit dem letztern fest zusammenhänge und

mit ihm zugleich beweglich sei, ihr Radius werde durch die
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Einheit bezeichnet. Auf diese Weise können alle Untersuchun-

gen auf die sphärische Trigonometrie reducirt und so alle Rech-

nungen viel leichter abgemacht werden.

§. 992. (Figur 135.) Es stelle daher das sphärische Drei-

eck ABC den achten Theil einer Kugel dar, in deren Mittel-

punkte man sich den Buchstaben / geschrieben denke; die von

dort aus gezogenen geraden Linien JA, 1B und IC stellen jene

drei festen Axen dar, so dass die Bogen AB , BC und CA
Quadranten sind, welche unter sich die rechten Winkel A, B
und C bilden. Um hierauf die Lage der einzelnen Elemente

des Körpers kennen zu lernen, denke man sich durch ein be-

liebiges derselben den Radius IZ gezogen und ziehe aus dem
Punkte Z die drei Bogen ZA, ZB und ZC, welche wir re-

spective f, vj und ß nennen. Setzt man nun den Abstand des

Elements des Körpers vom Mittelpunkte I=:s, so werden die

drei, den Axen IA , IB und IC parallelen Coordinaten scos£,

scostj und scosö, wodurch also die Lage eines jeden Elemen-

tes im anfänglichen Zustande nach gewohnter Weise bestimmt

werden wird. Es wird aber immer nach der Natur des sphäri-

schen Dreiecks ABC
cos £

2
-f cos rf -f cosö

2= 1

;

ausserdem haben wir folgende Bestimmungen uns zu merken:

_ C0S?7 COsf nsyr, C0S Vco$BAZ=2-r-~, cosABZ— -^-?, cosBCZ^z -r-^,
sinf smrj sin#

smBAZ=z-r—r, 8\nABZ= -. und smBCZ=-~,
sinf smrj sinö

Ferner wird

cos£cos?? cos^cosö
co$AZB~ — -r--r. y cosBZC= :— . n 9sm£cos^ sin v\ sin

cos£cos# . cosö
cosCZA=z . o . n > smAZB= +

sinfsmö sinfsin^

sinBZC— + - ?—ä und sinCZA=-{- . , .

'
.

sin 7] sin stnfsinÖ

§. 993. Nachdem wir diese Bestimmungen für den anfäng-

lichen Zustand gemacht haben, betrachten wir denjenigen Zu-

stand des Körpers, in welchem er sich nach Verlauf der Zeit

t befinden wird. Es mag nun zuerst der Mittelpunkt der Träg-

heit / nach einem beliebigen Orte versetzt sein, da die Bestim-

mung desselben keine Schwierigkeit verursacht; so mag sein

Ort, wenigstens in Gedanken, nach dem Punkte / versetzt

werden und zugleich mit ihm der ganze Körper, und zwar mit
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sich selbst paralleler Bewegung. Da es nun in der versetzten

Lage immer einen solchen Radius gibt, dessen Richtung die-

selbe als im anfänglichen Zustande ist, so sei O auf der Ober-

fläche der Kugel derjenige Punkt, welcher so wohl in der an-

fänglichen als auch in der versetzten Stellung nach der Zeit t

denselben Ort einnimmt, so dass der Radius dieselbe Richtung

in den beiden Stellungen des Körpers einhält. Um seine Lage

zu bestimmen, ziehe man die Bogen OA — cc, OBz=ß und OC
= y, welche man als bestimmte Functionen der Zeit t betrach-

ten muss, aus ihnen erlangen wir folgende Bestimmungen:
^ ,^ cosß m^ cosa n„^ cos/3

cosOAB~-rJL > cosABO~-r-ä, cosBCO= K
-

sina sinp smy

smOAB^:^-, sinABO —?^ und sinfiCO = cosa

sina sinp siny
Ferner wird

A^r> cos a cos ß rts^sy cosßcosy
cosAOB—— -. r—

f

, cosBOC= —%—.—L
,

sinasinp sinpsmy
cosacosy . cosy

cosCOA= ;
j
—-9 smAOB= f — r—3,

sin asiny smasinp

. n ^ „ COS CT _ . „„ . . cos/5
s\nBOC=+ . a . und sinCOA= + - P—

.

sinp sin y sin a smy
Ausserdem ist, wie vorher

eosa2+ cos/32 -f- cosy
2=:J.

§. 994. Es sei nun cp jener Winkel, durch welchen der

ganze Körper in der Zeit t um den Radius 10 gedreht worden

ist, so dass cp als eine Function der Zeit t betrachtet werden

muss , während die zuerst eingeführten Bogen £, tj und 6 nur

von der Veränderlichkeit eines jeden Elementes des Körpers,

worauf sie sich beziehen, abhängig sind. Der Punkt der Kugel,

welcher sich anfangs in Z befand, wird daher nun nach Verlauf

der Zeit / so nach z versetzt sein, dass, wenn man die Bogen

OZ und Oz zieht, der Winkel ZOz~q) wird, wobei Oz— OZ
ist. Wenn man demnach hieraus die Abstände dieses Punktes

z von den Ecken A 9 B und C sucht, so wird die wahre Lage

bekannt, in welche der Radius des Körpers IZ aus der an-

fänglichen Lage nach Verlauf der Zeit t versetzt worden ist.

Um daher die Bewegung des Körpers vollständig kennen zu

lernen, kommt die ganze Arbeit darauf hinaus, dass man für

jede verflossene Zeit — t so wohl die Lage des Punktes O oder

die Bogen a} ß und y, als auch den Winkel ZOz=zcp bestimme;

indem auf diese Weise zu jeder Zeit die wahre Lage der ein-

zelnen Elemente des Körpers angegeben werden kann.
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§. 995. (Fig. 136.) Da wir also vor allem die Abstände des

Punktes % von den Ecken A, B und C bestimmen müssen, wol-

len wir zuerst den Abstand Az suchen. Damit diess leichter

geschehen könne, wollen wir in der Figur keine andere Linie,

als die auf dieses Ziel sich beziehenden darstellen. Zuerst müs-

sen wir die Grösse des Bogens OZ aus dem Dreieck OAZ su-

chen, in welchem wir die Bogen OA~a und AZ = f haben/

Ausserdem wird man aber den Winkel OAZ durch die Winkel

BAO und BAZ bestimmen können, indem OAZ—BAO—BAZ,
also

s\n OAZ — s'm BAOcosBAZ— cos BAOsmBAZ
cos y cos 7]— cos ß cos

sinasinf
*

cos OAZ= cos BAO cos BAZ + sinBAO sinBAZ
cos/3cos^-f cos y cos #

sin a sin £

^ *r* cosycosw— eosßcosö
und tgOAZ=- -n

—
r,ö cospcos?7-f- cos y cosÖ

wird. Nachdem wir diess bemerkt haben, ündet man nach der

Lehre der sphärischen Trigonometrie

cos OZz=z cos acos f-f-cosßcos^+ cos/cosö
cosycos^— cosßcosö

und tgAOZ—-^—,a C0S f_ C0Sa (C0S ^ C0S ^_j. C0S y C0SÖy
§.996. Setzen wir aber zur Abkürzung den Winkel OAZ=zA,

so dass . Ä cos y cos ^— cos ß cos B
sin A= ; r—ö >

sin asm £

cos ß cos ri+ cos y cos
cos J= -

. . J
sin a sin £

und .
cosycos^— cosßcosö

® ~~~cos/3cos^ -fcosy cosö

wird ; so erhalten wir zur Bestimmung des gesuchten Bogens

ÖZ= Z und des Winkels AOZz= O
^

cosZ= cosacos£+ sinasin £cosA

a * n sin£sinJ
und tgO=-7 z r—z 7'

° sinacos£ — cosasin£cos.4

Substituirt man hier statt sio A und cosA die gefundenen

Werthe, so erhält man, wie oben

cosZ— cos «cos £+ cos ß cos 7] + cos y cos 6

, J
_ cos y cos i?— cos ß cos

und tgO=~:

—

t, z
— r o

—
r 7^'° sinc^cos£— cosa(cosp cos^+ cosycosö)

§. 997. Nachdem wir diess gefunden haben, wollen wir das
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sphärische Dreieck AOz angreifen, in welchem wir die zwei

Seiten OA=~ct und Oz= Z, nebst dem zwischenliegenden Win-

kel AOz=z 0-{-(p kencen und woraus wir schliessen, dass

cos Az= cosacosZ+sin asin Z cos (O+ cp)

ist. Dieser Ausdruck wird nun reducirt auf den folgenden

cos Az= cos cc cosZ+ sin a sinZ cosO cos cp — sin cc sin Z sin O sin cp,

wobei wir cos Z schon bestimmt haben. Wir haben aber sowohl

sinZ, als auch sin O und cos O nicht entwickelt, und es ist

ausserdem nicht dienlich, diese Grössen unmittelbar aus den

gefundenen abzuleiten, weil wir zu Wurzelzeichen kommen wür-

den, bei denen es ungewiss wäre, ob wir sie positiv oder nega-

tiv zu nehmen hätten. Es wird daher angemessen sein, diese

Entwickelung auf die folgende Weise anzustellen.

§. 998. Aus dem Dreieck AOZ leiten wir sogleich die

Gleichung sin Zsin 0= sinA sin £

s'mA sinf
oder sin O =

wi

O

sinZ

ab und dividiren wir dieselbe durch tgO, so erhalten wir

sin cc cos £— cos «sin £ cos A
sin Z

Hieraus ergeben sich demnach von selbst eben jene For-

meln, deren wir hedürfen, nämlich sin Zsin O und sinZcosO,

und wenn wir daher statt cos Z den gefundenen Werth Substi-

tuten, so gelangen mir zu dem folgenden Ausdruck:

cosAz~ cos a2 cos £+ sin cc cos a sin £eos A+ sin et
1 cos cp cos £

— sin cc cos et cos cp sin fcos A — sin cc sin cp sin fsin A.

Eliminirt man aber den Winkel A, so nimmt dieser Aus-

druck die folgende Form an :

cosAz= cosa2cos£-|- coscccosßco&rj -f cosacosycosö -f sina
2cosg)cos

£

— cosacosqpcosßcos^— cosacos<pcosycosö — sinqoeosycos??

-f- sing? cos ß cos 6.

§. 999. Dieser Ausdruck ist um so bemerkenswerther, als

er nicht nur mit keinen Brüchen belastet ist, sondern auch in

in den einzelnen Gliedern nur Cosinusse der drei Winkel £, t]

und ß vorkommen, während die Sinusse ganz ausgeschlossen

sind. Aus diesem Grunde wollen wir die einzelnen Glieder

nach den erwähnten drei Cosinussen ordnen und erhalten so

die folgende Form

:

cos Az= cos £ [cos a
2

-f- sin cc
2 cos cp]

+ cos 97 [cos a cos ß — cos «cos ß cos cp — cos y sin cp]

+ cos 6 [cos a cos y— cos cc cos y cos cp + cos ß sin cp] .
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Hierbei wird es angemessen sein zu bemerken, dass die

Winkel £, ?? und "0 sich nur auf die anfängliche Lage beziehen,

dass durch sie der Ort eines jeden Elementes des Körpers be-

stimmt wird und daher nicht von der Zeit abhängt; während

dagegen die übrigen Winkel a, ß, y und cp nur Functionen der

Zeit t sind.

§. 1000. Nachdem wir diese Entwiekelung für den Bogen

Az angestellt haben, würde es durchaus überflüssig sein, für die

zwei übrigen Bogen Bz und Cz eine ähnliche Untersuchung an-

zustellen. Da nämlich die drei Punkte A, B und C unter sich

verwechselt werden können, so ist es nur nothwendig, dass wir

sowohl die Winkel £, r\ und 0, als auch a, ß und y nach der

Reihenfolge verrücken, während inzwischen der Winkel cp als

derselbe beibehalten wird. Auf diese Weise finden wir daher

die folgenden Ausdrücke

:

cos Z?z— cos?? [cos ß
2

-)- sin ß
2 cos g>]

-fcos0[cosßcos}>— cos/3cosycosg>— cosrcsing?]

+ cos £ [cos ß cos a— cos ß cos et cos cp+ cos y sin cp]

und cos C2~eos0[cosy2+siny2 cosg>]

-f- cos C [cos y cos a— cos y cos cc cos cp— cos ß sin cp]

-f-cos?7[cosycosj3— cos y cos ß cos g> -f cos «sing)].

§.1001. Setzen wir nun der Kürze wegen, zur Bestimmung

der versetzten Lage des Punktes Z, die Bogen Az.~g
9 Bz— rf

und Czzzzff, durch deren Werthe die Coordinaten" zur Bestim-

mung dieses Punktes hierauf gebildet werden ; so wollen wir

die Cosinusse dieser drei Bogen hier vereint zur Ansicht stellen :

cos £' == cos £ [cos cc
2+ sin a2 cos cp]

+ cos rj [cos a cos ß (1 — cos cp)— cos y sin 9?]

+ cos [cos a cos y (1— cos cp) + cos ß sin cp] ,

cos rf
— eos?y[cos/32 + sin /3

2 cos g?]

-f cos [cos ß cos y ( l— cos (59) — cos a sin g?]

-{-cos £ [cos a cos (3(1 — cos 9?) + cos y sing?],

cos 0'= cos [cos y
2 + sin y

2 cos cp]

-f- cos £ [cos a cos y (1— coscp) — cosßsing»)

+ cos 7] [cos ßcosy(l— cosg?) + cos asing?].

§. 100'2. Es wird nun der Mühe Werth sein, einige, haupt-

sächliche Lagen des Punktes Z zu betrachten. Nehmen wir

daher diesen zuerst im Punkte A selbst an, so das C=0 und

<*7 ==: =-= 90° ist; so erhalten wir zur Bestimmung der Lage des

Punktes z

37
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cos £'= cosa2+sina2 cos go= 1 — sina2 (l — cos cp)

cos ^'=:costvcosjS(l— cos cp) + cos y sin cp

cos %'= cos a cos y (1— cos tp)— cos ß sin go.

Auf ähnliche Weise wird, wenn man Z in B annimmt, so

dass £=-#= 90° und ??— ist, zur Bestimmung der Lage des

Punktes z

cos^= cos«cosj3(l— cosqp)— cosysinqp

cos rf= cos ß
2 + sin/32 cos<p:=l — sinß2 (I —-cosg?)

eosÖ'— cosß cos y(l—- cos 9?) + cos o: sin 90.

Nehmen wir- aber endlich den Punkt Z in C an, so wird

der Ort des Punktes z so bestimmt, dass wir haben

cos £'= cos a cosy (l — cos (p)-\- cosß sin 99

cos y\ = cos jS cos 7(1 — cos <p)— cos a sin 9
cos 0'= cos y

2
-f sin y

2 cos <p= I
—•siny2 (l— cos 9).

§. 1003. Diese 9 Formeln sind desshalb aller Beachtung

werth, weil aus ihnen die allgemeinen Formeln für cos f, cos r{

und cosß' auf so schöne Weise zusammengesetzt werden. Of-

fenbar ist nämlich die allgemeine Formel für cos £' aus den eben

gefundenen drei besonderen Formeln desselben zusammengesetzt,

auf ähnliche W7
eise verhalten sich die allgemeinen Formeln von

cosrf und cosö' zu den drei besondern Formeln eines jeden

dieser Cosinusse.

§. 1004. Diese ausgezeichnete Eigenschaft, welche zwi-

schen den Versetzungen der Punkte A, B, C und eines andern

beliebigen Z eintritt, ist im höchsten Grade bemerkenswert!]

und verdient durchaus sorgfältiger erwogen zu werden. Daher

wird es angemessen sein , sie in dem folgenden ganz allgemei-

nen Lehrsatze zu umfassen, dessen Wahrheit aus den eben

ausgeführten Rechnungen genügend einleuchtet, während er sonst

die tiefsten Untersuchungen erfordern würde.

Lehrsatz.

§. 1005. (Fig. 137.) Wird eine Kugel um ihren festen

Mittelpunkt auf beliebige Weise bewegt, so dass die drei Punkte

A, B und C, welche auf ihrer Oberfläche um Quadranten von

einander abstehen, nach den Punkten a> b und c versetzt wer-

den; so wird ein anderer beliebiger Punkt Z auf solche Weise
nach 2 versetzt werden, dass man hat:

I. cos zA= cos ZA cos aA+ cos ZB cos oB+ cos ZCcos aC
II. cos zB — cos ZB cos bB+ cos ZC cos uC+ cos ZAcos bA

III. cos 5C= cos ZCcoscC-f-cos ZAcos cA-\- cos ZBcoscB.
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§.1006. Weil man die, durch die grossen und kleinen

Buchstaben bezeichneten, Punkte mit einander vertauschen kann,

so dass die kleinen Buchstaben der ursprünglichen, die grossen

aber der veränderten Lage angehören; so werden, auch die fol-

genden Gleichungen mit der Wahrheit übereinstimmen:

I. cos Za~ cos zaposAa+ cos zb cosAb -\-coszc cos Ac
IL cos Zb == cos zb cos Bb+ cos zc cosBc+ cos za cos Ba

III. cos Zc=> cos zc cos Cc+ cos za cos Ca+ cos z6 cos C&

.

Anwendung dieser Formeln auf rechtwinklige
Coordinaten.

§.1007. (Fig. 138.) Nun wollen wir alle die bisher gefun-

denen Formeln auf je drei, den festen Richtungen IA9 IB und

IC parallele Coordinaten anwenden; und zwar betrachten wir

zuerst für die anfängliche Stellung ein beliebiges Element des

Körpers in Z. Zur Bestimmung seines Ortes stellen wir die

drei Coordinaten IX-=.X, XY==zY und YZ-=zZ auf, und setzen

seinen Abstand vom Mittelpunkte /=s. Offenbar wird, wenn
man diesen Punkt Z auf dem Radius der Kugel annimmt, wel-

cher vorher durch den Punkt Z ging,

X~scos£, Y=scosrj und Z= scos0,

also s*=X*+Y*+2&.
:

Auf ähnliche Weise werden für jenen Radius /O, dessen

Richtung in der versetzten Lage nicht verändert wird, die drei

Coordinaten sich zu einander wie die Cosinusse der Winkel

a, ß und y verhalten, es ist aber nöthig, sie in der Figur aus-

zudrücken.

§. 1008. Nach Verlauf der Zeit t, welche wir immer in Se-

cunden ausgedrückt annehmen, sei der Mittelpunkt des Körpers

/ nach i versetzt, zu dessen Bestimmung wir die Coordinaten

If—f, fi~g und ig~h annehmen. Der Punkt aber, welcher

sich vorher in Z befand, liege jetzt in z, dessen Coordinaten

Ix=x, xy—y und yz= z gesetzt werden. Da nun der letztere

Punkt sich eben so hinsichtlich des Punktes i verhält, ais in

den vorhergehenden Figuren der Punkt Z hinsichtlich des Mit-

telpunktes /, so dass der Abstand iz=s ist; so muss offenbar

wie vorher

x— /==seos£\ y — g= s cos rf und z — h— $cos#'

sein.

§. 1009. Substituten wir statt dieser Cosinusse ihre eben

37*
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gefundenen Werthe, so erhalten wir, weil acos^^zX, $vosr\~ Y
und scosÖ=Z ist, die folgenden Werthe:

x ==
f-{-X [cos a2 -f sin a2 cos cp]

-f- F[cos acas /3 (1— cos cp) — cos 7 sin 9]

-f Z [cos et cos 7 (1 — cos cp) -f cos ß sin 9)]

#;=# + F[cos /3
2+ sin ß

2 cos 9]
+ Z [cos |3 cos 7 (1—cos 9?)— cos cc sin cp]

+X [cos a cos/5 (1 .— cos cp) -f cos 7 sin 9?]

2= h + Z [cos 7
2+ sin y

2 cos g>]

-f-X [cos a cos y (1 — cos 9)— cos |3 sin g>]

+ F[cos ßcosy (1 — cos cp) + cos «sin cp\

§.1010. Weil diese Ausdrücke aber zu complicirt sind, se-

tzen wir der Kürze wegen

x=f+FX+F'r+F'Z
y=g+GX+'G'Y+G"Z
z^h +HX+ffY+ff'Z

so dass JP=cos«2 -|-sinc<:2 cos(3P

G= cos ex cos ß (1— cos cp)-{- cos y sing?

H~ cos a cos 7(1 — cos 9?) — cos ß sin cp

jF'~cosacos|3(l-— cos 9) — cos y sin cp

G'~cosß2 ±s\r)ß2 cos<p

ff'= cos ß cos 7(1 — cos 99) + cos «sin cp

F" == cos 0: cos 7(1— cos <p) + cos ß sin 9?

6T= cos ß cos 7 (1— cos 9?)— cos a sin 9?

i/"= cos 7
2+ sin 7

2 cos cp.

§. 1011. Da nun auch jetzt der Abstand iz gleich dem Ab-

stände IZ sein muss, also

ist; so findet man, indem man die Rechnung anstellt, dass in

der Wirklichkeit die Gleichungen stattfinden:

JP2+G2 + ^2=i
F2+ G'a+ H'a ==l

FF'+GG+ HH'=Q
F'F'+G'G'+H'IJ^O
FF'+GG"+HH"=0

Hierüber sind wir in hinreichender Gevrissheit, wenn auch

die Rechnung nicht wenig lästig ist.
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Allgemeine F o rm e 1 n fü r die Bewegung starrer d u r c h

beliebige Kräfte ange tri ebener Körper.

§. 1012. Betrachten wir daher einen beliebigen starren Kör-

per, in welchem nach Belieben ein bestimmter Punkt / als Mit-

telpunkt angenommen ist, dessen drei feste Richtungen IA,1B
und IC in der anfänglichen Lage sich wechselseitig normal

schneiden und in Beziehung auf welche die Oerter der einzel-

nen Elemente des Körpers durch die drei Coordinaten X 9 Y
und Z bestimmt werden. Es bezeichne nun dM das im Punkte

Z gelegene Element des Körpers, so dass der Buchstabe M
die Masse des ganzen Körpers bezeichnet. Hierbei bemerke

man wohl, dass diese drei Veränderlichen X, Fund Z nur die

anfängliche Stellung des Körpers betreffen und auf keine Weise

von der Zeit £ abhängig sind.

§. 1013. Dieselben sollen für die anfängliche Stellung fest-

gesetzt sein, und wir denken uns, dass dem Körper eine belie-

bige Bewegung beigebracht worden sei. Zu diesem Ende set-

zen wir voraus, dass nach Verlauf der Zeit t der Mittelpunkt /

nach i, das Element dM aber, welches wir als im Punkte Z
befindlich betrachtet haben, nach dem Punkte z versetzt worden

sei. Der Ort des letztern werde durch die oben angegebenen

Coordinaten x9 yundz, der Ort des Mittelpunktes i aber durch

die Coordinaten /*, g und h dargestellt. Hier werden demnach

nicht nur die drei Grössen /', g und h bestimmte Functionen

der Zeit sein, welche sowohl durch die dem Körper beige-

brachte Bewegung, als auch durch die antreibenden Kräfte be-

stimmt werden müssen; sondern es weiden auch die Buchsta-

ben F, G und // nebst ihren abgeleiteten als solche Functionen

anzusehen sein, indem sie nämlich durch die Winkel cc, ß, y und

<p, welche Functionen der Zeit sind, ausgedrückt werden. Die

ganze Arbeit kommt nämlich darauf hinaus, dass wir sowohl

durch die im Anfange beigebrachte Bewegung, als auch durch

die antreibenden Kräfte zu jeder Zeit die Werthe der Buchsta-

ben /, g und h, wie auch die Werthe der Winkel a, ß, y und cp

ausdrücken ; hat man diese gefunden, so wird die Bewegung des

Körpers vollkommen bekannt

§. 1014. Befindet sich nun ein beliebiges allgemein betrach-

tetes Element des Körpers im Punkte 2, so wird sein Ort durch

veränderliche Grössen doppelter Art ausgedrückt ; man bezieht

nämlich die drei X, Y und Z auf den Ort Z, welchen das Ele-
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ment in der anfänglichen Stellung eingenommen hat, die übri-

gen aber sind Functionen der Zeit Durch die Veränderlichkeit

dieser letztern wird man daher sowohl die Bewegung dieses

Elementes, als auch seine Beschleunigung bestimmen können,

was sehr bequem geschieht, indem man seine Bewegung nach

den drei festen Richtungen 1A, IE und IC zerlegt, wodurch

man zuerst die drei Geschwindigkeiten desselben Elementes und

hierdurch ferner auch die Beschleunigungen nach denselben Rich-

tungen wird bestimmen können. Nimmt man daher allein die

Zeit t als veränderlich an, so werden die drei Formeln (j7j>

\nl unc* VT/) jene drei Geschwindigkeiten, die zweiten Diffe-

rentiale ("^f)> \M?) «nd f^lj aber die Beschleunigungen

angeben.

§. 1015. Wenn wir nun auf ähnliche Weise alle Kräfte,

durch welche der Körper in dieser Zeit angetrieben wird, nach

diesen drei Richtungen zerlegen und hierauf aus ihrer Vereini-

gung für die Richtungen IA, 1B und IC die Kräfte P, Q und R
entspringen; so müssen nach den Principien der Bewegung noth-

wendig diese Kräfte den Summen aller beschleunigenden Kräfte,

welche aus der Verbindung aller Elemente dM des Körpers

entspringen, gleich sein. Wenn nämlich g die Fallhöhe schwe-

rer Körper in Einer Secunde bezeichnet, so setzen wir statt 2g
den Buchstaben i, weil der Buchstab g schon als eine Function

der Zeit in die Rechnung eintritt, und erhalten so die folgen-

den Gleichungen:

ß
ß
ß

™-d&)="-

Hier bezieht sich das Integralzeichen nur auf die Veränder-

lichen X, Y und Z, so dass bei diesen Integrationen die Zeit t

als constant betrachtet werden muss, wenn sie auch in den

Differentiaiformeln allein als veränderlich angenommen ist. Aus-

serdem müssen aber auch alle Momente der beschleunigenden

Kräfte in Bezug auf die drei festen Axen, zusammengenommen
den Momenten gleich sein, welche aus allen antreibenden Kräf-
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ten in Bezug auf dieselben Axen abgeleitet werden. Wir be-

zeichnen daher diese Momente, welche aus allen antreibenden

Kräften für die drei Axen. A4, IB und IC hervorgehen, durch

die Buchstaben S9 T und U; so dass, wenn wir diese Grössen

durch i multipliciren, sie der Summe aller elementaren Momente,

welche die einzelnen beschleunigenden Kräfte ergeben, gleich-

gesetzt werden müssen.

§. 1016. Da nun am Elemente dM , welches wir uns im

Punkte 2 denken, die nach der Richtung IA wirkende Kraft

z=zdM(.-jj2 ) angebracht ist, so entspringt aus ihr kein Moment

in Bezug auf diese Axe; für die Axe IB wird aber das Moment

dieser Kraft =zdM
(jffi)

und für die Axe IC —yd3lf~J
entstehen. Auf ähnliche Weise entspringt aus der, längs der

Richtung //? beschleunigenden, Kraft ~dM( -jjd-p für die Axe

IA das Moment=uIm(j&) und für die Axe lC~xdM(^^*
Endlich entspringt aus der längs IC beschleunigenden Kraft

"==-dM(~j^\ für die Axe IA das Moment =^ydMl^y und

für die Axe IB znxdMy -jß )• Hiernach haben wir für jede

Axe zwei elementare Momente, welche nach entgegengesetzten

Seiten zu wirken streben, wesshalb für die Axe IA die Summe
aller elementaren Momente

=/-*(£!)-/*"(»!)=«
sein wird. Auf dieselbe Weise erhalten wir für die Axe IB
die Gleichung

/-«(^)-/-«(tbO="
und die dritte Gleichung für die Axe IC

§.1017. Auf diese Weise haben wir 6 Gleichungen erlangt,

welche wir hier in Verbindung zur Ansicht aufstellen wollen;

fddx\

3F )->'I. /«(!
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vi. fim(^)-f,m(^yw.
In diesen Integral formein werden allein die grossen Buch-

staben Ä", F und Z für veränderlich gehalten, während dage-

gen in den Differentialformeln nur die von der Zeit abhängigen

Glieder als veränderliche angesehen werden,

§. 1018. Um nun diese Formeln gehörig zu entwickeln,

müssen wir für die drei Coordinaten x, y und z die zusammen-

gezogenen und im §. 1010. gegebenen Werthe anwenden, und

weil in den Differentialformeln die Grössen X, F und Z als

constant betrachtet werden, so erhalten wir:

ddx fddf\ .
v(ddF\ , „fddF'\ ,

„SddF"\

ddy /ddg\
, vfddG\ ,

„YddG'\
t r,(ddG"\

ddz /ddh\ ^/ddH\
,
^fddH'\ '

r /ddH"\

Man sieht aber leicht ein, dass, wenn wir diese Werthe in

die obigen 6 Gleichungen substituiren wollen, sich sehr weit-

läufige Formeln ergeben wrerden, welche hier anzuwenden je-

doch der Mühe werth sein wird.

§. 1019. Substituiren wir demnach wirklich statt der Buch-

staben &, y und % und der Formeln (~jjTj> \~Tjk ) un&( Tßj
die vorher entwickelten Werthe, so werden unsere 6 Gleichun-

gen auf folgende Weise ausgedrückt werden:

CSV«-
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»'•»=(g)/"+(^)/*»+(w*»

iv. iS=(!^!=^)fdia

,/H'ddG—GddH'\ Pv „, na /HddG'—G'ddH\ PVV11..

+
(r w )J

X ldM+\ im )J
xldM

+(
H'ddG]7f^

+(
HddG

''J^
d»)fizdM+^

^^m^myfYdM^{p^J^)fYdM
+(f^^^fzdM+^^^^)fzdM
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,
(F<ddH"—H"ddF'\ pv„. n

./'F"ddH'—H'ddF"\ Pv„...
*\ dfi )J

lZdM+\ Jfi )J
lZdM

,/FddH"-H"ddF\ pvri 1 „ t (F"ddH-HddF<\ /\.„, Tf+
V -d^—)JXZdM+{ dfi

)JXZdM;

+(^=P^/AHM +(<^™^) Aw
+ (

G"ddF''j''ddG,Yzwi^l^^)fxYdM^'MFJM̂ )fxYdM

§. 1020. In diesen 6 Gleichungen müssen die Integralfor-

meln, welche sich nur auf den anfänglichen Zustand des Kör-

pers beziehen, vor allem über die ganze Masse des letztern

ausgedehnt werden ; hierdurch werden statt ihrer bestimmte

constante Grössen in die Rechnung eintreten, welche man durch

die Figur und Natur eines jeden Körpers bestimmen muss. So

ergibt sich für die ersten Glieder sogleich fdM~M, wo M die

Masse des ganzen Körpers bezeichnet. Hat man nun diese Con-

stanten statt der Integralformeln in unsere Gleichungen einge-

führt, so werden sich in denselben nur noch solche Veränderli-

chen befinden, welche allein von der Zeit t abhängig sind; man
kann nämlich immer annehmen, dass alle Kräfte, welche nach

unserer Voraussetzung den Körper antreiben, zu jeder Zeit ge-

geben sind. Weil aber diese 6 Gleichungen so sehr zusammen-

gesetzt sind, besonders wenn wir statt der Buchstaben F, G,

H etc. ihre Werthe substituiren wollten, so wird man im allge-

meinen nichts ausserdem hieraus schliessen können.

§. 1021. Der Grund, warum diese Gleichungen sich so weit-

läufig ergeben haben, liegt offenbar darin, dass wir sowohl den
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Punkt /, als auch die drei Axen im anfänglichen Zustande ganz

nach Belieben angenommen haben. Wenn wir nämlich den Punkt

/ in den Schwerpunkt oder vielmehr den Mittelpunkt der Träg-

heit setzen, so werden wegen der Natur des letztern sog/eich

die drei Integralformeln

fXdM^O, fYdM=0 und fZdM=0.
Wenn wir hierauf ausserdem die drei Axen JA, JB und IC

in die Hauptaxen des Körpers legen, so werden auch die drei

folgenden Integralformeln

fXYdM^Q, fXZdM=0 und fYZd31=:0.
Nachdem alle diese Glieder aufgehoben sind, werden,unsere

Gleichungen schon wunderbar zusammengezogen.

r §. 1022. Es werden aber nur die drei Integralformeln

^X*dM,fY2dM und fZ2dM übrig bleiben und setzen wir, indem

wir dieselben über den ganzen Körper ausdehnen,

fXUM^zA, JY*dM=B und fZ*dM=zC;
so werden unsere Gleichungen auf folgende Formen reducirt:

•«—(SO- «-«»-*(3f)' "•«=*(»)•
„. Skddg-gddKS JHddG—GddH\

„ /H'ddG'- G'ddH'\ _ /H"ddG"~ G"ddH"\
+2? (

—

~dt* )+c{——d¥—-)•

„ „, ^/fddh-hddf\ ./FddH—HddF\
V. iT=M{i

(ü,
f)+A( ^ -)

nYF'ddH'-H'ddF'\ , ,JF"d,dH"—H"ddF"\
+B{ 7m )

+c
y dw y

VI. w=M(^$W)J($ME=™ä^
n /G'ddF'-F'ddG'\

, r,/G"ddF"—F"ddG"\+B
y 3? )+c \

—

~

w—~/
Mehr aber kann man hieraus, für beliebige antreibende Kräfte,

nicht schliessen.

Anwendung dieser Formeln auf den Fall, in welchem
der Körper durchaus durch keine Kräfte angetrie-

ben wird.

§.1023. Hat man daher den Punkt /in dem Mittelpunkte

der Trägheit des Körpers angenommen, und stellen die drei

geraden Linien JA, 1B und IC zugleich die Hauptaxen des letz-

tern dar, während er sich nämlich im anfänglichen Zustande be-



588 Kap. IL Neue Methode,

findet; so haben wir nach Verlauf der Zeit t, weil alle Kräfte

P, Q, R, S, T und U verschwinden, zuerst diese drei Glei-

chungen:

>-*(Sf)=0. " *(S0= O u„d ,„. -(gf)= 0.

Werden dieselben einmal integrirt, so ergeben sie

f//" dg . -cZÄ

*=«* 57= * und 3*= c '-

woran man erkennt, dass die Bewegung des Schwerpunktes

eine gleichförmige und daher derjenigen gleich ist, welche ihm

im Anfange beigebracht worden ist. Ferner schliesst man hier-

aus durch Integration auf

f=zat, g~f)( und h=ct,
so dass der vom Schwerpunkte beschriebene Weg die gerade

Linie Fi sein wird.

§. 1024. Die drei übrigen Gleichungen werden sich aber

folgendermaassen verhalten

:

«t a JHddG~~GddH\
%
„(H'ddG'—GddH^

1Y . 0=A{ ^ -) +ß{ g^r- )
,
„fH"ddG"—G"ddH"\+c^

7m y,

, 7 A /FddH—HddF\ „/F'ddH'-H'ddF^
v - 0=sA \T~~de

—
)+B \ dÄ

——)
„/F"ddH"—H"ddF"\

+ c\
—

—

d¥
—y

*™ n 4 /GddF-FddG\ _ /G'ddF'—F'ddG'\
VI 0z=lA

\ dp—) +B
\T~
—w )

fG"ddF"—F"ddG" \+ C
\ * dt* )

Aus denselben leiten wir sogleich durch Integration die fol-

genden ab:

Mt^AiHdG-GdllHBiHdG^GdHnCiHUlG^G'dH^
J$dt=A{FdH-HdF)+B(F'dH'-H'dF')+ C{F"dW
i£dt=A(GdF-FdG)+B(G ,dF'—F'dG ,

)+ C(G"dF"—F"dG"),
wo die Constanten A, 33 und £ die Bewegung enthalten, welche

dem Körper ausser der des Schwerpunktes im Anfange beige-

bracht worden ist.

§. 10*25. Die ganze Auflösung ist daher auf diese drei Dif-

ferentialgleichungen vom ersten Grade reducirt, weiche ausser

der Zeit t nur drei Veränderliche enthalten, nämlich den Winkel

(p und die drei as ß und y, welche letztern aber, wie wir schon
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bemerkt haben, wegen der Gleichung cosa2 -f cos/3
2 + cosy2= l

nur zweien gleichgelten. Hieraus geht hervor, dass die Aufgabe

eine bestimmte ist; sobald nämlich die Integrationen gelungen

sind, wird man zu jeder Zeit diese Winkel angeben können.

Man wird aber durch die Winkel u, ß und y die Lage derjeni-

gen Axe des Körpers kennen lernen, welche nach Verlauf der

Zeit t dieselbe Richtung wie im Anfange hat. Hierauf wird der

Winkel cp zeigen, eine wie grosse Umdrehung der ganze Kör-

per um diese Axe 10 vorgenommen hat, wie wir im ersten Theile

ausführlich auseinandergesetzt haben.

§. 1026. Damit wir aber um so leichter eben diese Winke
in die drei Gleichungen einführen können, setzen wir, weil sie

alle bequem durch die Cosinusse der Winkel et, ß und y aus"

gedrückt werden können,

cosa= /?, cosß= q und cosy= r,

so dass p
2 -{-q2 -\-r

2— l und pdp-{-qdq\-rdr—Q
wird. Hierdurch erhalten wir folgende Werthe der in unsere

Gleichungen eintretenden grossen Buchstaben:

.F:=p2 (l — cos<p)-f-cos<3P, F'=zpq(l— cos<p) — rsingo,

F"= pr(l— cos cp) ~\-q sin cp,

G=pq(l— cosg?)+?'sinqp, G' = q
2 (I— cos cp) -f cos cp ,

6r"— gr(l — cos <p) —p sin cp,

H~pr(l — cosq))— q sin cp, i/; = qr(l— coscp) +psin cp

,

//"—

r

2 (l — cos cp) -\- cos cp.

§. 1027. Sehen wir daher nun zu, auf welche Weise wir

am bequemsten diese Werthe in unsere Gleichungen substitui-

ren können, wobei man sogleich einsieht, dass die erste Formel

HdG — GdH aus der Differentiation des Bruches -jj hervor-

geht, indem man die Division durch das Quadrat des Nenners

unterlässt. Da nun

G pq (1 — cos 9?) + r sin <p

H pr (1 — cos 9?)

—

q&'mcp

ist, so wird durch Differentiation nach gewohnter Weise sich

folgende Form ergeben:

p
2 (1—cos cp)2 (rdq—qdr) —pr2(l—coscp)dcp <— q

2s\ncp (1

—

cos(p)dp

—pq
2(l—coscp)dq)— s\ncp2(qdr—rdq)— r2 &mcp (1—costp) dp,

welche in die folgende zusammengezogen wird

(rdq—qdr) [p
2
(\ — cos90)2+sin<p2]— (1—p

2
) smcp (1—-cos cp) dp

—p(l—'p2)(l— CQSq))d(p.
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§.1028. Die zweite Formel H'dG'—G'dH' wird abgeleitet

aus der Differentiation des Bruches

H' qr(\ — coscp) +p sin cp*

woraus der folgende Ausdruck hervorgeht:

q
2 (l— cos<p)2 [rdq—qdr] — cosgp(l— eosgo) (qdr+rdq)— qr sin cp dcp

+ sin cp (1 — cos cp) (2pqdq— q
2 dp) -f pq2dcp (1 — cosg?)—pdcp

— siucp coscp dp
und dieser wird auf die folgende Form gebracht

— dp sin cp [q
2 (1—> coscp) -f cosqp]

-\-dq(l— coscp)[rq2— r cos cp (l+ q
2
) + %pq sin cp]

— §^r (1— cos cp) [q
2 (l — cos cp) -|- cos cp]

— dcp [qr sin cp—pq
2 (l — cos 9)) + /?].

§. 1029. Die dritte Formel H"dG"-G"dH" endlich wird
aus dem Bruch

G" qr(\ —cos cp) —~p sing)

gebildet werden; es ist nämlich hinreichend, diese drei Formeln

zu entwickeln, weil die folgenden sich aus ihnen nach der Ana-

logie ableiten lassen. Stellt man aber die Differentiation an,

so ergibt sich die Form
r2 (1

—

cosqd)2 (rdq — qdr)—pr2 dcp . cos cp (1— coscp) -|- pr2 sin cp2 dop

-\-(qdr-{-rdq)coscp(jL—cosqo) -f qrdcpsincp coscp -\-qrdcpsincp{\—cos<p)

— dp sing? cos cp—pdcpcos cp
2—pdcp sin cp

2
-f- 2pr dr sin'cp(l—coscp)

— r2dp sin cp(\— cosqp),

welche in die folgende zusammengezogen wird:

—dps'mcp[r2(\—cosqp)+ cosqp] -f- rdq[r
2(l—coscp) -f- cos<p](l

—

coscp)

-f- dr (1— cos cp) [2pr sin cp—qr2 -f- q cos cp (1 4- r2)]

+ dcp[qrsincp-\-pr2 (l— coscp)— p],

§. 1030. Nun substituire man diese Werthe in die Glei-

chung für Mdt, alsdann erhalt man

&dt=z —Adp (1

—

p2
) sin<p(l—-coscp) + Ardq [p*(l— cosqp)2+sin(p2

]— Aqdr [/?
2 (1—cos<p)2 + sing>2] — Adcp.p(l—p2

) (1 —coscp)

— Bdp sin cp[q2 (l — cos cp) + cos cp]

-f- ßdq (1 -— cos cp) [rq2— r coscp (L-{-q2) + 2pq sin cp]

-— Bqdr (
l— cos cp) [q

2 (l— cos cp) -|- cos cp]

— Bdcp [qrsmcp—p.q2 (l — cos cp) -\rp]

—Cdp sin cp [r2 (1— cos cp) -f- cos cp]

-\-Crdq{\ — cos(p)[r2 (l — cos cp)+ cos cp]

-f- Cdr (1— cos cp) [2pr sin cp— qr2 -J- q cos cp (1 -f r2)]

+ Cd<p [qr sin <p -f- /m*
2 (1— cos cp)— p].
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Aus dieser Gleichung bildet man aber die zwei übrigen,

indem man die Buchstaben

A, B3 C, p, q, r

erstens nach B, C, A, q, rs p
und zweitens nach C, A, B, r, p, q
fortrückt. Jene Form kann aber auch auf folgende Weise be-

quemer dargestellt werden:

Mt= + dp sin tp (1— cos cp) [Ap2 - Bq2— Cr2]
+ dp sin cp cos cp [A— B~- C]
— Aap sin cp + rdq (1 — cos cp)2 [Ap2+Bq2 + Cr2]
+ rdq cos cp(l— coscp)[A~—B+ C] + Ardq (1— cos y)
+2Bpqdqs'mcp(l—coscp) —qdr(l—coscp)2 [Ap2+Bq2+Cr2

]— qdr cos cp (1—eosqp) [A + B—C] —Aqdr (1 — cos cp)

-\-2Cprdrsmy (1— cosg>) -|- pdcp (1— cosqp) [Ap2 y Bq2 -\- Cr2]— qrdcp sin cp(B— C) — pdcp (A+B+C] + Apdcp cos cp.

§.1031. Weil aber in diesen schon an sich sehr verwickel-

ten Gleichungen die Veränderlichen p, q, r und cp zu sehr un-

ter einander gemischt sind, als dass man eine allgemeine Auf-

lösung unternehmen könnte, so wollen wir vor allem den Fall

entwickeln, in welchem der Körper sich um eine feste Axe dre-

hen kann. Da die letztere mit der oben betrachteten Axe IG
übereinstimmen muss, so werden die Winkel a, ß, y, mithin

auch die Buchstaben pf q und r als constant zu betrachten sein;

wesshalb nach Aufhebung der Glieder, welche die Differentiale

dp, dq und dr enthalten, die drei Gleichungen für diesen Fall

sein werden:

fldt=zpd(p(l — cos cp) [Ap2 + Bq2 + Cr2]—-qrdcp sin cp(B— C)
—pdcp (A + B -f- C) .+* Apdcp cos cp ,

y$dt=z qdcp (1- cos cp) [Ap2 + Bq2 + Cr2] -prdcp sin cp (C—A)
— qdcp[A + B-{- C]+ Bqdcp cos cp,

<&dt= rdcp (I— cos cp) [Ap2 + Bq2+ Cr2] —pqdcp sin cp(A~B)
— rdcp[A + B+C] + Crd(p cos cp.

§. 1032. Da also der Kürper sich mit einer solchen Bewe-
gung drehen könnte, wenn die Drehungsaxe auf eine der Haupt-

axen fiele, so wollen wir voraussetzen, sie falle auf die Axe JA,

so dass /j = 1, */— und' r=0 wird. Hiernach werden unsere

drei Gleichungen in die folgenden übergehen:

&dt= Adcp (l — cos cp) —-dcp (A + B + C)+ Adcp cos cp

oder Mt=z— d(p{B+C),
Üdt-Ü-

und <£dt=0.
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Hieraus geht daher sogleich hervor, dass dieser Fall ge-

wiss stattfinden kann, indem man die Constanten Ä=0 und <£—

annimmt, worauf ferner

Mt

ist, wesshalb der Winkel cp der Zeit proportional oder die Be-

wegung gleichförmig sein wird, wie von selbst klar ist

§. J033. Ferner .ist es aber auch bekannt, dass sich ein

Körper umalleAxen frei drehen kann, wenn alle Momente ein

ander gleich sind, d. h. wenn A=B=C ist. Hieraus ergeben

sich die Gleichungen

Mt Kdt ddt „ 7-j-= — 2pdcp, -j-= - 2qdcp und -j-= - 2vdcp ;

es wird also -jt eine constante Grösse und daher die drehende

Bewegung gleichförmig sein. Setzt man demnach -j. =& 9 so

finden wir hieraus die Grössen p, q und r; es wird nämlich

P^~ttK' v=~2ÄK und r== -<Xiä'
Weil nun p^-f- r/

2 + r^=l ist, so wird

und es ist somit alles durch die drei Constanten Ü, 1$ und Ü
bestimmt.

§. 1034. Dieselben Werthe müssen sich aus unsern drei

Gleichungen ergeben, wenn man auch die Grössen p 9 q und r

als veränderlich ansieht, für den Fall dass J=-/?=C ist. Die

erste Gleichung wird aber alsdann

~j- = 2d,p sin cp (l — cos cp) (p
2— 1) + 2dq (l— cos cp) (r -\-pq sin cp)

— 2dr (1 — cos cp) (q—pr sin cp)— 2p dcp.

Weil aber pdp + qdq + rdr= ist, wird dieselbe reducirt

auf die folgende Form:
Mt

I. —-j —— Idp sin cp f 2(1— cos cp) (rdq— ^Zr)— 2/;^<p

,

woraus man nach der Analogie erhält

II. —j-=:— 2dqsincp + 2(1— cos cp) (pdr—*rdp) — 2qdcp

III. ~~j- =— 2eZr.sin<p-|-2(l—cos cp) (qdp—pdq)— 2rdcp.
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Nun können wir sicher sein, dass diesen Gleichungen auf

keine andere Weise, als die vorhin auseinander gesetzte, Ge-

nüge geschehen kann, wonach nämlich p, q und r con staute

Grössen sind, der Winkel cp aber der Zeit proportional ist.

§. 1035. Um diess zu zeigen, eliminiren wir zuerst das Ele-

ment dcp, indem I.Xgr—»II.X/? ergibt

—-

—

-^
——— = — 2 sin cp (qdp— pdq)— 2dr (1— cos 9).

Auf ähnliche Weise ergibt ll.Xr~Ml.Xq

. y—= — 2 sin cp (rdq— qdr)— 2dp (1— cos cp)

,

und diesen kann man die Combination III.Xp— l.Xr hinzu-

fügen, welche ergibt

-£-

—

-z =— 2&incp(pdr~rdp)'—2dq(l — cos cp).

Nun leuchtet es zwar ein, dass diesen Gleichungen Genüge

geschieht, indem man die Grössen p 9 q und r constant setzt,

indessen ist es nicht klar, dass keine andere Auflösung stattfin-

den könne. Hieraus entspringt die ausgezeichnete analytische

Aufgabe, auf welche Weise diese Auflösung aus jenen Formeln

abzuleiten sei; dieselbe verdient den Geometern insbesondere

empfohlen zu werden.

§. 1036. Wegen dieser Schwierigkeiten, welche in dem ein-

fachsten Falle, wo A=B=C ist, Aufenthalt verursachen, wird

es daher noch viel weniger gestattet sein, eine allgemeine Ent-

wicklung zu versuchen. Da wir nun aber versichert sind, dass

auch im allgemeinen ein Erfolg eintreten muss, wenn man diese

Entwickelung nämlich nach der frühern Methode, deren ich mich

einst bedient habe, zu Ende führen kann; so ist kein Zweifel,

dass es gewisse uns noch unbekannte Hülfsmittel geben werde,

welche zu diesem Ziele zu führen im Stande sind. Weil aber

solche Kunstgriffe nicht nur den grössten Scharfsinn, sondern

auch ein scharfes Auge erfordern, bin ich gezwungen, diese

Untersuchung zu verlassen, indem ich aber diesen Gegenstand für

einen, der höchsten Aufmerksamkeit der Geometer würdigen halte.

§. 1037. Es wird nicht wenig zum glücklichen Erfolge bei-

tragen können, wenn wir, ehe wir statt der zuerst eingeführten

Buchstaben F, G, H u. s. w. ihre Werthe substituiren, ihre

wechselseitigen Beziehungen in genauere Erwägung ziehen; hier-

durch würde sich vielleicht schon ein bequemerer Weg darbie-

38
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ten, diese Arbeit zu vollenden. ^Da nun die erhaltenen Werthe

dieser Buchstaben die folgenden sind:

Fzzzp*2, (1-—-cos cp) -f cos cp , F'—pq (1— cos cp)— r sin cp

,

F"=pr(i — cos cp)-{- qs'mcp,

G=pq{l— cos cp) -j-rsin cp, G'~q2 (l— cos cp) -f cos cp ,

G"—qr(\— cos gp) — ^ sin cp,

n=zpr(i —cos cp) —-^sin cp , II'=:qr(l — cos cp) -{- p sin cp 9

Hf/=

r

2 (1— cos cp) -(- cos cp ;

so wird, weil p
2 f q

2 -{-r*= 1 ist,

F+ G' + <ff"==l+2cosg>.

Ferner stimmen aber unter den 6 übrigen Werthen dieser

Buchstaben je zwei vortrefflich mit einander überein, woraus

folgende Relationen hervorgehen:

G + F/ = 2p0(l— cosy)

G — F'=<2r sin q>

H+ F"= 2pr (1— cos cp)

- II + F"^2q sin cp

H<+ G"=%F (1— cos cp)

H'—G"=2ps\nq>.
Es wird hiernach

G3— F'2= F'/2—Äa=Ä/a— G"2= 4pjr sin 9 (1— cos 9)).

Ausserdem wird man aber solche Combinationen bilden kön-

nen, in welchen nur der Winkel cp sich befindet; von dieser Art

sind die folgenden

:

q , p =2(1 + cos cp)

(G-F')(g-G") on t ,

ff+Fn =2(1 + cos cp)

(G-F'){F"-H)
9„, .— grpgS = 2 (1 + COS Cp).

Uebrigens scheint dieser Gegenstand im höchsten Grade

zu verdienen, dass er mit allem Eifer ausgebildet werde, da

man hieraus nicht nur für die Mechanik, sondern auch für die

Analysis ausgezeichneten Zuwachs wird erwarten können.

§. 1038. Ehe ich diesenGegenstand gänzlich verlasse, wird

es vielleicht nicht unangemessen sein zu bemerken, dass die drei

Gleichungen des §. 1034. ziemlich bequem auf zwei zurückge-

führt werden können, indem man die Veränderliche t, deren

Differential durchaus nur vorkommt, eliminirt. Diess wird man
sehr leicht bewirken können, indem man die erste Gleichung
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durch p, die zweite durch q und die dritte durch r multiplicirt.

Es ergibt sich alsdann folgende ziemlich einfache Gleichung:

also '"lAdcp

Substituirt man diesen Werth nur in zwei Gleichungen, so

erhalt man zwei neue, in welchen sich nur drei Veränderliche

befinden, von denen man je zwei durch die dritte bestimmen

muss. Indessen zeigt sich kein Weg, auf welchem man diess

bequem ausführen kann; besonders würde auf diese Weise jene

einfache Auflösung, welche schon a priori bekannt ist, ganz aus-

geschlossen werden. Weil nämlich die Grössen p, q und r con-

stant sind, der Winkel cp aber der Zeit proportional ist, so kann

dieser unmöglich durch jene Grössen ausgedrückt werden. Aus
diesem Grunde scheint man daher dieses Verfahren ganz ver-

lassen zu müssen, besonders da ich eine vollständige Auflösung

dieser Aufgabe schon nach der früher benutzten Methode her-

geleitet habe, wobei wir uns also beruhigen müssen.

38*
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Kapitel III.

Von der Bewegung eines Pendels, welches um eine cylindri-

sehe, und in einer Gabel von gegebener Form liegende Axe

beioeglich ist

§.1039. (Fig. 139.) Ich betrachte hier ein Pendel, welches

aus der cylindrischen Axe AÄBB und dem damit in der Mitte

fest verbundenen Körper EDF von beliebiger Form zusammen-

gesetzt ist. In dem letztern sei G der Schwerpunkt des gan-

zen zusammengesetzten Pendels, von demselben ist normal auf

die Axe des Cylinders die Linie GC, welche wir =c setzen,

gezogen, ausserdem bezeichne 'M die Masse oder das Gewicht

dieses ganzen, aus dem Cylinder AABB und der Last EDF
zusammengesetzten Pendels. Durch den Schwerpunkt G denke

man sich hierauf der Axe des Cylinders parallel die gerade Li-

nie IK gezogen, und in Bezug auf sie sei das Moment der Träg-

heit des ganzen Pendels =.31 .h*. Man findet dieses nämlich,

indem man die einzelnen Elemente des Pendels, in so weit sie

aus Materie bestehen, in die Quadrate ihrer Abstände von die-

ser Linie IK multiplicirt und alle diese Produkte in Eine Summe
vereinigt.

§, 1040. Es liege nun die cylindrische Axe ABAB dieses

Pendels mit beiden Enden A und A so auf zwei, beiderseits

gleichen Gabeln, dass sie beständig horizontal bleibe. Das Pen-

del kann alsdann um die in diesen Gabeln liegende horizontale

Axe seine Schwingungen frei ausführen, während es beständig

gleich weit entfernt von beiden Gabeln bleibt, wesshalb man den

Druck gegen diese auf beiden Seiten als gleich betrachten kann.

Ich habe mir aber vorgenommen, die Bewegung dieses Pendels
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hier nur in so fern zu erforschen, als seine Schwingungen mög-

lichst klein sind, indem grössere Schwingungen uns in zu be-

schwerliche Rechnungen stürzen würden.

§. 1041. (Figur 140.) Wir betrachten zuerst unser Pendel

im natürlichen Zustande, in welchem es beständig in Ruhe blei-

ben kann. Das Papier stelle eine vertikale Ebe^ne dar, welche

die Axe des Cylinders normal durchschneidet, und es sei MAN
die Figur der Gabel, in welcher die Axe des Cylinders AB auf

der einen Seite liegt, auf der andern Seite liege sie in einer

ganz ähnlichen Gabel. Beide Gabein MAN sind kreisförmig

ausgehöhlt, der Mittelpunkt dieses Kreises liegt in O, der Ra-

dius AO sei =za. Der Kreis AB stellt aber einen vertikalen

Queerschnitt der cylindrischen Axe dar, um welche das Pendel

beweglich ist; es liege der Mittelpunkt desselben in C und es

sei der Radius AC=CB~b. Im Zustande des Gleichgewichts

oder der Ruhe wird diese Axe auf dem untersten Punkte A
der Gabel liegen, und wenn man die gerade Linie OCA verlän-

gert, wird sich auf derselben nothwendig der Schwerpunkt G
des ganzen Pendels befinden, wobei der Abstand GC=c ist,

wie wir ihn oben gesetzt haben. Auf diese Weise wird der Zu-

stand unseres Pendels vollständig bestimmt sein.

§. 1042. Nachdem wir diesen Zustand des Gleichgewichts

bestimmt haben, denken wir uns, es werde dem Pendel eine

beliebige möglichst kleine Bewegung beigebracht, damit nämlich

daraus gleichsam unendlich kleine Schwingungen hervorgehen.

Um uns aber diese Bewegung gehörig vorzustellen, muss zuerst

die dem Schwerpunkte G beigebrachte Bewegung betrachtet

werden; die Richtung derselben sei die horizontale Linie Gg,

längs welcher er zuerst sich zu bewegen anfängt. Wir setzen

seine Geschwindigkeit =??, und müssen dieselbe demnach als

unendlich klein betrachten. Ausserdem setzen wir aber voraus,

dass dem ganzen Pendel zugleich eine beliebige Bewegung um
jene horizontale Axe 1K 9 welche wir uns hier normal auf der

Ebene des Papiers stehend denken müssen, beigebracht werde;

diese Winkelbewegung sei gleichfalls so klein als möglich, und

man setze sie z=zv. Man hat hier zu bemerken, dass der Buch-

stabe n den Weg bezeichnet, welcher mit der dem Schwer-

punkte beigebrachten Geschwindigkeit in einer Secunde durch-

laufen werden kann ; auf ähnliche Weise stellt v den Winkel

dar, welcher in Folge der beigebrachten Winkelgeschwindigkeit

in einer Secunde beschrieben werden würde. Nachdem daher
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dem Pendel eine solche zweifache Bewegung beigebracht wor-

den ist, muss man die ganze Bewegung erforschen, durch welche

es hierauf angetrieben werden wird.

§. 1043. (Fig. 141.) Es sei nun nach Verlauf einer belie-

bigen und in Secunden ausgedrückten Zeit t der Schwerpunkt

des ganzen Pendeis von G nach g gelangt, und man ziehe aus

dem letztern Punkte bis zur vertikalen Linie die horizontale #/?.

Zur Bestimmung des Punktes g setze man die Coordinaten

Op=x und pgz=zy, wobei man bemerke, dass im Anfange

x — a-Yc— b und #=0
gewesen ist. Jetzt liege aber die cylindrische Axe des Pendels

auf dem Punkte a der Gabel, und man ziehe von hier nach dem
Mittelpunkte O der letztern die gerade Linie aO; dieselbe wird

zugleich durch die Axe c des Cylinders gehen, und es wird

aO= a und ac~b. Den Winkel AOa setze man=0, derselbe

wird demnach veränderlich sein, und da cO= a— b ist, so wird,

wenn man aus c die horizontale Linie cq zieht,

cq— (a— b)smß und Oq~ (a~b) cosÖ.

Hierauf verlängere man die gerade Linie cg , bis sie die

Vertikale OG m h schneidet, und setze den Winkel Ahg= cp;

derselbe gibt an, um wie viel die Lage des Pendels von seiner

natürlichen Lage abweicht, und es kann das Verhältniss des-

selben zum Winkel ß auf folgende Weise bestimmt werden. Da
Opz=zx und Oq=(a~-b) cos ß ist, so wird pq-=.x— (a—b) cos

6

und pg— qc — y~•(&•— 6) sinö; wir erhalten daher nun, weil

cg1=p£2+ (pff
~~ #c)

a ist, die Gleichung

c2= [x— (a - b) cos #]
2 +[# — («— h) sin 6]

2

oder c2=^2
+2/

2—2(a-6)[^cosÖ + 2/sinÖ] + (a—6)
2

.

Dieselbe stellt eine Relation zwischen den drei Veränderli-

chen x, y und dar. Ausserdem ist aber offenbar

pg—qc y— (a— 6)sinö
ö<^ pq

~~
x— (a-b)cosO'

V— (a—b) sin 6 x— (a—b) cos ß
also &mq)~- und eosqDm .

c c

Mittelst dieser Gleichungen werden daher die in die Rech-

nung eingeführten vier Veränderlichen x , y, ß und cp auf zwei

zurückgeführt.

§. 1044. Nachdem daher die Stellung, welche das Pendel

nach Verlauf der Zeit t einnehmen wird, bestimmt ist, muss

man, um seine Bewegung zu untersuchen, alle die Kräfte, durch

welche es angetrieben wird, gehörig in Erwägung ziehen. Zuerst
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wird nun aber das ganze Pendel durch die Kraft der Schwere

angetrieben, und da wir sein Gewicht = 31 gesetzt haben, so

wird diese ganze Kraft dieselbe Wirkung hervorbringen, als wenn

im Schwerpunkte g nach der vertikalen Richtung gf eine Kraft

gf—M angebracht wäre. Da ferner die cylindrische Axe des

Pendels durch die Gabel im Punkte a unterstützt wird, so wird

diese eben die bestimmte Kraft auszuhalten haben, durch welche

man sich umgekehrt das Pendel, in Folge der Gegenwirkung,

gleichsam von der Gabel zurüekgestossen denken muss. Die

Richtung derselben wird normal auf die Berührung sein, es wird

mithin der Antrieb längs der Richtung ac erfolgen. Die Kraft

selbst ist auch jetzt unbekannt, sie wird erst aus der Entwieke-

lung der Bewegung erkannt werden können. Man setze daher

diese Kraft, oder den unbekannten in der Richtung ac antrei-

benden Druck = 17, so dass wir unser Pendel als in der Wirk-

lichkeit durch zwei Kräfte angetrieben sehen müssen, die erstere

nämlich z=z 31 in der Richtung gf und die zweite = IT in der

Richtung ac, wobei wir nämlich von der Reibung abstrahiren.

Wäre nämlich Reibung im Berührungspunkte a vorhanden und

ginge der Cylinder auf der Gabel gegen N hin fort, so müsste

man überdem eine rückwärts gegen A hin antreibende und dem
Drucke TL proportionale Kraft einführen; die Betrachtung der

Reibung lassen wir aber in der gegenwärtigen Untersuchung

zur Seite.

§. 1045. Nachdem die Kräfte aufgestellt sind, durch welche

unser Pendel angetrieben wird, zerfällt die Bestimmung der Be-

wegung in zwei Abschnitte. Zuerst muss man nämlich die Be-

wegung des Schwerpunktes erforschen, und nachdem diess ge-

schehen ist, muss man ausserdem die Winkelbewegung, durch

welche das Pendel sich um seine Axe 1K (Fig. 139) dreht, un-

tersuchen. Was aber zuerst die Bewegung des Schwerpunktes

anbetrifft, so muss, weil die erste Kraft 31 schon im Punkte g
angebracht ist, auch die andere Kraft II in ihrer Richtung nach

demselben Punkte übertragen werden. Zerlegt man hierauf die-

selbe nach den Richtungen der Coordinaten, so erhält man die

vertikale Kraft längs pO oder //f=17cosö und die horizontale

längs gp~ n sin ß; der Punkt g wird demnach vertikal abwärts

durch eine Kraft =zM— JIcosÖ, und horizontal längs gp durch

die Kraft =JIsinö angetrieben.

§. 1046. Da nun die vertikale Geschwindigkeit des Schwer-
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punktes g~—r7, seine horizontale aber =-77 ist, so werden,

wenn man das Zeitelement dt als constant betrachtet, die Be-

schleunigungen längs dieser Richtungen -jß und -^ sein.

Diese muss man durch die Masse des ganzen Pendels M mul-
tipliciren, damit die Produkte den beschleunigenden Kräften
multiplicirt in 2g gleich werden, wo g die Fallhöhe schwerer
Körper in Einer Secunde bezeichnet Hieraus ergeben sich fol-

gende zwei Gleichungen:

1) M^=2ff (M-IIco80)

2) ßJ
C

^ß==--2gnsm6.

Eliminirt man aus denselben die unbekannte Kraft II, so
erhält man die eine Gleichung

_. ddx.smd— ddycosQ « .__
,M.

df2
J =%Wsin<9

,

oder, indem man mit M dividirt,

ddx.&mQ — ddy. cosö rt .

wr- =3?*ind.

§. 1047. Ferner haben wir für die Winkelbewegung, weil

das Pendel von der natürlichen Lage schon um den Winkel
G/ig = <p abweicht, seine Winkelgeschwindigkeit im Sinne

Gg.zz -TT und die Beschleunigung derselben in eben diesem

Sinne = -tt?-* Diese müssen wir durch das Moment der Träg-

heit des ganzen Pendels =$1/$ multipliciren, und das Produkt

dem Momente der antreibenden Kräfte in Bezug auf die Axe IK
(Fig. 139.), ebenfalls in 2g multiplicirt, gleich setzen. Weil aber

die Kraft M durch den Punkt g selbst geht, ist ihr Moment =0;
das Moment der andern Kraft IT, welche im Punkte c ange-

bracht ist und längs cO wirkt, wird in Bezug auf den Punkt

g= Il.cg sin Och. Der Winkel Och ist nun =cp — 6, dieses

Moment also = IIcg sin (<p— 6) und es strebt dasselbe dahin, die

Schiefe <p zu vermindern. Hiernach erhalten wir die Gleichung

welche wieder die unbekannte Kraft TT enthält, die aber mittelst
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der vorher gefundenen zwei Gleichungen fortgeschafft werden
kann. Aus diesen folgt nämlich

__ cos 6 ddx+ sin 6 ddy _ ._, ^ „M. —~ ± = 2g (31 cos 6— ZT)

,

mithin „ „
fl nM cos 6 ddx + sm 6 ddy

11=Mcos 6—M 9"7/ä '

und wenn man diesen Werth substituirt, hierauf aber durch die

Masse M dividirt; so erhält man die letzte Gleichung in fol-

gender Form:
IPddcp ..cos d ddx+ sin 6 ddy—^r= -2gccos6sm((p-e) + csin {y—6)- ^ '

§. 1048, Die ganze Bestimmung der Bewegung ist dem-
nach, wenn auch der Druck TL unbekannt ist, auf die zwei fol-

genden Gleichungen gebracht:

1) sin 6 ddx — cos 6 ddy= 'Agsin 6 dt2

2) c sm((p—6)[cosdddcc-ks\n0ddy~\=/{:tidd(p +2gc cosösin(<p

—

6)dt*.

Mit diesen muss man aber die zwei oben gefundenen Be-
dingungen, nämlich

3) c2= x* V 2/
2— 2 (a - b) [x cos 6 -f-#sin 6] + (a - 6)

2

A , y— (a— 6)sinÖ
4)tg9=^_

(a_6)co-ie

verbinden, so dass wir jetzt vier Gleichungen haben, mittelst

welcher man demnach die vier Unbekannten x, y, 6 und cp durch

die Zeit t wird bestimmen können, so dass man zu jeder belie-

bigen Zeit jene vier Uebekannten angeben und so die ganze

Bewegung des Pendels bestimmen kann. Diess würde zwar im

Allgemeinen mit den grössten Schwierigkeiten verknüpft sein,

allein da wir uns hier nur vorgenommen haben, gleichsam un-

endlich kleine Schwingungen zu untersuchen, so wird diese Be-

dingung die gefundenen Formeln zu einer weit grössern Ein-

fachheit bringen. Wir werden nämlich die beiden Winkel 6 und

cp als unendlich klein ansehen können, ferner wird ausserdem

die Ordinate y beständig so klein a!s möglich bleiben, während

die andere x kaum merkliche Aenderungen erleiden wird.

§. 1049. Vor allem ist es angemessen, hier zu bemerken,

dass alle Elemente, welche in diese zwei Gleichungen eintre-

ten, auf die zwei Winkel 6 und cp zurückgeführt werden können.

Da nämlich Oc=a— b ist, so setze man diesen Abstand der

Kürze wegen =e, und da der Winkel AOc=zd ist, so wird

cq=e sin und Oq =z ecosO. Weil ferner die gerade Linie

cg=zc gegen die Vertikale OA um den Winkel Ahg = cp ge-
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neigt ist, vvird der Zwischenraum qp— c cos cp und pg — es'mO

-fcsinip. Hieraus erhalten wir daher

Op=&— ecos 6-\-ccos(p

und pg~y= es'm6+ csm(p.

§.1050. Da wir nun unsere Untersuchungen auf unendlich

kleine Schwingungen beschränken, so werden die beiden Win-

kel und cp beständig sehr klein bleiben, wesshalb wir ohne

Fehler sin = und sin cp— cp setzen dürfen, so wie cos0=l
und cos g)=l sein wird. Wir haben daher

as= e-{- c= Constans und y=.ed-{- ccp,

ddcc
und weil demnach -^k =0 ist > so gehen unsere Differential-

gleichungen der zweiten Ordnung in die folgenden über

:

1) 0=2ry(üf—IZ) oder 21= M,

2) M e-^^^2gne=^9me

oder eddd+cddcp
^2 =— 2flrÖ,

oder Jfiddcp n , n\

§.1051. Die ganze Bestimmung der Bewegung hängt dem-

nach von der Auflösung dieser zwei Differentialgleichungen der

zweiten Ordnung ab

:

eddd + cddcp __
X) W ~~ g

2)^=-2^-0,
mittelst welcher man beide Winkel und g> für jede Zeit t be-

stimmen muss. Da sich aber in beiden Gleichungen beide Win-
kel und cp befinden, so ist es angemessen, die erstem so zu

combiniren, dass sich eine Gleichung ergibt, welche nur zwei

Veränderliche enthält.

§. 1052. Zu diesem Ende multiplicire man die erste Glei-

chung in die Constante A und die zweite in die Constante B,
so dass die Summe beider die folgende Gleichung ergibt:

Aedd6+(Ac+Bk*)dd<p , . ^ N
_ D2^2 =z~(A-*Bc)Q~-Bccp.

Hier muss man die Constanten A und B so bestimmen,

dass man die Gleichung als eine nur zwei Veränderlichen ent-
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haltende ansehen kann, und damit diess geschehen könne, setzen

wir die linke Seite

Aeddß + (Ac+ B/P)dd(p = Cddz,

also AeO + (Ac+BJP) y= Cz.

Ferner setzen wir auf der andern Seite

(A — Bc)6 + Bc(p=:Dz,
alsdann nimmt unsere Gleichung die Form an

:

Cddz n

sie enthält also jetzt nur die zwei Veränderlichen z und l.

§. 1053. Nun wollen wir mittelst der angenommenen For-

meln beide Winkel 6 und g? durch die neue Veränderliche z

ausdrücken. Aus der ersten findet man
Cz _ (Ac+Bk*)g>

6-~Ae Ae
und aus der zweiten

Dz — Bc cp

b=~a=bT'
diese zwei Werthe setze man einander gleich, und zwar so,

dass sowohl die Theile, welche die neue Grösse z, als auch die-

jenigen, welche den Winkel <p enthalten, für sich einander gleich

werden. Es muss daher

C D ' Ac + BW Bc
undAe~ A-Bc uim

Ae
~ A—Bc

sein, und ordnet man die zweite Gleichung, so geht sie über in

A*c+ (k*— c*— ec)AB—B*c k*= 0,

welche quadratische Gleichung doppelte Werthe für die Buch-

staben A und B ergibt. Um dieselben zu finden, setzen wir

der K\irze wegen c+ e — ~ — 2/', so dass unsere Gleichung wird

AZ—ZfAB—BV^^O.
Aus derselben erhalten wir A—BtfAzVf^+k*) oder, wenn

wir B=l annehmen,

1) A=f+STf*+&
2) ^=/— V/^+F;

diese beiden Werthe können aber auf gleiche Weise Genüge
leisten.

§. 1054. Setzen wir nun den ersten gefundenen Werth von

A in die erste Gleichung, so ergibt sich

D 1 _ c

C~~e ef+eV~p+tfi
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~
ek*

Nimmt man aber den zweiten Werth von A an, so ergibt sich

C~~ ek*

Nehmen wir demnach
C=ek*

an, so erhalten wir für D, eben so wie für A, doppelte Werthe

;

ist nämlich B=I und C=ek2 gesetzt, so haben wir für A und

D die Auflösungen erlangt:

Erste Auflösung j^^^^^—-,
Zweite Auflösung

\ D=p+cf+ cVJS+p.
§. 1055. Für die erste Auflösung wird daher die Relation

zwischen den Winkeln und cp, und der neuen Veränderlichen

2 folgendermassen beschaffen sein:

eß [f+ VfHTP] + [cf+ £2+ cV7*+**] cp= ek*z

,

und es wird die Gleichung, aus welcher man die Unbekannte z

zu erforschen hat,

^=-'i*+<*~v7n^.
§. 1056. Indem man auf ähnliche Weise die zweiten Werthe

von A und D substituirt, muss man zugleich statt % eine an-

dere Veränderliche in die Rechnung einführen, welche z' sei.

Die Relation zwischen 0, cp und 2' wird alsdann ausgedrückt

durch die Gleichung:

eß(/—VTH^] + [c/4- &*— cVT^M2
] y~^2 2

/

?

diese Unbekannte 2' aber muss gesucht werden aus der folgen-

den Differentialgleichung der zweiten Ordnung:

§. 1057. Auf diese Weise haben wir zwei neue Veränder-

lichen z und 2' in die Rechnung eingeführt, von welchen jede

durch die Integration einer Differentialgleichung der zweiten

Ordnung ohne Schwierigkeit bestimmt werden kann, wie wir

sogleich zeigen werden; sind sie aber gefunden,
B

so können

beide Winkel und cp leicht durch 2 und z' ausgedrückt wer-

den. Addirt man nämlich die zwei vorher gegebenen Gleichun-

gen zwischen 0, cp und 2, und 0, cp und z'', so erhält man
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subtrahirt man aber die zweite von der ersten, so ergibt sich

+
e 2V72+*2

'

Nun subtrahire man diese von der vorhergehenden, alsdann

erhält man

ef
(p-2\f \rr+&J + %v+ \rp+&J

und hieraus durch Reduction

9 2V/a+Äa

Mittelst dieses für 9 gefundenen Werthes erhält man den

andern Winkel

§. 1058. Es bleibt daher noch übrig, die Werthe der Buch-

staben % und z' aufzusuchen. Es ergibt sich aber für z die

Gleichung

ek2
oder wenn wir der Kürze wegen 70--—7;

—

A r . ,„ = h sefzen,

h ddz

Multipliciren wir diese in c^x und integriren, so erhält man

-f 22=a2
,

2<grcft
a

also 2y«fea «fea
'

, .^r^Q dz—7— zzz-~ 5 oder dt%J -# zz= 77^= „ >

und wenn man integrirt

-7 r- u— un;. 0111—£%/ ~ -f-<J= arc.sin--

.

Wir haben demnach

(•V*+'K
und es wird die bis jetzt unbekannte Grösse z so durch die Zeit

fallein ausgedrückt werden, dass man
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e/c2

hat, wo h~jä-.—7: 7===^ ist.

§. 1059. Auf ähnliche Weise findet man die andere unbe-

kannte Grösse z'. Setzen wir nämlich der Kürze wegen

ek2

und setzen wir die durch die Integration eintretenden Constan-

ten gleich a' und 8', so ergibt sich

*'=«/ 8in(*y|?+ «').

Wie man durch diese gefundenen Grössen die zwei Winkel

6 und cp zu bestimmen hat, haben wir schon gezeigt, so dass

man diese nach Verlauf einer jeden Zeit t wird angeben kön-

nen. Weil aber die Winkel 6 und cp beständig möglichst klein

bleiben sollen, ist es einleuchtend, dass die Coefficienten a und

a' als unendlich klein angesehen werden müssen.

Eine andere geschicktere Auflösung der oben im
§. 1050. gefundenen Differentialgleichungen der

zweiten Ordnung.

§. 1060. Statt der zwei Winkel 6 und cp führen wir zwei

andere z und i* in die Rechnung ein, durch welche jene so be-

stimmt werden, dass man
6=Az + A'z' und <p=Bz + B'z'

hat. Alsdann sind aber diese neuen Winkel z und z' so von

(\er Zeit t abhängig, dass

ddz z . ddz' z'

und
2gdt2 ~-~~h

U1JU 2gdP~ h'

wird. Aus diesen Gleichungen werden nun, wie wir eben ge-

sehen haben, beide Winkel z und z
4 so durch die Zeit t be-

stimmt, dass

z= asin(*y ^+ d) und z'= «'sin (ty ^v +<*')

wird, wo a, a'9 ö und ö / die durch die Integration eingetretenen

Constanten sind, und wobei man bemerken muss, dass die bei-

den ersten gleichsam unendlich klein sind, weil die Winkel %

und z' beständig möglichst klein bleiben sollen.

§. 1061. Hiernach wird
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ddß _ Addz + A f ddz' ___Az Ä'z'

(2gdt*~~ 2gdt*
~~

~h hl

und ddg>_ Bddz +B'ddz' Bz __ B'z'
,

2ffdt*~ 2gdt* ~~ h ti '

daher werden die obigen Gleichungen

eddß+cddw „ . k*ddcp
f

_

2gdP~= - e "nd -2^=-C9> + c0,

wenn wir die eben gefundenen Werthe Substituten, die folgen-

den ergeben

:

Aez A'ez' Bcz
I. — -

iL ^^^^tL.'^^^ ĉ B^A)z--c{B'^A')z l
.

§. 1062. Weil nun die Winkel z und z' nicht von einander

abhängen sollen, müssen in beiden Gleichungen die mit z und z'

behafteten Glieder für sich einander gleichgestellt werden, wor-

aus sich folgende vier Gleichungen ergeben:

1)
Ae , Bc A

2)
A'e B'c . .,

3)
Blfl

4) ~~^c(B<~A<),

aus welchen die Werthe der Constanten A, A', B, B' und der

Buchstaben h und ti hergeleitet werden sollen.

§. 1063. Dividirt man die erste Gleichung durch die dritte

und eben so die zweite durch die vierte, so findet man die zwei

Gleichungen

Ae+Bc __ A A'e+B'c__ A'

Bk* ~'c{B—A)
und

B'k* ~c(B'—A')'
aus welchen man eine Relation sowohl zwischen A und B, als

auch zwischen A' und B' herleiten muss. Hat man diese aber

gefunden, so wird

ßk* . ,, BW
h^Z'—rgs—-rr und h -

' c(B—A) """ " ~ c(B'-A')

'

§. 1064. Die erste jener Gleichungen, welche die Buchsta-

ben A und B enthalt^ wird, wenn man sie ordnet

jBV2 - AB (Ä*+& ~- ce)— A*ce= ,

und wenn wir zur Vereinfachung k2
-\-c'z— ce^^lcf setzen,
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ß2c2_2ABcf—A2ce= ,

alS°
Bc=Af±AsrFüe oder £=2^2+2.

Nimmt man nun A= c an, so wird 2?=/?4:V/'2+ ce.

§. 1065. Auf ähnliche Weise geht die andere Gleichung,

welche A 1 und B 1 enthält, wenn man sie ordnet, über in

BW—A'B'(k*+c2— ce)— J'2ce=0,
welche wie vorhin

B'_f±Vf*+ ce

A'
~~

c

ergibt Diese Werthe stimmen vollkommen mit den vorher ge-

fundenen überein, und es wird nur die Zweideutigkeit des Wur-

zelzeichens einen Unterschied bilden; wir erhalten daher, wenn

wir sowohl A= c, als auch A'— c setzen, für B und B' die

folgenden verschiedenen Werthe:

B =/•+ Vf^fce und B'=f- Vf2+ ce.

§. 1066. Nachdem die Werthe der Buchstaben A, B, A!

fe'2
_i_ c2 Qß

und #', in welchen man f=z
~ ö anzunehmen hat, aufge-

stellt worden sind, ergeben sich die beiden noch ausserdem zu

bestimmenden Grössen folgendermaassen :

- c(B-A) ~~
c(f-c+ VfHcJ)

c {B'—A') c(f-c— Vp+ce)

'

Diese Ausdrücke werden leicht so umgeformt, dass wir er-

halten

/ _ &*(e+f+Vf*+ce)
n- 2cf+ce—c*

'

oder weil 2cf=k2-{-c*—ce gesetzt ist,

h= e+f~i-Vp+ce
und indem man das Zeichen der Wurzel ändert,

h'=ze+f— V7*Tce.
§. 1067. Nachdem wir diese Werthe gefunden haben, wird,

wie wir oben gesehen haben,

z~asm(ty ^+Aind *'=«'sin (ty p+^) *

und behalten wir die Buchstaben h und h', deren Werthe schon

bekannt sind, bei; so erhalten wir, für jede vom Anfang an ver-
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flossene und in Secunden ausgedrückte Zeit t s beide Winkel 6

und cp folgendermaassen ausgedrückt:

B^acsm(t^ |- + ^) +u'csm(ty p+<5')

^= a(f+\rpTc^)sm(t\^ + ö

y

)

+ «'(/-VTH1^) sin (t\ t̂ +<?').

Kennt man aber diese Winkel, so wird die Stellung unse-

res Pendels zu jeder Zeit, mithin auch seine Bewegung voll-

kommen bekannt.

§. 1068. Wir haben schon bemerkt, dass et, <x, ö und d f
die

durch die Integrationen eingetretenen Constanten sind, welche

man also nach der anfänglichen Stellung des Pendels, wo £=0
war, bestimmen muss. Weil wir nun angenommen haben, dass

das Pendel sich im Zustande des Gleichgewichts befunden habe,

so müssen nothwendig für t=zi) beide Winkel und cp ver-

schwinden; hierdurch erhalten wir die zwei Gleichungen:

1) = ac sin ö + a'c sin ö
r oder O^asin ö -f- a'sin$'

2) 0==a(f+'V7* + ce) sin d + a? (f—Vf*+ce) sin-ö'.

Nach der ersten wird a' sin <5'— — a sind, und substituirt man

diesen Werth in die zweite Gleichung, so erhält man

= <2as\ndVf*+ce 9

woraus folgt, dass entweder a=z0 oder sind= ist. Es kann aber

nicht a— sein, weil sonst das Pendel gar keine Bewegung

annehmen würde, und es wird daher

slnd=:0 und $—0.
Hiernach werden unsere Ausdrücke viel einfacher, nämlich

6=z<xcs\ntW j- -f a'csintV y>

und

<p= a (/*+ VFT^e) sin i^^f + a (f~ V?Hc~e) sin t\
2
%

.

§. 1069. Ferner haben wir aber im Anfange angenommen,,

dass dem Schwerpunkte eine Geschwindigkeit =n beigebracht

worden sei, und da diese Geschwindigkeit im allgemeinen

du cdö+cdep . , i« A i i j •_
. -^— ——2- ist: so muss dieser Ausdruck, wenn man dann
dt dt

t= setzt, — n werden. Man findet aber

39
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und ähnlich

wo wir die Buchstaben 2? und E' statt ihrer Werthe f+Vf*+ce
und f—V7 2+c4ß beibehalten haben. Wendet man daher diese

Werthe an, so ergibt für t~ diese Bedingung der beigebrach-

ten Bewegung die Gleichung

Es war aber k—e+f+Vf^+ce= e+B und ähnlich h'=:e\ B',

mithin nimmt diese Gleichung folgende einfachere Form an:

n= cccVZgh + a'cV2gh'.

§. 1070. Ausserdem haben wir aber angenommen, dass dem

ganzen Pendel im Anfange auch eine 'Winkelbewegung, deren

Geschwindigkeit ==v, beigebracht worden sei. Weil nun im

allgemeinen die Geschwindigkeit des Pendels ==-7; ist, so rauss

nothwendig für £~0, ~j: ~v werden. Hieraus erhalten wir die

Gleichung

also

\ 7t'— B' B'l ~h
'

Substitniren wir diesen Werth in die vorhergehende Glei-

chung, worin sich noch B und B befand , so erhalten wir

aT^B'—B , vc(e+ B')

und weil B'—2?=— 2\^f
2+ce und e+B'~Ii ist, so ergibt sich

2ace k f2q , „
, N . vcli

also
i/~?2_

vh' nB'

2eV~f*+ ce 2ecVp+ ce

Substituirt man endlich diesen Werth, so wird

'\fty__ v Bvli
. nB

\ W~~Br 2B'eV~f2+ce 2ceVf2 + ce

vh nB
2eSff*+ce 2ceVfHce

'
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wir haben mithin alle vier Constanten a, a', ö und cT aus dem
Anfangszustande bestimmt. Man wird daher für jede zukunftige

Zeit / sowohl die Stellung des Pendels , als auch seine Bewe-
gung angeben können

Von der regelmässigen Bewegung, welche ein vor-

ausgesetztes Pendel annehmen kann.

§. 1071. So lange die Sinusse der beiden Winkel ^V y ~\ ö

und i\ -p+& in unsern Formeln, welche wir hier im allge-

meinen und ohne Rücksicht auf einen bestimmten Anfangszu-

stand betrachten werden, enthalten sind, muss man die Bewe-
gung des Pendels für eine aus zwei einfacheren gemischte hal-

ten und zwar hat man jede der letztern als aus einem jener

zwei Winkel entspringend zu betrachten. Man ersieht hieraus,

dass man erst dann die Bewegung des Pendels für eine einfache

halten kann, wann nur ein einziger jener Sinusse in die Rech-

nung eintritt und es geschieht diess, wenn entweder «= oder

a==0 ist. Alsdann wird nämlich die ganze Bewegung des Pen-

dels der Bewegung eines einfachen Pendels ähnlich, welches

alle seine Schwingungen in gleichen Zeiten ausführt.

§. 1072. Wir wollen daher zuerst den Fall entwicken, in

welchem «'=0 ist und für jede Zeit t die zwei Winkel und

<p auf folgende Weise ausgedrückt werden:

0~ac$'mCty j~+dj

Und ^^a^+V-TM^Osin^l +O'
Aus diesen erhält man durch Differentiation

und

g=«V~f-C<V¥+

wo ~ und ~ die Winkelgeschwindigkeiten ausdrücken, mit

welchen sich das Pendel sowohl um den Punkt O, als um den

Punkt c dreht

§.1073. Verschwinden diese letztern Ausdrücke, so wird

das ganze Pendel zum Zustande der Ruhe gebracht, und weil

diess in den grössten Ausweichungen geschieht, pflegt man von

da ab die neuen Schwingungen zu zählen. Diese Zeiten wer-

39*
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den daher eintreten, wann cos I ty y--|-<5|=0, d. h.

ty -j? +0= 90° oder =270°

'wVk=?VJ

ist. Setzen wir daher <V y -t-6*= 90°=Q > so W1T^ das ^en *

del in diese Stellung gelangen nach Verlauf der Zeit

von hier aber wird es wieder in eine solche Stellung gelangen

nach Verlauf der Zeit

<= (270<>-<5)\^.

Hiernach ist die Zwischenzeit dieser zwei Momente, wel-

cher man die Dauer Einer Schwingung gleich zu setzen pflegt,

Ä
fy-" !f 2g

und zwar wird dieselbe so in Secunden ausgedrückt werden.

Es folgt hieraus, dass diese Schwingungen mit denen eines ein-

fachen Pendels voll der Lange = h isochron sind.

§. 1074. Unser Pendel wird demnach eine solche regel-

mässige Bewegung annehmen können, welche mit derjenigen

eines einfachen Pendels von der Länge = h übereinstimmt. Wir
haben aber gesehen, dass diese Länge so durch die Elemente,

aus welchen unser Pendel zusammengesetzt ist, bestimmt wird,

dass wir

h= e + f+Vf2
-i ce

#2-f_^2 ce
haben , wo /= ^- ist. In der Wirklichkeit wird aber

unser Pendel in ein einfaches übergehen, wenn /s
2— ist, weil

alsdann die ganze Masse desselben im Schwerpunkte g ver-

einigt wird. Ausserdem fällt nun der Punkt O auf a, indem
alsdann unser Pendel von der Länge cg~c seine Schwingun-
gen um den festen Punkt c ausführen wird. Macht man aber

£2— und e=0, so wird

/b=y2c und k=zc,
was vortrefflich mit der Wahrheit übereinstimmt. Es verdient

aber auch im allgemeinen der Fall, in welchem k^—O oder die

ganze Masse des Pendeis im Schwerpunkte g vereinigt ist, be-

merkt zu werden; alsdann wird nämlich
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/=
2

' mithin V/2+ce= -ö— und h= c+e.

Da nun Oc= e und gc=c, also 0(/=c + e=Ä ist, so wird
das Pendel seine Schwingungen eben so ausführen, als wenn
es vom Punkte O herabhinge.

§. 1075. Offenbar wird die Figur der Gabel MAN sehr viel

zu dieser Bewegung des Pendels beitragen, was näher zu be-

trachten der Mühe werth sein wird. Wir wollen daher zuerst

den Fall annehmen, dass die Oberfläche der Gabel eben und
horizontal sei und die cylindrische Axe des Pendels daraufliege.

Es wird daher der Radius AO~a~<X) und, weil h der Radius
der Axe ist, auch der Abstand Oc==e=ao, wesshalb der Win-
kel 6 nothwendig verschwinden muss, damit der Raum e6, wel-

cher das Intervall Cc angibt, endlich und so klein als möglich

bleibe. Es wird alsdann

f=- %« +V + Tc ' f*=V2-V«-i

und vT^+^V +V-S'
mithin h=zc-\-e und weil diese Länge unendlich gross ist, kann

über einer ebenen Gabel die Axe des Pendels so aus ihrer Lage
bewegt werden, dass gar keine Schwingungen entstehen.

§. 1076. Weil aber die Wurzelgrösse V/^+ce auch das

negative Zeichen enthält, so ergibt sich, wenn wir ihren nega-

tiven Werth annehmen, für denselben Fall der ebenen Gabel

c

Hieraus geht hervor, dass, wenn nicht die ganze Masse des

Pendels in seinem Schwerpunkte vereinigt ist, ein solches auf

einer ebenen Gabel liegendes Pendel auch ähnlich wie ein ein-

k2,

laches von der Länge =— schwingen kann. Für diesen Fall,

£2
wo e~oo und A—— ist, wird die Bewegung unseres Pendels

ausgedrückt durch die Formeln

hieraus folgt, dass et klein genug angenommen werden muss,
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damit ae noch so klein als möglich bleibe. Nehmen wir daher

ae=— ß oder a= an, so wird

e6= -ßc8in(j^V2gc+f^

Und
<p^ßsm(jSTtyi+s),

wo ~ gegen e =00 vernachlässigt ist. Hier geht nämlich, wah-

rend das Pendel sich in der grössten Ausweichung befinden

wird, die cyündrische Axe über der ebenen Gabel durch den

Weg ac==e6= ßc zurück (Fig. 142), und da die gerade Linie

cg von der vertikalen Lage um den Winkel ß abweicht, so wird

offenbar der Schwerpunkt auf die Hauptvertikale fallen. Hieraus

ersieht man, dass ein Pendel zu einer solchen Bewegung zu-

sammengesetzt werden kann, während die cyündrische Axe sich

ausserhalb der Hauptvertikalen zurückbewegt, der Schwerpunkt

aber auf eben dieser geraden Linie in g festgehalten wird. Wenn
er nämlich alsdann losgelassen würde, so würde die gerade

Linie cg sich der vertikalen Lage nähern und die cylinderische

Axe über der Gabel gegen A rücken; diese wechselseitige Be*

wegung stimmt mit der eines Pendels von der Länge — überein.

§. 1077. Auf dieselbe Weise verhält sich die Sache, wenn
or— ist, alsdann wird nämlich unser Pendel gleichfalls eine

regelmässige Bewegung annehmen, und zugleich werden beide

Winkel 6 und cp folgendermaassen abgeändert:

= a'csin(*Y #+«0
llIld

9 >= «'(/
p-V7s+^)«i»OV

r
F+ Ä0"

Hier wird die wechselseitige Bewegung mit der schwingen-

den Bewegung eines Pendels, dessen Länge =A' ist, überein-

stimmen. Wir haben aber gesehen, dass

k2,

-f- c
1 ce

ist, wobei wir f==. ^— haben. Uebrigens haben wir die

hieraus hervorgehenden Erscheinungen, wenn die Gabel als eben

vorausgesetzt wird, schon vorher erwähnt, als wir die Wurzel

V/ 2
-f-ce negativ annahmen.

§. 1078. Ehe wir die unregelmässigen Bewegungen in Er-
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wagung ziehen, erfordert der oben erwähnte Fall, in welchem

die cylindrische Axe des Pendels auf einer ebenen Gabel ausser-

halb des Punktes A liegt, während der Schwerpunkt g auf der

vertikalen Linie Ag festgehalten wird, eine gewisse Beleuchtung.

Aus den gefundenen Formeln folgt nämlich, dass der Schwer-

punkt g beständig auf der vertikalen Linie Ag verweilt, wäh-

rend inzwischen die cylindrische Axe auf beiden Seiten sich

vom Punkte A mit wechselseitiger Bewegung entfernt und

Schwingungen ausführt, welche mit denen eines einfachen Pendels

von der Länge = — übereinstimmen. Diess scheint der Erfah-

rung zu widersprechen, indem man vielmehr wahrnimmt, dass

der Schwerpunkt g um die unbewegte cylindrische Axe Schwin-

gungen ausführt. Diese Wirkung muss aber offenbar der Rei-

hung zugeschrieben werden, vermöge welcher die cylindrische

Axe nicht ohne Schwierigkeit über der Gabel fortschreiten kann.

In dieser ganzen Analyse haben wir aber die Reibung durchaus

entfernt gehalten, so dass die cylindrische Axe sich ganz frei

über der Gabel bewegen könne. Hat man nämlich die Reibung

aufgehoben, so wirkt sowohl das Gewicht des Pendels, als auch

der Druck gegen die Gabel in vertikaler Richtung und es kön-

nen diese zwei Kräfte, wenn sie am Schwerpunkte angebracht

sind, keine Seitenbewegung hervorbringen, sondern es muss die-

ser Punkt beständig auf derselben vertikalen Linie bleiben.

Von den unregelmässigen Bewegungen, welche das

vorliegende Pendel annehmen kann.

§. 1079. Verschwindet keine der beiden Constanten a und

</, so entsteht eine höchst unregelmässige Bewegung. Dieselbe

besteht nämlich aus einer doppelten schwingenden Bewegung,

von denen die eine einem einfachen Pendel von der Länge h

= nH Yaentsprechen wird und ihre Perioden in der Zeit tf — vi/w ^

vollendet, die andere aber einem Pendel von der Länge =/*'

entsprechen wird, dessen Perioden in der Zeit t= tcW k~

vollendet werden. Es wird daher unter dieser Voraussetzung je

nach der Verschiedenheit der Grössen h und h'} insbesondere

aber nach dem gegenseitigen Verhältniss sowohl der Coefficien-

ten a und a', als auch der Winkel ö und <5' eine unermessliche

Mannigfaltigkeit stattfinden können und man wird nicht im Stande
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sein, alle verschiedenen Bewegungen auf irgend eine Weise ab-

zuschätzen oder aufzuzählen.

§. 1080. Damit wir diess leichter, wenigstens im Geiste,

zu fassen vermögen, wollen wir beide Werthe der Buchstaben

h und Ji genauer aus den ersten Elementen, worin der Znstand

des Pendels enthalten ist, entwickeln. Da wir nun der Kürze

wegen #*+c2 — ce
'— 2c

gesetzt haben, so wird

f+e= ^—
UIld

\TpJ7e=^ VT4+2ck\c— e)+c\c+ e)* •

Es ist aber

hz^e+f+S^pTce und h'=e+f— V~P+ce,
mithin wird

hl _1_ (& _L co 1 ,

h=±JZ±-±— + g- ^4+ '2c^(c-e)+c2(6-+e)2

und ^.^!±gi^-
2
l^H2c./f2(c_ e)+ c2(c+e)

i
.

§. 1081. Nachdem diese zwei Werthe aufgestellt sind,

wird, weil oben

fi— e + B und /i=e + B
war, umgekehrt

B=h—e und B'— h'— e.

Hiernach werden beide Winkel und 9 für jede beliebige

Zeit t auf folgende Weise bestimmt werden:

und

6= acsin (/V"x + + ft

'

csiDOVf+O

<p=:ct(h—e)a\nfty ^+ <f) + a'(A'— e)sinAy 7p +^}-

Mittelst dieser Formeln kann man auch beide Winkelge-

schwindigkeiten, nämlich -7; und -77 5 um welche die Winkel

und cp nach der Zeit t vergrössert werden, angeben; es wird

nämlich

dQ

di^ aC

und
Vi cos V2

f+0

+

*'cVI c- V"!+0
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+rf(*-.)V|c»oVl
,

+0-
Durch diese Elemente wird die ganze Bewegung so voll-

ständig bestimmt, dass nichts weiter zu wünschen übrig bleibt.

§. 1082. Oft, besonders wenn man den Mittelpunkt der

Gabel O in einer bedeutenden Entfernung annimmt, oder der-

selbe selbst unterhalb der Gabel fällt, was nämlich geschieht,

wenn die Krümmung der Gabel MAN convex ist, wird es an-

gemessen sein, den Winkel cp aus der Rechnung fortzuschaffen

und statt seiner den Bogen Cc , durch welchen der Mittelpunkt

c der cylindrischen Axe schon aus der natürlichen Lage C fort-

geschritten ist, in die Rechnung einzuführen. Setzen wir daher

diesen Bogen Cc— s, so wird, weil der Abstand OC=- Oc~e
ist, dieser Bogen

s—e6,
und damit derselbe einfacher in die Rechnung eingeführt werde,

setzen wir statt cce und de die Buchstaben ß und ß'
9 so dass

ß ß'
cc= - und a'= —

e e

wird. Hierdurch wird sowohl dieser Bogen Cc— s, als auch die

Schiefe des Pendels oder der Winkel Che = cp auf folgende

Weise bestimmt werden:

:
/3c sin (jVlr + + ß

'CS
'W V F+0

und

<p=
Die augenblicklichen Aenderungen derselben oder die Ge-

schwindigkeiten werden aber sein

:

ds

dt

und

Hierbei ist zu bemerken, dass man, damit die ganze Bewe-

gung innerhalb unendlich kleiner Grenzen eingeschlossen werde,

für ß und ß' unendlich kleine Brüche setzen muss.
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§. 1083. (Figur 143.) Es wird der Mühe werth sein, den

Fall, in welchem die Gabel oben convex ist, hier besonders zu

untersuchen. Es sei daher MAN Ate Figur der oben convexen

Gabel, ihr Mittelpunkt liege in Ound es sei die Tiefe des letztern

unterhalb des Mittelpunktes C der cylindrischen Axe, nämlich

der Zwischenraum OC~i. Nach Verlauf der Zeit £. befinde

sich aber der Mittelpunkt der cylindrischen Axe in c, so dass

er den Bogen Cc.= s zurückgelegt hat. Setzt man nun die

Schiefe des Pendels oder den Winkel Chc= cp und den Abstand

cg=zc 9 so werden die vorhergehenden Formeln diesem Falle

angepasst werden, indem man überall — i statt e schreibt. Die

beiden Grössen h und Ii werden alsdann auf die folgende Weise
ausgedrückt werden:

WJ. C2 c i 1

A= - r
,
)c

' +<rc \
r
k*+2ck'>(c+i)+ cHc-i)'>

und
KJl±^i^ srkH.2c^c+iH^c--i)^

§.1084. Um aber alle möglichen Bewegungen dieses Pen

dels zu bestimmen, stellen wir die folgenden Formeln auf:

s

und

zur Bestimmung der Geschwindigkeiten dienen ferner die Aus-

drücke

.H±ov| c„
C(
y-|+r

§. 1085. In Betreff aller dieser Formeln hat man angemes-

sener Weise wohl zu bemerken, dass sie nur bestehen können,

wenn beide Grössen h und li positiv sind, weil sie sonst ima-

ginär werden würden. Sobald diess aber eintritt, ist es ein

Zeichen, dass ein solches Pendel über einer Gabel durchaus

keine schwingende Bewegung annehmen kann, sondern, wenn

ihm eine Bewegung beigebracht worden ist, herabfallen wird.

Diess ist besonders hinsichtlich der Grösse Ii, in dem letztern

Falle einer oben convexen Gabel, zu befürchten.
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Anhang über die wackelnde oder schwankende Be-
wegung, durch welche die Wiegen angetrieben zu

wer d en pflegen.

§. 1086. Ueber diese Bewegung habe ich schon früher eine

Abhandlung veröffentlicht ., wo ich besonders die wechselnde

Bewegung der Wiegen auf einem ebenen Aestrich betrachtet

und nach der Länge eines einfachen Pendels, welches seine

Schwingungen in gleichen Zeiten ausführen würde, geforscht

habe. Offenbar wird aber die gegenwärtige Behandlung auf die-

sen Fall zurückgeführt, wenn wir die ganze Masse des Pendels

als über einer Gabel stehend voraussetzen, so dass kein Theil

desselben sich bis innerhalb der Gabel erstrecke.

§. 1087. (Fig. 144.) Es stelle daher der Kreisbogen MAN
die Figur des Aestrichs dar, über welchem die Wiegen sich

bewegen sollen, der unterste Punkt desselben liege in A und

der Mittelpunkt der Krümmung in O, und das, was wir vorhin

die cyündrische Axe des Pendels genannt haben, wird hier vor-

züglich den Körper der Wiegen ausmachen, dessen Mittelpunkt

sich im Zustande des Gleichgewichts in C befinde. Es ist hier-

bei einleuchtend, dass der Krümmungshalbmesser der Grund-

fläche der Wiegen kleiner sein muss, als der Radius A O, wenn
nämlich der Aestrich nach oben zu concav ist. Man setze daher

wie vorhin den Abstand OC=e, und weil der ganze Körper

sich oberhalb des Aestrichs befindet, setzen wir voraus, dass

im Zustande des Gleichgewichts der Schwerpunkt des ganzen

Körpers in G9 unterhalb des Bewegungsmittelpunktes C und im

Abstände CG— c liege. Befände er sich nämlich oberhalb C,

so würde, wie man leicht einsehen kann, keine wechselseitige

Bewegung entstehen können.

§. 1088. Nach Verlauf der Zeit t sei nun der Mittelpunkt

der Krümmung der Wiegen nach c gelangt, indem er den Bo-

gen Cc~s durchlaufen hat, so dass die aus O durch c gezo^

gene gerade Linie Oc den Aestrich im Berührungspunkte treffe.

Der Schwerpunkt des ganzen Körpers befinde sich aber jetzt in

g, wobei c(/= c ist, und wenn man diese gerade Linie rückwärts

verlängert, bis sie die Vertikale AO in h schneidet, wird der

Winkel Ahc= cp die Schiefe der Wiege angeben, deren Körper

in der Figur fälschlich durch einen ganzen Kreis angedeutet ist.

Es ist nämlich genügend, dass die Grundfläche, welche auf dem
Aestrich steht, eine aus dem Mittelpunkte c beschriebene Krüm-

mung habe, indem wir hier nur unendliche kleine Schwingungen
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oder Schwankungen betrachten ; es wird um so angemessener

sein, diess zu bemerken, weil sonst der Schwerpunkt G kaum
unterhalb C fallen würde. Endlich haben wir das Moment der

Trägheit des ganzen Körpers der Wiege wie oben == Mit 2, ge-

setzt, wo 31 das Gewicht des ganzen Körpers bezeichnet, des-

sen Verhättniss wieder aus der Rechnung herausgetreten ist.

§. 1089. Nachdem wir diesen Zustand der Wiegen festge-

stellt haben, ist es nun klar, dass unendlich viele wechselseitige

Bewegungen mehr stattfinden können, als ich früher angegeben

habe, wo ich nämlich die ganze Untersuchung nur auf die regel-

mässigen Schwingungen beschränkt hatte. Ausserdem aber hatte

ich dort einen ebenen Aestrich angenommen; die gegenwärtige

Entwickelung dieses Gegenstandes ist nicht nur viel allgemei-

ner, sondern umfasst auch alle möglichen Bewegungen.

§. 1090. Um den Zustand der vorausgesetzten Wiegen ge-

hörig kennen zu lernen, kommt die ganze Arbeit auf drei Ele-

mente zurück, deren erstes der Abstand des Mittelpunktes des

Aestrichs O, vom Mittelpunkte der Wiege C, welchen wir

= OC=e gesetzt haben. Das zweite Element ist die Tiefe

des Schwerpunktes & unter dem Mittelpunkte der Bewegung C,

diese haben wir .= GC=gc=zc gesetzt. Das dritte Element

ist aber das Quadrat k2s durch welches die ganze Masse multi-

plicirt wird, um das Moment der Trägheit des ganzen Körpers

in Bezug auf den Schwerpunkt G oder g zu bilden.

§. 1091. Setzt man nun den vom Mittelpunkte der Bewe-

gung beschriebenen Weg Cc— s und die Schiefe der Wiege

oder den Winkel Chc—cp, so werden, nachdem man

und
A

,=W+ C
_£ _^ V-ÄH2C^-«HC2(c+<0*

bestimmt hat, für jede gegebene Zeit t die Buchstaben s und cp

folgendermaassen bestimmt:

und a h-

^ ' e^(.Vs+o+'^-OV***)-
Ist aber der Aestrich convex, so muss man— i statt e se-

tzen, wodurch sich die §. 1084. angeführten Formeln ergeben.

Uebrigens hat man hier dasselbe zu beobachten, was oben aus-

führlich auseinander gesetzt worden ist.



Ergänzung,
die durch die Reibung gestörte Bewegung betreffend.





Kapitel I.

Von der Reibung im Allgemeinen.

Erklärung.

§. 1092. Die Reibung ist der Widerstand, welchen ein

über einer rauhen Oberfläche fortschreitender und dieselbe strei-

fender Körper bei seiner Bewegung erleidet. Es ist daher die

Reibung eine der Richtung der Bewegung entgegengesetzte und

an der Grundfläche, mit weicher der Körper die Oberfläche be-

rührt, angebrachte Kraft.

Zusatz J

.

§. 1093. So lange der Körper sich in Ruhe befindet, übt

die Reibung durchaus keine Kraft aus, sobald aber jener sich

bewegt > entsteht plötzlich ihre der Bewegung immer entgegen-

gesetzte und daher dieselbe verzögernde Kraft.

Zusatz 2.

§. 1094. Wird ein Körper durch irgend eine Kraft angetrie-

ben , so widersetzt sich, wenn jener auch ruhet, die Reibung

dieser Kraft, weil sie sogleich bei der ersten Erzeugung der Be-

wegung existirt, und nur wenn die antreibende Kraft die Rei-

bung überwiegt, wird der Körper sich bewegen können.

Zusatz 3.

§. 1095. Weil die Richtung der Reibung der Richtung der

Bewegung stets entgegengesetzt ist, wird mit der Aenderung
der letztern zugleich die Richtung der Reibung eine andere.

Sobald aber der Körper zur Ruhe gebracht wird, verschwindet
plötzlich die Reibung ebenso, wie die Richtung der Bewegung
aufgehoben wird.
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Erläuterung.

§. 1096. Um diess die Reibung Betreffende deutlieh zu ma-

chen, wird es angemessen sein, alle Umstände zu beachten,

welche irgend etwas zur Reibung beitragen zu können scheinen,

wenn auch noch keinesweges klar ist, was jeder derselben zu

bewirken im Stande ist. Zuerst muss man die Oberfläche be-

trachten, über welcher die Bewegung geschieht und es kommt
wenig darauf an, ob diese eben ist oder nicht, weil man zu

jederZeit auf die Stelle der Berührung zu sehen hat. (Fig. 145.)

Es sei daher EF die Oberfläche, welche wir als eine Ebene

betrachten , indem man nämlich leicht das Urtheil von dieser

auf convexe und concave Oberflächen wird ausdehnen können.

Die Rauhigkeit dieser Fläche wird demnach einen vorzüglichen

Platz unter den Ursachen der Reibung einnehmen, denn wenn

dieselbe vollkommen polirt und glatt wäre, so würde gar keine

Reibung stattfinden können; hieraus schliesst man, dass die

Reibung desto grösser sein muss, je rauher die Oberfläche ist.

Ferner ist die Grundfläche des Körpers AB, in welcher die

Berührung geschieht, in die Rechnung einzuführen. Ob deren

Grösse und Figur etwas zur Reibung beitrage, ist noch nicht

entschieden, ihre Rauhigkeit aber in Verbindung mit der der

Oberfläche hat man, so wie sie vorzüglich ein Hinderniss der

Bewegung ist, als die Reibung erzeugend zu betrachten. In

Betreff des Körpers ABCD endlich ist ausser seiner Masse
und den übrigen Eigenschaffen, sein Druck gegen die Oberfläche

ohne Zweifel von der grössten Wichtigkeit; denn wenn er durch

gar keine Kraft gegen dieselbe gedrückt würde, so würde auch

gewiss gar keine Reibung da sein und der Körper sich eben

so bewegen, als wenn die Oberfläche fehlte. Da man endlich

die Reibung nur bei der Bewegung wahrnimmt, würde man auch

die Geschwindigkeit als ein ausgezeichnetes Moment der Rei-

bung ansehen können, allein gegen die Erwartung werden wir

sehen, dass die Geschwindigkeit auf keine Weise zur Bestim-

mung der Reibung etwas beiträgt. Diess ist um so mehr zu

bewundern, als mit Aufhebung der Geschwindigkeit sicher alle

Reibung aufhört. Bewegt sich demnach der Körper nach der

Richtung BF über der Oberfläche, so wird eine Kraft da sein,

welche ihn nach der entgegengesetzten Seite AE antreibt und

diese Kraft nennt man die Reibung.

An m erkling.

§. 1097. Ich werde hier zuerst die Reibung als eine Er-
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seheinung betrachten, deren Grösse und Natur uns die Er-

fahrung kennen gelehrt hat, worauf ich nach ihren Ursachen,

so weit es angeht, forschen werde. Da nämlich hier die phy-

sischen Eigenschaften der Körper, zu welcher Art die Rauhig-

keiten der Oberflächen und die Weise, nach welcher zwei ge-

geneinander gedrückte Oberflächen sich wechelseitig ausweichen

und mit ihren kleinsten Theilchen gewisse Eindrücke hervor-

bringen, gehören, gleichsam die ganze Arbeit ausmachen; so

müssen wir, weil eine solche Kenntniss der Körper uns fehlt,

uns begnügen, die Erscheinungen der Reibung so anzunehmen,

wie die Erfahrung sie uns darbietet, eben so wie wir den Ur-

sprung anderer Kräfte, deren Wirkung wir in der Mechanik ent-

wickeln, keinesweges durchschauen. Wir wollen daher kurz er-

wägen, was uns durch die Erfahrung in Betreff der Natur der

Reibung bekannt geworden ist.

Erscheinung 1.

§. 1098. Unter übrigens gleichen Umständen ist die Rei-

bung nicht von der Geschwindigkeit des Körpers abhängig, sie

übt vielmehr, mag der letztere geschwinder oder langsamer fort-

schreiten, dieselbe Kraft aus, deren Richtung immer der Rich-

tung der Bewegung entgegengesetzt ist.

Zusatz 1.

§. 1099. Die Reibung kann demnach nicht als eine gewisse

Function der Geschwindigkeit betrachtet werden, da sie stets

dieselbe Grösse beibehält, mag die Bewegung eine sehr ge-

schwinde oder sehr langsame sein. Indessen verschwindet sie

jedoch plötzlich, wenn die Bewegung durchaus aufhört.

Zusatz 2.

§. 1100. Wenn auch die Reibung keinesweges von der Ge-

schwindigkeit der Bewegung abhängt, so wird doch ihre Rich-

tung einzig und allein durch die Richtung der Bewegung be-

stimmt, indem sie nämlich dieser entgegengesetzt und an der

Berührungsstelle selbst angebracht ist.

Anmerkung.

§. 1101. Diess ist von der absoluten Bewegung des Kör-

pers zu verstehen, wenn die Oberfläche, über welcher der letz-

tere fortschreitet, absolut ruhet; wenn aber diese Oberfläche selbst

40
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sich bewegt, muss man das Urtheil aus der respectiven, auf die

Oberfläche bezogenen Bewegung des Körpers ableiten. Befindet

sich nämlich der Körper in Bezug auf die Oberfläche in Ruhe, mag

er auch absolut sich beliebig bewegen, so ist keine Reibung vorhan-

den ; bewegt er sich aber in Bezug auf die Oberfläche, so erlangt

die Reibung diejenige Grösse, welche die Umstände erfordern

und es trägt die Grösse der Bewegung nichts hierzu bei. Die

Richtung der Reibung wird aber beständig durch die respective

Richtung des Körpers in Bezug auf die Oberfläche bestimmt,

und man darf daher hier nicht die Bewegung nach zwei oder

drei Richtungen zerlegen und für eine jede, als ob sie allein

da wäre, die Reibung bestimmen und daraus auf die ganze

Reibung schliessen. So wie vielmehr die Grösse der Reibung

nicht von der Grösse der Bewegung abhängig ist, muss man

auch immer ihre Richtung durch diejenige, nach welcher der

Körper auf der Oberfläche fortschreitet, bestimmen.

Uebrigens wird diese Erscheinung nicht so genau durch

Versuche angegeben, dass sie durchaus keinem Zweifel unter-

worfen wäre, vielmehr scheinen sehr geschwinde Bewegungen

ein wenig von dieser Regel abzuweichen. Stimmt diess mit der

Wahrheit überein, so wollen wir es eher einer andern Ursache

zuschreiben, als die aufgestellte Bezeichnung der Reibung ab-

ändern ; und da die Abweichung sehr gering ist, vernachlässi-

gen wir sie um so mehr, als wir manche andere sehr kleine

Kräfte, welche aus derselben Quelle als die Reibung zu ent-

springen scheinen, zu vernachlässigen gezwungen werden. Hier

will ich nämlich nur die Wirkungen untersuchen, welche man

als aus der Reibung wie gewöhnlich entstanden anzusehen pflegt,

ohne mich um andere Hindernisse der Bewegung zu bekümmern.

Erscheinung' 2.

§. 1102. Unter übrigens gleichen Umständen ist die Grösse

der Reibung weder von der Figur, noch von der Grösse der

Grundfläche, mit welcher der Körper die Oberfläche berührt,

abhängig; sondern es übt die Reibung, mag die Grundfläche

grösser oder kleiner und von beliebiger Gestalt sein, immer die-

selbe Kraft aus.

Zusatz 1.

§.1103. (Fig. 145.) Setzen wir demnach die Grundfläche, womit

der Körper die Oberfläche berührt oder AB= h*, so tritt diese
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Grösse nicht in den Ausdruck der Reibung ein, eben so wenig

als die Geschwindigkeit des Körpers.

Zusatz 2.

§. 1104. Es ändert sich auch nicht die Reibung, im Fall

die Berührung in einem einzigen Punkte erfolgt, was geschieht,

wenn der Körper eine Kugel ist oder eine convexe Grundfläche

hat; wenn nur der Körper die Oberfläche streift.

Anmerkung,

§. 1105. Diese Erscheinung, obgleich sie durch die sicher-

sten Versuche bestätigt wird, erleidet doch eine Ausnahme,
wenn der Körper in eine sehr scharfe Spitze ausgeht, womit

er in die Oberfläche eindringen kann, in welchem Falle er ohne

Zweifel ganz festgehalten werden würde. Es sind nämlich die

Fälle auszunehmen, in welchen die Oberfläche durch den dar-

über fortgehenden Körper eine Beschädigung erleidet, welche

wir hier auch nicht behandeln werden. Uebrigens erscheint es

sehr paradox, dass aus der in einem einzigen Punkte erfolgen-

den Berührung eine eben so grosse Reibung hervorgehen kann,

als aus einer ziemlich grossen Grundfläche, da die Reibung

durch die Rauhigkeit der beiden Oberflächen, welche sich wech-

selseitig streifen, hervorgebracht wird, bei einer ausgedehnten

Berührung aber mehr Rauhigkeit überwunden werden muss.

Dieser Zweifel wird aber bald verschwinden , wenn wir zeigen,

auf welche Weise die Reibung sich in Bezug auf den Druck

verhalten muss.

Erscheinung 3.

§. 1106. Unter übrigens gleichen Umständen ist die Rei-

bung der Kraft proportional, durch welche der Körper gegen

die Oberfläche gedrückt wird und ist einem desto grössern Th-eile

dieses Druckes gleich, je grösser die Rauhigkeit der wechsel-

seitig einander streifenden Oberflächen ist

Zusatz 1.

§. 1107. Wird der Körper durch gar keine Kraft gegen die

Oberfläche, über welcher er fortgeht, gedrückt, so erleidet er

auch keine Reibung; diese wird aber desto grösser, je mehr

der Druck zunimmt.

40*
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Zusatz 2.

§. 1108. Ist demnach die Rauhigkeit dieselbe, so wird die

Reibung, welche die über den Oberflächen fortgehenden Körper

erleiden, einem gewissen bestimmten Theile des Druckes gleich

und ist dieser Theil bekannt, so wird die Grösse der Reibung

vollständig bestimmt.

Zusatz 3.

§.1109. (Fig. 145.) Wird demnach der Körper ABCD durch

eine Kraft =.P gegen die Oberfläche gedrückt und geht er über

derselben in der Richtung BF fort, so wird die Reibung ~öPy

wo d jenen erwähnten Theil bezeichnet und es wird der Körper

durch dieselbe nach der entgegengesetzten Richtung AE zurück-

gezogen.

Anmerkung 1.

§. 1110. Dieses ist ganz klar, wenn der Körper mit fort-

schreitender Bewegung über der Oberfläche einhergeht, in wel-

chem Falle die Reibung der Richtung der Bewegung entgegen-

gesetzt ist. Hat aber der Körper überdem eine gewisse dre-

hende Bewegung, so muss man darauf sehen, in welcher Rich-

tung die Basis die Oberfläche streift und dieser wird die Rich-

tung der Reibung entgegengesetzt sein. Da nun die Grösse

derselben aus dem Drucke sich ergibt, so wird man ihre Wir-

kung in Bezug auf die Störung der Bewegung des Körpers nach

den oben aufgestellten Principien bestimmen können. Da übri-

gens die Reibung allein aus dem Streifen des Körpers und der

Oberfläche an einander entspringt, so wird, wenn der Körper

sich dermaassen wälzend fortbewegt, dass gar kein Streifen exi-

stirt, welche Bewegung eine vollkommene Fortwälzung genannt

wird, auch keine Reibung stattfinden. Sobald aber die wälzende

Bewegung ein wenig geschwinder oder langsamer wird, als jene

Bedingung erfordert und so eine wenn auch sehr geringe An-

reibung sich einmischt, übt sogleich die vollständige Reibung

ÖP ihre Wirkung aus. Die hieraus entspringenden Erscheinun-

gen müssen daher einen grossen Sprung enthalten, da für eine

bestimmte Art der Bewegung alle Reibung plötzlich aufgehoben

wird, hingegen, wenn die Bewegung nur um ein weniges davon

abweicht, mit voller Wirkung vorhanden ist.

Anmerkung 2.

.§. 111J, Eine ausgezeichnete Abkürzung der Rechnung er-
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langen wir dadurch, dass die Reibung so einfach ausgedrückt

wird und nur von dem Drucke P nebst dem Bruche d, welchen

die Rauhigkeit bestimmt, abhängt Wäre sie nämlich überdem

so wohl von der Geschwindigkeit des Körpers, als auch von

seiner Grundfläche abhängig, so wurden wir leicht in unent-

wickelbare Rechnungen versinken. Wollen wir aber die Rech-
nung der Praxis anpassen, so wird die ganze Arbeit auf die Be-

stimmung des Werthes von 8 zurückgeführt und es genügt, den-

selben durch einen einzigen Versuch für die einzelnen Arten

von Körpern zu ermitteln. Für Körper von Holz zeigen aber

die Versuche, dass man dem Buchstaben ö einen Werth von

ungefähr y3 beilegen muss, wenn nämlich ihre Oberfläche mit-

telmässig behauen ist; ist sie aber ziemlich roh und rauh, so

ergibt sich ein grösserer Werth. Umgekehrt erfordern metalli-

sche gehörig polirte Körper für den Buchstaben 6 den Werth

%, also einen kleinern. Aus dem Folgenden wird sich aber

ergeben, auf welche Weise man in jedem Falle durch Versuche

den angemessenen Werth des Bruches ö leicht ermitteln kann.

Durch die Erfahrung haben wir aber gelernt, dass keine Ober-

fläche noch irgend ein Körper so vollkommen poiirt werden kann,

dass die Reibung gänzlich verschwinde; vielmehr findet man,

dass sie immer noch einem ziemlich bemerkbaren Theile des

Druckes gleich ist. Dasjenige, was wir oben in Betreff der

Bewegung der Körper über einer höchst polirten Ebene, so dass

keine Reibung entsteht, angeführt haben, findet in der Praxis

keinesweges statt

Aufgabe I.

§. 11V2. Ein auf einer beliebigen Oberfläche liegender Kör-

per befindet sich in Ruhe und wird zugleich durch beliebige

Kräfte angetrieben; man soll die Fälle unterscheiden, in wei-

chen er entweder zur Bewegung angetrieben wird oder in Ruhe
verharret.

Auflösung.

(Figur 145.) Alle Kräfte, durch weiche der Körper ABCD
angetrieben wird,, zerlege man in je zwei, von denen die eine

normal gegen die Oberfläche, die andere ihr parallel ist. Es

sei P die Summe aller auf die Oberfläche normalen Kräfte, als-

dann wird, in so fern als der Körper durch sie gegen die Ober-

fläche gedrückt wird, P der Druck und ÖP die Reibung sein,
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wenn der Körper sich bewegt. Was nun die andern Kräfte

anbetrifft, so betrachten wir hier nur den Fall, in welchem dem
Körper durch sie eine fortschreitende Bewegung beigebracht

werden würde , wenn keine Reibung vorhanden wäre; weil die

drehende Bewegung eine weitere, später zu unternehmende Ent-

Wickelung erfordert. Da nun der Körper keine andere Bewegung
als nach der Richtung der Oberfläche annehmen kann, so be-

trachte man die der letztem parallelen Kräfte als in Einem

Punkte angebracht und suche die ihnen gleichgeltende Kraft.

Es sei diese ~ V und es treibe dieselbe den Körper längs der

Richtung BF an; alsdann wird offenbar der Körper so lange in

Ruhe verharren, als V < 8P ist und er wird sich nur dann be-

wegen können, wenn die antreibende Kraft V grösser als ÖP
ist. Wir haben demnach für die antreibende Kraft Fdie Grenze

SP, ist sie kleiner als diese, so erfolgt keine Bewegung, ist sie

aber grösser, so wird dann erst eine Bewegung hervorgebracht.

Zusatz 1.

§. 1113. Da der Körper in Ruhe zu verharren fortfährt, so

lange F<,öP ist, so hat man anzunehmen, dass die Reibung
eine V gleiche und entgegengesetzte Kraft ausübe. Triebe sie

nämlich stärker an, so würde der Körper sich nach der entge-

gengesetzten Seite AE bewegen müssen, was absurd wäre, da

er nach der Seite BF hin angetrieben wird.

Zusatz 2.

§. 1114. Während demnach der Körper ruhet, übt die Rei-

bung eine nicht bestimmte Kraft aus, aber in jedem Falle eine

so grosse, als erfordert wird, um den Körper in Ruhe zu erhal-

ten, wenn es nicht einer grössern Kraft als ÖP bedarf. Wird

daher der Körper durch keine Kraft zur Bewegung angetrieben,

so übt auch die Reibung keine Kraft aus.

Zusatz 3.

§. 1115. So lange daher die Bewegung durch eine Kraft,

welche nicht grösser als ÖP ist, verhindert werden kann, ergibt

auch die Reibung eine Kraft, und zwar nach der Richtung,

welche zur Verhinderung der Bewegung erforderlich ist. Erfor-

dert aber die Erhaltung der Ruhe eine grössere Kraft, so wird

eine Bewegung erzeugt werden, weil die Reibung nicht so viel

leisten kann.
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Anmerkung 1.

§. 1116. Da wir oben gesagt haben, dass es bei der Ruhe
der Körper keine Reibung gibt, so ist diess nur von der wah-

ren Ruhe zu verstehen, in welcher der Körper verharren würde,

wenn auch keine Reibung da wäre. Sobald aber der Körper

durch Kräfte angetrieben wird, welche, wenn keine Reibung da

wäre, ihn in Bewegung setzen würden; so kämpft die Reibung

dieser Erzeugung der Bewegung entgegen, wenn auch der Kör-

per sich noch in Ruhe befindet. Es ist daher die Reibung im

Verhältniss zur Bewegung als zur Ruhe so zu erklären, dass sie,

während der Körper sich bewegt, beständig eine dP gleiche

Kraft in einer der Bewegung entgegengesetzten Richtung aus-

übt. Während aber der Körper ruhet, übt sie eine nicht durch

sich bestimmte, aber nur so grosse Kraft aus, als zur Verhin-

derung der Bewegung ausreicht, wenn es nicht etwa hierzu einer

grössern Kraft als ÖP bedarf. Alsdann widersteht sie nämlich

der Hervorbringung der Bewegung nur mit der Kraft dP, und

da diese die Bewegung nicht zu verhindern vermag, wird die

letztere wirklich erzeugt werden. Die Kraft ÖP ist nämlich die

grösste, womit die Reibung wirken kann, womit sie in der That

immer der Bewegung widersteht und womit sie auch, wenn es

nöthig ist, der Erzeugung der Bewegung entgegenkämpft. Reicht

aber eine kleinere Kraft hin, so übt sie auch nur eine kleinere

aus; oder so oft es, um die Erzeugung der Bewegung zu ver-

hindern, einer nicht grössern Kraft als ÖP bedarf, wird die Rei-

bung diese Kraft liefern. Diess ist aber nur in Betreff der fort-

schreitenden Bewegung, festzuhalten, wenn nämlich eine drehende

hinzukommt, vorzüglich wenn die Drehungsaxe gegen die Ober-

fläche geneigt ist; so ist diess eine Sache höherer Forschung

und weil in diesem Falle nicht alle Elemente der Grundfläche

sich nach derselben Richtung bewegen und die Oberfläche strei-

fen, muss man die Reibung der einzelnen Elemente in Betracht

ziehen , wesshalb auch die Figur und Grösse der Grundfläche

in die Rechnung eintritt. Auf diesen Umstand haben wir oben,

wo wir die Figur der Grundfläche bei der Bestimmung der Rei-

bung beseitigten, keine Rücksicht genommen.

Anmerkung 2.

§. 1117. Es ist freilich schwierig, die Ursache der Reibung,

wie wir sie hier mit der Erfahrung übereinstimmend aufgestellt
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haben, anzugeben, leicht ist es aber, die Ursachen, welche etwa

im Geiste aufstossen, zu widerlegen. Es ist nämlich klar, dass

weder aus einer gewissen Abschabung der Theilchen, noch aus

einer Niederdrückung der Fasern, während der Körper über der

Oberfläche einhergeht, die Reibung entspringen kann, weil als-

dann nothwendig die Grösse der Grundfläche in die Rechnung

eintreten würde. Dasjenige, was wir der Reibung, so weit

sie der Erzeugung der Bewegung widersteht, zuschreiben,

scheint auf folgende Weise nicht unpassend erklärt werden zu

können. (Fig. 146.) Während nämlich der Körper ABCD auf der

Oberfläche EF liegt, hat man sich die Berührung nicht längs

der Ebene AB, wie es die Sinne zeigen, zu denken, sondern

wegen der sehr kleinen Erhöhungen und Vertiefungen an bei-

den Seiten, längs der faltigen und gleichsam wellenförmigen

Oberfläche ababab, während in Folge des Druckes die Erhöhun-

gen des einen Körpers in die Vertiefungen des andern eindrin-

gen. Gibt man diess zu, so kann der Körper sich nicht bewe-

gen, ohne dass er zugleich ein wenig über die Oberfläche AB
gehoben wird, oder es muss der erste Eindruck der Bewegung
nicht längs der AB parallelen Richtung OV, sondern längs einer

gewissen geneigten Richtung OS erfolgen; die letztere wird

nämlich gleichsam dem grössten Abbange an jener faltigen Be-

rührungsstelle parallel sein. Dieser Abhang oder diese Schiefe

entspricht der Rauhigkeit beider Oberflächen an der Berührungs-

stelle so, dass für eine grössere oder kleinere Rauhigkeit der

Winkel VOS grösser oder kleiner gedacht werden muss. Man
setze daher VOS= £, und es werde der Körper gegen die Ober-

fläche durch die Kraft OP=P gedrückt, alsdann wollen wir

sehen, einer wie grossen längs der Richtung,OV wirkenden

Kraft es bedarf, damit der Körper sich aus seiner Lage zu be-

wegen vermag. Es sei demnach die Kraft O V=: V wirksam,

in Folge welcher der Körper nach der Richtung OS durch eine

Kraft =Fcosf angetrieben werden wird; die Kraft des Druckes

OP=.P widersteht aber dieser Wirkung mit einer Kraft= Psin£.

Wenn daher nicht

Fcos£>Psin£ oder F>Ptg£

ist, wird der Körper nicht aus der Ruhe gebracht werden ; oder

so lange als die antreibende Kraft

V<PtgS
ist, wird der Körper in Ruhe verharren. Diess stimmt vortreff-
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lieh mit dem Obigen übereil), indem wir statt jenes Bruches

ö hier die Tangente eines gewissen Winkels £ haben.

Ich muss aber gestehen, dass ich hieraus nicht ersehe,

warum während der Bewegung des Körpers die dieser entgegen-

gesetzte Kraft der Reibung auch JPtg£ gleich sein muss. Da
nämlich die Grundfläche des Körpers sich wechselweise aus

jenen Vertiefungen entfernt und in sie eindringt, so sieht man
nicht deutlich ein, einen wie grossen Verlust die Bewegung
hierdurch erleiden wird. Weil jedoch die aufgestellte Hypo-

these hierdurch nicht umgestürzt wird, wollen wir bei ihr ver-

harren und die hier angegebene Ursache als von der Wahrheit

nicht abweichend ansehen.
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Kapitelll.

Von der durch die Reibung gehinderten fortschreitenden

Bewegung schwerer Körper.

Aufgabe 2.

§. 1118. Ein schwerer Körper geht über einer horizontalen

Ebene mit fortschreitender Bewegung fort; man soll die, ans der

Reibung entspringende Verzögerung der letztern bestimmen.

Auflösung.

(Figur 147.) Es sei M die Masse oder das Gewicht des

Körpers, welcher die horizontale Ebene EF mit seiner Grund-

fläche AB berührt, und zwar muss die letztere gleichfalls hori-

zontal sein. Man betrachte des Körpers Mittelpunkt der Träg-

heit O, in welchem man sich sein Gewicht M vereinigt denkt,

so dass der Körper abwärts durch die Kraft OP^=M angetrie-

ben wird, und da diese auf die Ebene EF normal ist, so wird

der Körper gegen die letztere durch eine eben so grosse Kraft

gedrückt. Hierbei bemerke ich zuerst, dass die fortschreitende

Bewegung nur stattfinden kann, wenn die gerade Linie OP in-

nerhalb der Grundfläche ^4Z?des Körpers fällt. Aber diess reicht

noch nicht hin. Da nämlich der Körper, wenn er nach der Rich-

tung BF fortschreitet, in Folge der Reibung nach der entgegen-

gesetzten Richtung BE durch eine Kraft = ÖM zurückgezogen

wird, wo I : d das 'Verhältniss des Druckes zur Reibung be-

zeichnet; so hat diese Kraft das Bestreben, dem Körper um eine

horizontale und durch O gehende Äxe eine drehende Bewe-
gung beizubringen, deren Moment — dM .OP ist. Wenn der

Körper dieser Kraft Folge leistete, würde im ersten Augenblick
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der Punkt A der Grundfläche sich zu erheben anfangen, so dass

der ganze Körper sich auf den Endpunkt ß der Grundfläche

stützte und es würde hierdurch auch der Druck übertragen wer-

den. In diesem zur Drehung geneigten Zustande, hat man an-

zunehmen, wird der Körper in B aufwärts gedrängt durch die

Kraft BM~M, woraus das der Drehung widerstehende Moment
=M.BP entspringt; ist diess nicht grösser als jenes dM.OP,
so wird der Körper in Wirklichkeit sich zu drehen anfangen.

Da wir nun hier nur die fortschreitende Bewegung betrachten

wollen, so ist ausserdem die Bedingung erforderlich, dass

BPyö.üP
sei, welche wir daher als stattfindend annehmen. Es sei dem-

nach im Anfange die Geschwindigkeit des Körpers nach der

Richtung EF—c gewesen, er habe nach Verlauf der Zeit t den

Weg ~s zurückgelegt und besitze alsdann die Geschwindigkeit

= v. Weil nun die Kraft öM der Bewegung entgegengesetzt

ist, haben wir
dv __ öM_
2gdt-~~ M ~~~ d >

also v=:c—2gdt.

Weil ferner ds~ vdt ist, wird

s~ct— dgt2.

Die Bewegung wird aber nur so lange dauern, bis der Kör-

per zur Kühe gebracht ist, zu welcher Zeit die Reibung öM
plötzlich aufhört; der Körper wird demnach zur Ruhe gelangen

nach Verlauf der Zeit

und nach Durchlaufung des Weges

4ög
'

Zusatz 1.

§. 1119. Damit ein schwerer Körper also über einer hori-

zontalen Ebene mit fortschreitender Bewegung einhergehen könne,

muss das aus dem Mittelpunkte der Trägheit O auf die Ebene
gefällte Perpendikel OP nicht nur innerhalb der Grundfläche

AB fallen, sondern auch von dem vordem Ende B der letztem

so weit entfernt sein, dass

BP>Ö.OP
werde.
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Zusatz 2.

§. 1120. Zieht man daher aus dem Mittelpunkte der Träg-

heit O ausser dem Perpendikel OP nach dem vordem Ende B
der Grundfläche die gerade Linie OB, so muss der Winkel

BOP> arc. tgö

sein. Isl desshalh ö= 1
/3 , so muss BOP^» 18° 26' sein. Wäre

er kleiner j so würde der Körper beim Fortschreiten zugleich

fortgewälzt werden.

Zusatz 3.

§. 1121. Wenn aber der Körper mit einer reinen fortschreiten-

den Bewegung vorwärts geht, so wird seine Bewegung eine gleich-

förmig verzögerte und derjenigen ähnlich sein, mit welcher ein

mit der Geschwindigkeit c aufwärts geworfener Körper aufstei-

gen würde, indem eine Kraft, welche sich zu seiner Masse wie

6 : 1 verhält, ihn abwärts antriebe; nur mit dem Unterschiede,

dass hier der zur Ruhe gebrachte Körper beständig in dersel-

ben verharren wird.

Anmerkung 1.

§. 1122. Damit einem solchen ruhenden Körper Bewegung
beigebracht werde, muss er nach der horizontalen Richtung

durch eine Kraft angetrieben werden, welche grösser als 8.M
ist. So lange eine kleinere Kraft ihn antreibt, wird er in Ruhe
verharren , wenn er nicht etwa zur Fortwälzung angeregt wird

und wann diess eintreten muss, wollen wir genauer untersu-

chen. Es werde demnach zuerst der Körper nach der durch sei-

nen Mittelpunkt der Trägheit O gehenden horizontalen Richtung

durch eine Kraft OS~S angetrieben, so dass

S < ÖM
sei; alsdann wird die Reibung mit einer gleichen Kraft $ längs

BA entgegenwirken. Die Beurtheilung, ob er um das Ende B
sich fortwälzen wird, erlangt man aus dem Momente der Rei-

hung S.OP und dem Momente des nach B übertragenen Druckes

M, welches z=M.BP ist. Wenn daher

SOPyM.BP
ist, so wird der Körper fortgewälzt werden, ist aber

S.OP<M. BP,
so wird er in Ruhe bleiben, indem nämlich die im Mittelpunkte

der Trägheit O angebrachte antreibende Kraft OS= S nichts

hierzu beiträgt. Es sei nun S unterhalb des Mittelpunktes der

Trägheit in R angebracht; weil hieraus das der Fortwälzung
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entgegengesetzte Moment z=S.OR entspringt, so muss, damit

der Körper nicht fortgewälzt werde,

S.OR + M.BP>>S.OP oder S.PR<31.BP
sein. Hieraus ergibt sich zugleich, dass, im Fall die horizon-

tale Kraft S höher in r angebracht ist, der Körper der Fortwäl-

zung nicht unterworfen sein wird, wenn
S.Pr^M.BP

ist, wobei wir S<^831 angenommen haben. Dasselbe wird noch

deutlicher, wenn wir den Punkt B als feste Axe und den Kör-

per als um sie beweglich betrachten. Alsdann ist nämlich das

Moment der Kraft rv=S im Sinne DC=S.Pr. es entspringt

aber aus dem in O vereinigten Gewichte des Körpers 31 das

Moment im entgegengesetzten Sinne = 31.BP; es wird daher

der Körper fortgewälzt werden, wenn

S.Pr>31.BP
und ruhen, wenn S.Pr < 31.BP.

Anmerkung 2.

§. 1123. Ist aber die Kraft rv=S grösser als 631, so wird

dem Körper eine fortschreitende Bewegung eingeflösst durch

den Ueberschuss S — öM, weil jetzt die Reibung nur mit der

Kraft —831 längs der Richtung BE entgegenwirkt. Ob aber

der Körper zugleich eine drehende Bewegung annehmen wird,

oder nicht, wird man auf folgende Weise erkennen. Indem ich

nämlich die fortschreitende Bewegung zur Seite lasse, nehme
ich an, dass dem Körper keine andere drehende Bewegung bei-

gebracht werden könne, als um eine horizontale, durch den Mit-

telpunkt der Trägheit O gehende und auf die Richtung der Be-

wegung OS normale Axe. Um diese Bewewegung zu erforschen,

wird, da der Punkt B der Grundfläche immer in der horizonta-

len Ebene bleibt, sobald der Punkt A sich zu erheben anfängt,

der ganze Druck im Punkte B ausgeübt werden, so, dass man
alsdann in demselben Punkte die aufwärts treibende Kraft BM
z=:M hat. Nun erhält man aus den Kräften rv= S, BEzzzdM,

OP=M und B31—31 das die Umwälzung hervorbringende

Moment = S.Or+dM.PO - M.BP;
damit daher der Körper allein mit fortschreitender Bewegung
fortgeführt werde, ist die Bedingung erforderlich, dass

S.Or+ d3J.PO<,M.BP
sei, wobei nach der Voraussetzung SydM ist. Ist die horizon-

tale Kraft S unterhalb des Mittelpunktes der Trägheit in R an-
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gebracht, so wird der Körper der Umwälzung nicht unterworfen

sein, wenn
§M.PO<M.BP+S.OR oder S.OR + M.BPy ÖM.PO

ist. Hieraus ersehen wir deutlich, wieviel sowohl die Ausdeh-

nung der Grundfläche oder der Abstand des aus dem Mittel-

punkte der Trägheit gefällten Perpendikels OP von ihren End-

punkten, als auch die Hohe des Mittelpunktes der Trägheit über

der horizontalen Ebene und ferner die Höhe, in welcher die

horizontale Kraft angebracht ist und die Reibung selbst dazu

beitragen, dass keine Fortwälzung zu befürchten sei.

Aufgabe 3.

§. 1124. (Fig. 148.) Wenn der schwere Körper ABCD
auf der geneigten Ebene EF liegt, soll man die Bedingungen

bestimmen, unter denen er in Folge der Reibung in Ruhe blei-

ben wird.

Auflösung.

Es sei der Winkel, welchen die geneigte Ebene EF mit

dem Horizonte GF bildet oder GFE^t;, die Masse des auflie-

genden Körpers z=zM
9 der Mittelpunkt der Trägheit befinde sich

in O und es liege der Körper mit der Grundfläche AB auf der

geneigten Ebene. Man ziehe die vertikale gerade Linie OQR>
längs weicher der Körper als in Folge der Schwere durch die

Kraft ==M angetrieben gedacht werden imiss und man zerlege

die letztere nach den Richtungen OP und OC, jene auf die

Ebene EF normal, diese ihr parallel; alsdannn wird, weil POQ
= GFE=rist,

OP=Mcos£ und OC—Msm&
Durch jene Kraft OP wird der Körper gegen die Ebene EF

gedrückt, wesshalb, wenn ersieh bewegte, die Reibung —dMcosg
sein würde; durch diese Kraft OC wird aber der Körper zur

Bewegung längs der Richtung EF der geneigten Ebene ange-

trieben. Der Körper wird daher nur dann eine fortschreitende

Bewegung erlangen, wenn
Ms\n£>8Mcos£

ist und damit er in Ruhe bleibe, muss

Msmt^dMcosi oder tg£<ä
sein. Die erste zur Erhaltung der Ruhe erforderliche Bedin-

gung ist demnach, dass

tgF=tg£<<5
sei, wo der Bruch ö die Reibung bestimmt. Ferner ist aber
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offenbar erforderlich, dass die vertikale gerade Linie OQ inner-

halb der Grundfläche AB liege. Damit nämlich der Körper

nicht um das Ende B fortgewälzt werde, muss das Moment der

Kraft OQzzzMin Bezug auf den Punkt B9 welches =zM.BQcos%
ist, positiv, also BQ- positiv sein oder der Punkt Q innerhalb

der Grundfläche AB liegen. Diess kann auch folgendermaassen

mittelst der, um den Punkt O zu erzeugenden, drehenden Be-

wegung gezeigt werden. Denken wir uns nämlich , dass der

Körper schon eine solche drehende Bewegung anfange, und

während der Punkt A sich erhebt, der ganze Druck M cos £ nach

B übertragen werde. Der Körper wird daher nun in B ange-

trieben, erstens durch die Kraft BM=Mcos£ } in Folge der

Reibung aber zweitens durch die Kraft BA= ßl sinf, und es

wird hiernach das die drehende Bewegung erzeugende Moment
=:Msm i.OP—M cos £.BP

sein. Damit nun aber eine solche Bewegung nicht entstehe, muss
PB. cost> OPsinf oder BP> OPtg£,

oder weil OPtg£~PQ ist,

BPyPQ, d. h. BQ positiv

sein. Damit also der auf der geneigten Ebene EF liegende

Körper ABCD in Ruhe bleibe, ist erstens erforderlich, dass die

Tertikaie OQ innerhalb der Grundfläche AB falle und zweitens,

dass die Tangente des Neigungswinkels F kleiner als ö sei.

Zusatz 1.

§. 1125. Hieraus erlangen wir daher eine sehr leichte Weise,

die Reibung oder den Bruch d zu erforschen. Man erhebe näm-

lich die Ebene EF so weit, dass der Körper auf ihr herabzu*

steigen anfängt; alsdann wird die Tangente des grössten Win-

keis Fs bei welchem der Körper noch in Ruhe verharret, den

Werth des Bruches 6 ergeben.

Zusatz 2.

§. 1126. Ist d=y3 , so wird der Körper so lange in Ruhe
verharren, als der Erhebungswinkel GFE nicht grösser als 18° 26'

wird. Ist aber J=y4 , so muss dieser Winkel kleiner als 14°2'

sein, und es wird demnach durch diesen Winkel umgekehrt der

Werth von S bekannt.

Zusatz 3.

§. 1127. Damit aber der Körper auf der geneigten Ebene
in Ruhe bleibe, genügt es nicht, dass tg GFE kleiner als d ist,
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sondern es muss auch die Grundfläche des Körpers so ausge-

dehnt sein, dass
BP^OPtgGFE

oder der Winkel BOP grösser als GFE werde.

Anmerkung.

§. 1128. In der Figur wird ein vertikaler Schnitt des Kör-

pers dargestellt, welcher durch seinen Mittelpunkt der Trägheit

ö gelegt und zugleich auf die geneigte Ebene normal ist; in

demselben ist daher die gerade Linie OP aufjene Ebene per-

pendikulär und es wird OC die Richtung der fortschreitenden

Bewegung, welchen die Schwere dem Körper einzuflössen strebt.

Es ergibt sich aber aus dem Gesagten, dass die fortschreitende

Bewegung gehemmt wird, wenn tgF<s,d ist. Um nun die Be-

urtheilung, ob der Körper eine drehende Bewegung annehmen

werde, durchzuführen, genügt es nicht, den Durchschnitt ABCD
und seine Basis AB allein zu betrachten; da es möglich ist,

dass in diesem Durchschnitt der Körper nirgends auf der Ebene

liegt, sondern die Berührung nur in den Endpunkten des Kör-

pers stattfindet. Alsdann muss man daher die "ganze Berührung

betrachten und untersuchen, auf welche Weise und um welche

Linie eine Umwälzung entstehen kann, was allerdings nach der

Figur der Grundfläche beurtheilt werden muss. Wenn man dem-

nach so unregelmässige Körper anwendet, dass dieses Urtheil

zu schwierig ausfällt, so ist es angemessen, die Erfahrung zu

Rathe zu ziehen, ob der Körper zur Fortwälzung geneigt sei.

Der frühere Schluss in Betreff des Winkels F bleibt aber ste-

hen, und hängt keinesweges von dieser Unregelmässigkeit ab.

Aufgabe 4.

§. 1129. Wenn die Erhebung der geneigten Ebene zu gross

ist, als dass der schwere auf ihr liegende Körper ABCD in

Ruhe bleiben kann, so soll man die Bedingungen bestimmen,

unter welchen er allein mit fortschreitender Bewegung über der

geneigten Ebene EF herabsteigen wird.

Auflösung.

(Figur 148.) Es sei wie vorhin die Masse oder das Gewicht

des Körpers x=M 9 sein Mittelpunkt der Trägheit befinde sich

in O und es sei d der Reibungsexponent. Setzt man den Er-

hebungswinkel GFE=£, so wird nach der Voraussetzung

tg£>d\
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Aus der Kraft der Schwere OQR — M scbliessen wir nun auf

einen Druck gegen die geneigte Ebene =Mcos£=~0P, und auf

eine zum Herabsteigen antreibende Kraft= M sin £=r OC Da nun

dieser die Reibung mit der Kraft =#7P!cosf entgegenwirkt, so

wird der Körper in Wirklichkeit zum Herabsteigen angetrieben

werden durch den Unterschied beider Kräfte

illsin £— (LWcos f= 711 (sin £- <5cos£),

wodurch eine fortschreitende Bewegung hervorgebracht wird,

wenn nur ausserdem keine drehende Bewegung im Korper ent-

steht. Wir wollen demnach sehen, unter welchen Bedingungen

im Körper eine drehende Bewegung um eine horizontale , auf

die Ebene COP normale und durch den Mittelpunkt der Träg-

heit O gezogene Axe erzeugt werden kann. Sobald der Körper

eine solche Bewegung beginnt, wird sogleich der ganze Druck

Mcos£ nach B übertragen, so dass jetzt der Körper durch die

Kraft BM=Mcos£ und wegen der Reibung durch die Kraft

BA= dM cos £ angetrieben wird, woraus das, die Drehung im

Sinne BADC erzeugende, Moment sich

= <L¥cosf. ÖP—Mcosg.BP
ergibt. Damit also der Körper der Fortwälzung nicht unterwor-

fen sei, muss diese Grösse negativ, mithin

BP>d.OP oder i%BOP>d
sein.

Zusatz 1.

§. 1130. Weil die gefundene Bedingung, dass tg BOP^> d

sei, nicht von der Neigung der Ebene EF abhängig ist, so

wird, wenn der Körper bei einer kleinern Neigung der Fortwäl-

zung nicht unterworfen ist, auch bei einer grössern Neigung

keine Fortwälzung zu befürchten sein.

Zusatz 2.

§. 1131« Ist demnach dzzz 1
/^, so wird, wenn nur

#OP>18°2G'
ist, der Körper keine wälzende Bewegung annehmen, sondern

entweder auf der geneigten Ebene ruhen, oder allein mit fort-

schreitender Bewegung herabsteigen.

Anmerkung.

§. 1132. Bei dieser Beurtheilung hat man aber für den

Punkt B nicht den Endpunkt in dem, durch den Mittelpunkt der

Trägheit O gelegten, Schnitte ABCD anzunehmen, sondern sich

41
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in der ganzen Grundfläche, in welcher die Berührung geschieht,

eine Linie durch die am weitesten von P entfernten Endpunkte

gezogen zu denken und hierauf den Abstand desselben von P
als den Zwischenraum PB anzunehmen.

Aufgabe 5.

§. 1133. Ein Körper ist so beschaffen, dass keine Fortwäl-

zung zu befürchten steht; man soll seine niedersteigende Bewe-

gung über der geneigten Ebene EF bestimmen.

Auflösung.

Es werde die Masse des Körpers oder, was dasselbe ist,

sein Gewicht =M und die Erhöhung der Ebene über den Ho-

rizont ober der Winkel GFE— £ gesetzt, so dass tg£><5 ist,

weil sonst der Körper in Ruhe verharren würde. Es habe nun

der Körper in der Zeit = t auf der geneigten Ebene den Weg
— s zurückgelegt, wobei die Bewegung von der Ruhe ab be-

gonnen hat; weil nun die beschleunigende Kraft = JJVinf, welche

aus der Schwere entspringt, die verzögernde und aus der Rei-

bung hervorgehende Kraft aber = &flfco.s£ ist, so erlangen wir

hieraus die Gleichung

dds Ms'm£—dMcost . . .

2pP
=

~~~M
= sm£-*cosJ;

und hieraus durch Integration

dsj
t
= %gt (sin S— S cos f).

Der letzte Werth drückt die in dieser Zeit t erlangte Ge-
schwindigkeit aus, und es wird der inzwischen zurückgelegte

Weg s=gt2 (&iog—^eosf).

Zusatz 1.

§. 1134. Die Reibung verhindert daher den Körper nicht,

auf der geneigten Ebene mit gleichförmig beschleunigter Bewe-
gung herabzusteigen, da die Geschwindigkeiten im Verhältniss

der Zeiten wachsen. Sie nehmen aber in einem viel kleinern

Verhältniss zu, indem, wenn die Reibung aufgehoben wäre,

s =:gt2 sin £

sein würde.

Znsatz 2.

§. 1135. Beobachtet man die Zeit t 9 in welcher ein gege-
bener Weg s zurückgelegt wird, und hat man zugleich die Er-
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höhung der Ebene oder den Winkel g bestimmt, so kann man
daraus auf den Reibungsexponenten ö schliessen, indem

sein wird.

Anmerkung.

§. 1136. Auf diese Weise wird man erforschen können, ob

sich für die Ruhe derselbe Werth des Exponenten ö ergibt, als

für die Bewegung, und zwar wenn die letztere geschwinder oder

langsamer ist. Derartige Versuche sind aber bedenklich, well

ein geringer in der Beobachtung der Zeit t begangener Fehler

eine grosse Störung hervorbringt. Ferner muss man aber auch

auf den Widerstand der Luft Rücksicht nehmen, weil dieser be-

sonders bei den geschwindern Bewegungen ein ausgezeichnetes

Moment hervorbringen kann. Man wird daher nur, nachdem
man sehr viele Versuche mit der höchsten Sorgfalt angestellt

hat, auf etwas Sicheres in dieser Sache schliessen können. Da-

mit aber der Widerstand der Luft keine Verzögerung bewirke,

ist es angemessen, die Ebene nicht viel über den Zustand der

Ruhe zu erheben, weil bei den langsamen Bewegungen ihre

Wirkung sehr gering ist. Man mache aber alsdann den Körper

so schwer als möglich, indem man ein Stück Blei innerhalb sei-

nes Umfanges einschliesst, jedoch so, dass die Grundfläche aus

derjenigen Materie bestehe, deren Reibung man erforschen will.

Beispiel.

§. 1137. Gesetzt, die Länge der Tafel EF betrage 6 Fuss und

es werde die Zeit t beobachtet, in welcher der Körper beim

Niedersteigen diese ganze Länge zurücklegt; alsdann wollen wir

sehen , ein wie grosser Unterschied in der Zeit t sich ergeben

müss, wenn die Reibung ö sich um ein weniges ändert. Da
nun #— 15 5

/8 Fuss ist, so wird die Zeit des Niedersteigens

4/ 48
*~"\ 125(sinf--dcosf)'

Setzen wir nun £—

y

3 und, weil tgZy V3 sein muss, £=20°,

so finden wir die Zeit des Niedersteigens £=3",652, oder sehr

nahe £=:32/3 Secunden.

Es sei nun d um ein Geringes grösser, nämlich ö^z^^j^,

9
wobei f=20° bleibt, alsdann ergibt sich die Zeit ^= 4

//
,45 = 4gr.

41*
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Secunden. Wäre ß= x
/3
— TT^und unverändert 5=20°, so würde

die Zeit tf= 3,171= 3y6 Secunden werden.

Der hundertste Theil der Einheit im Werthe von 8 erzeugt

daher einen Zeitunterschied von 4
/5 Secunden in jenem und nur

y2 Secunde in diesem Falle, wesshalb man bei der Beobachtung

der Zeit sehr aufmerksam sein muss. Gibt man der Ebene eine

geringere Erhebung, so dass eine viel langsamere Bewegung

entsteht ; so ist es zweifelhaft, ob wir den Beobachtungen gros-

ses Vertrauen schenken können. Die geringste Ungleichheit in

der Oberfläche wird nämlich das Niedersteigen sehr zu stören

vermögen, so dass, wenn man denselben Versuch einige Male

wiederholt, die Erscheinungen sehr von einander abweichen kön-

nen. Wegen dieser Ursache werden wir, wenn ich auch hier die

Rechnung auf die hinsichtlich der Reibung aufgestellte Voraus-

setzung gründe, doch eine keinesweges vollständige Ueberein-

stimmung erwarten können, im Fall wir die daraus abgeleiteten

Schlüsse mit der Erfahrung vergleichen.



Kap. III. Von der durch die Reibung verzögerten etc. 645

Kapitel III.

Von der durch die Reibung verzögerten drehenden Bewegung

schwerer Körper um eine feste Axe.

Aufgabe 6.

§. 1138. Man soll bewirken, dass ein Körper sich um eine

feste und durch seinen Mittelpunkt der Trägheit gehende Axe
drehen könne.

Auflösung.

(Figur 149.) Soll der Körper sich um die Axe GG drehen,

so muss er an beiden Seiten mit cylindrischen Zapfen CEFD
versehen sein, durch deren Mitte die Axe GG geht, so dass

diese zugleich die Axe beider Cylinder ist. Ich nehme hier nun

ferner an, dass die Axe GG durch des Körpers Mittelpunkt der

Trägheit I gehe, obgleich dieselbe Struktur beobachtet werden

muss, wenn die gerade Linie nicht durch den Schwerpunkt des

Körpers gehen soll. Dass während der Dauer der Bewegung

diese gerade Linie GG fest bleibe, kann auf mehrfache Weise

erreicht werden. Erstens können die cylindrischen Zapfen in

feste Ringe von derselben Weite eingefügt werden, innerhalb

welcher sie sich frei, wenigstens mit Ausnahme der Reibung,

umzudrehen vermögen. Wenn aber die Weite der Ringe die

der Cylinder CEFD nicht übertrifft, so ist zu befürchten, dass

in Folge der zu engen Einfügung ein grosser Widerstand ent-

stehe und wenn jene cylindrischen Zapfen nur ein wenig an-

schwellen , die ganze^ Bewegung gehemmt werde.

(Figur 150.) Zweitens können die cylindrischen Zapfen auf

beiden Seiten in den Kanal MLN', welcher quadratförmig aus-

gehöhlt ist, gelegt werden, so dass die Berührung nur in den
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drei Punkten 22, H und F geschieht; während nämlich der Kor-

per sich innerhalb dieser Höhlungen herumdreht, bleibt die Axe
GG unbewegt. Damit aber die Bewegung nicht zu sehr gehin-

dert werde, ist es nicht nöthig, dass beide vertikale Wände M
und N den Cylinder berühren, sondern sie können um einen

grössern Zwischenraum von einander abstehen. Sobald nämlich

der Körper sich dreht, werden die cylindrischen Zapfen sich an

eine der beiden Wände anlegen und es ist eben so, als ob die

andere fehlte; diese wird daher nur hinzugefügt, damit der Kör-

per, wenn er sich etwa im entgegengesetzten Sinne drehen

sollte, sich auf gleiche Weise an sie anlegen könne.

(Figur 151.) Drittens können die cylindrischen Zapfen auch

auf beiden Seiten in die Höhlung MLN', welche aus den zwei

geneigten Ebenen ML und NL gebildet ist, gelegt werden. Auf
diese Weise wird die Berührung beständig in den zwTei Punk-

ten E und F erfolgen und die Axe GG in Ruhe bleiben, wenn
nur die Neigung jener Ebenen so gross ist, dass die cylindri-

schen Zapfen sich nicht über sie erheben, weiche Bedingung

wir später untersuchen werden.

(Figur 152.) Viertens kann man auch beide cylindrische

Zapfen in Gabeln legen, welche in der cylindrischen Form MLN
ausgehöhlt sind, in denen der Körper während der Ruhe so liegt,

dass die Berührung im untersten Punkte H erfolgt* Dreht er

sich aber, so wird die Berührung in einem andern höher gele-

genen Punkte erfolgen, und da dieser, wie wir zeigen werden,

immer derselbe bleibt; so wird die Axe GG, so lange die drehende

Bewegung in demselben Sinne dauert, unbewegt bleiben. Es ge-

nügt hier, dass der Radius des Kreises MLN grösser sei, als

der Radius der cylindrischen Zapfen, es muss aber dieser Höh-

lung eine so grosse Tiefe beigelegt werden, dass man ein Ueber-

steigen des Körpers über die Grenzen 31 und N nicht zu be-

fürchten habe.

Zusatz 1.

§. 1139. Während der Körper auf diese Weise beiderseits

in solchen Höhlungen liegt, drückt er gegen sie vermöge seines

Gewichts, und befindet sich der Mittelpunkt der Trägheit 1 in

der Mitte, so wird auf beiden Seiten ein gleicher Druck ausge-

übt. Befindet er sich aber nicht in der Mitte, so ist der Druck

dein Abstände umgekehrt proportional, die Summe aber dem

ganzen Gewichte gleich.
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Zusatz 2.

§. 1140. Dreht sich der Körper aber, so hängt der Druck

nicht mehr allein von seinem Gewichte ab, sondern wird sich

in Folge der Reibung ändern und muss daher nach dem Ver-

hältniss der letztern bestimmt werden, woraus auch im letztem

Falle der Berührungspunkt hergeleitet werden muss.

Anmerkung.

§. 1141. Der Druck und daher auch die Reibung wird sehr

durch Kräfte gestört, welche den Körper, während er sich dreht,

ausser der Schwere antreiben. Um nun diesen Gegenstand deut-

lich zu behandeln, wollen wir zuerst von solchen Kräften ab'

strahiren und den Körper nur als einen schweren ansehen, wei-

chem im Anfange eine drehende Bewegung beigebracht worden

ist; wir wollen alsdann untersuchen, wie stark die letztere in

Folge der Reibung verzögert werden muss. Ferner wollen wir

aber auch annehmen, dass die Drehungsaxe GG durch des Kör-

pers Mittelpunkt der Trägheit / gehe und dass beide Zapfen

gleich weit von ihm entfernt seien, so dass der Körper eine

auf beiden Seiten ähnliche Gestalt hat. Damit ferner nicht schiefe

Kräfte die Rechnung stören, setzen wir fest, dass die gerade

Linie GG zugleich eine Hauptaxe des Körpers sein soll. Es
erscheint nämlich keinesweges rathsam, indem wir dem Körper

eine zu unregelmässige Form beilegen, unsere Untersuchungen

durch schwierige Rechnungen zu verwickeln, da die bis jetzt

aufgestellten Principien auch für die Entwicklung dieser Fälle

ausreichen, wenn Jemand diese Arbeit unternehmen will. Der

in der Figur 150. dargestellte Fall ist in der Figur 151. enthal-

ten, wenn die eine Ebene vertikal und die andere horizontal

wird; ferner werden wir sehen, dass auch der Fall der Fig. 152.

nach jenen beurtheilt werden kann.

Aufgabe 7.

§. 1142. (Figur 153.) Die cylindrischen Zapfen des in der

Figur 149. dargestellten Körpers werden auf beiden Seiten zwi-

schen zwei beliebig geneigten Ebenen ML und NL unterstützt

und es wird der Körper zur Drehung mit einer beliebigen Ge-

schwindigkeit angetrieben; man soll die Reibung und ihre Wir-

kung auf die Verzögerung der Bewegung des Körpers bestimmen.

Auflösung.

Weil wir den Mittelpunkt der Trägheit / in der Mitte der
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Axe GG liegend annehmen, so wird in Bezug auf die eylindri-

sehen Zapfen auf beiden Seiten alles gleich sein» Es sei daher

für den einen Zapfen der Radius der kreisförmigen Grundfläche

GE=GF=f, und es seien E und F die Berührungspunkte.

Zieht man nun die Vertikale GH 9 so setze man die Winkel

EGH—l und FGH— i], durch welche die Lage der Ebenen

ML und NL bestimmt wird ; ferner drehe sich der Körper nach

Verlauf der Zeit t im Sinne EF mit der Winkelgeschwindigkeit

zz:Sl, welche im Anfange =e gewesen sei. Weil nun auf die-

ser Seite der Körper in den Punkten E und F unterstützt wird,

so seien E und F die Kräfte, mit welchen der Körper gegen

die Ebenen drückt und durch welche er umgekehrt, längs der

auf die letztern normalen Richtungen EG und FG angetrieben

wird. Die Reibung wird ferner in den Punkten E und F, wo
die Berührung stattfindet, so ausgeübt, dass der Körper in E
längs EM durch eine Kraft =öE , und in F längs FL durch

eine Kraft ~dF angetrieben wird und man wird demnach auf

dieser Seite die vier Kräfte haben:

EG^E, FM=zdE, FG=F und FL=zdF,
und eben so viele gleiche auf der andern Seite. Man setze da-

her die Masse oder, was dasselbe ist, das Gewicht des Körpers

=zM und weil nun jede fortschreitende Bewegung ausgeschlos-

sen wird,, so müssen diese am Mittelpunkte der Trägheit ange-

brachten Kräfte sich gegenseitig aufheben. Man schliesst aber

aus diesen vier Kräften auf die vertikale aufwärts gerichtete Kraft

Ecos£ + Fcostj + 6\Esin f

—

dFsmrj

und die horizontale nach der rechten Seite gerichtete

Es'mt;— Fsrnr}— dEcost;—>dFcos?];

die letztere muss verschwinden, die erstere dem halben Gewichte

des Körpers gleich sein. Hieraus erhalten wir die Gleichungen

:

JE sin f—- Fsm7]=zd(Ecos£ -{- Fcosrj)

und (l + 62)(Ecosf-|-Fcos^)= y2 M; '

also _ , , _, M
E cos £+ Fcos rj=

2(i~-fPj

und
'

. & _ . Md
Esm £~ Fsin rj =

9(1-^2)
•

Aus diesen Gleichungen leiten wir ab:

F M (sin ??+$ cos?])
A

M (sin g— dcosg)
A
-'2(l+^)sin(f+^)

Und *- 2(1+ 6«) sin (f+^)
'

und weil die Kräfte E und F nicht negativ sein können, so hat

man hier sogleich zu bemerken, dass
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sin£>dcos£ oder tg£><5

sein muss. Nun stelle man die aus der Reibung entspringenden

Momente dar, welche sein werden

*/r. jw Mhf{$\xi$\zm'Y\-- tfeosg + o'cos??)
%8(E+F)f=

^IT+özfslntt+vl
'

der doppelte Werth des letzten Ausdrucks wirkt der Bewegung
entgegen. Wenn daher das Moment der Trägheit des Körpers

in Bezug auf die Äxe GG— Ma2 ist, so erhalten wir die Glei-

chung dSl __ 6Y[sin £-J-sin?7— <5cos£-f ö"cos^]

%fit
~

(I+äa)rc2 sin(M-i7)
(5 ' } J

und wenn man integrirt,

2^/>/f[sin f -f sin?/— #cosf + tfcos tj]

Zusatz J

.

§. 1143. Je kleiner demnach / ist oder je dünner die cylin-

drischen Zapfen sind, desto geringer ist die Wirkung der Rei-

bung. Man darf aber diese Zapfen nicht nach Belieben ver-

kleinern, weil sie stark genug sein müssen, um die Last zu

tragen, und es muss die Grösse f fast im halben Verhaitniss

des Gewichts M stehen.

Zusatz 2.

§. 1144. Ist £=90° 'und ^= 0, wie in Figur 150., so ist

das Moment der Reibung

~"
l+ <5

2
'

Ist aber ^= f, oder haben die Ebenen ML und NL gleiche

Neigung gegen den Horizont, so wird das Moment der Reibung
2MS/*sing _ Möf

~
(l-|-<5

2)sin2£~ (l-H2)cosf
'

wobei tg£>d sein muss.

Zusatz 3.

§. 1145. Am kleinsten wird aber das Wloment der Reibung,

wenn man tgf=<5' annimmt, alsdann wird nämlich F=0 und

M M
E— ~ .

. so, z.
= —r- un& daher das Moment der Reibung

2(l-f-o
2
) cos£ 9.V 1 + ä2

_ M8f
~~~

VT+-12
*

In diesem Falle stützt sich also der Körper allein auf die
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Ebene ML, und es tritt die andere NL gar nicht in die Rech-

nung ein.

Zusatz 4.

§. 1146. Hieraus entwickelt man leicht den Fall der Figur

152., wie auch immer die Gestalt der Höhlung MLN sein mag.

Die cylindrischen Zapfen werden sich nämlich in einem Punkte

O anlegen, wo die Tangente mit dein Horizonte einen Winkel

bildet, dessen Tangente =ö ist und es wird das Moment der

Reibung 318f

Anmerkung.

§. 1147. Es ist demnach angemessen, die cylindrischen Za-

pfen so zu unterstützen, dass die Berührung auf beiden Seiten

in einem einzigen Punkte geschehe, weil alsdann das Moment
der Reibung am kleinsten wird. Zu diesem Ende wird man sie

passend in Höhlungen MLN (Figur 152.) legen, welche die

Form eines Halbkreises, der ihre Dicke nicht viel übertrifft, ha-

ben , damit die Lage, welche sie bei der Bewegung einhalten,

wenig von der Lage der Ruhe abweiche. Ferner muss man
aber diese cylindrischen Zapfen möglichst dünn machen, so weit

es nämlich ihre Festigkeit, im Vergleich mit der zu tragenden

Last* gestattet. Ausserdem pflegen auch diese Zapfen mit Oel

oder einer andern schlüpfrigen Materie eingeschmiert zu werden,

damit die Anreibung desto mehr vermindert und dem Bruche ö

ein kleinerer WeTth verschafft werde. Indessen wird doch in

dem von uns betrachteten Falle die Bewegung bald aufhören,

was nach Verlauf der Zeit

t=-
£(l+oWsin(g-H)

2dfg [sing-}- sin rj— ö cos £-f- 6 cos rj]

geschieht. Wendet man aber zur Erhaltung der Bewegung Kräfte

an, so kann nach denselben Principien ihre Grösse bestimmt

werden, damit die Bewegung gleichförmig bleibe. Man pflegt

ferner solche Maschinen, während sie zur Drehung angetrieben

werden, zur Hebung von Lasten einzurichten, und damit diese

Operation mit gleichförmiger Bewegung ausgeführt werde, be-

darf es so grosser Kräfte, dass sie nicht nur den Widerstand

der Last, sondern auch die Reibung zu überwinden vermögen.

Wir wollen diesen Fall, welcher im gemeinen Leben sehr häufig

vorkommt, hier entwickeln.
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Aufgabe 8.

§.1148. Man wendet einen Cylinder (Fig. 349.) zur Hebung
irgend einer Last an und soll die an ihm anzubringenden Kräfte

bestimmen, damit mit Rücksicht auf die Reibung die Bewegung
eine gleichförmige bleibe.

Auflösung.
(Figur 154.) Es liege der eine cylindrische Zapfen, dessen

Radius GE=GF=f ist, auf den zwei geneigten Ebenen ML
und NL, welche mit dem Horizonte die Winkel £ und rj bilden.

Den letztern sind die Winkel gleich, welche die nach den Be-

rührungspunkten E und F gezogenen Radien mit der vertikalen

Linie GH bilden. Während aber der Körper sich im Sinne EF
dreht, hebe er mittelst eines in der Mitte umgerollten Seiles

eine Last =iQ, welche durch ihr Gewicht Q am horizontalen

Hebel GS— s längs der vertikalen Richtung SQ der Bewegung
widerstrebt. Ferner sei am Radius GR=r, welcher von der

Vertikalen GA um den Winkel AGR= 6 abweicht, beständig

eine auf denselben normale Kraft RP~P angebracht, deren

Grösse man sucht, damit die Bewegung gleichförmig bleibe und

wobei die Winkelgeschwindigkeit um die Axe GG~e ist. Man
setze das Gewicht des Körpers, durch dessen Mittelpunkt der

Trägheit die Axe GG geht, wie vorhin =M und die Kräfte,

durch welche der eine cylindrische Zapfen von den Ebenen,

auf denen er in E und F liegt, zurückgestossen wird, nämlich

die längs EG=E und die längs FG^zF. Aus denselben ent-

springen die Reibungen längs EM=zöE und längs FL = dF,

und wie wir oben gesehen haben, ergibt sich hieraus die verti-

kal aufwärts gerichtete Kraft

z=zEcos£-\-Fco8r}-{-ö(Esm£— Fsin^)

und die horizontale nach rechts gerichtete

= JEsinf

—

Fsinrj — $(Fcosf -f Fcosrj)
;

beide muss man, weil der cylindrischen Zapfen je zwei da sind,

verdoppeln. Ferner erhalten wir aus dem Gewichte des Kör-

pers die vertikal abwärts strebende Kraft = 31 und aus der zu

hebenden Last die Kraft = Q. Aus der antreibenden Kraft P
entspringt aber die abwärts treibende Kraft = Psinö und die

horizontal nach links gerichtete — Pcosö. Alle diese Kräfte

müssen sich gegenseitig aufheben, und wir erhalten daher die

Gleichungen :

FcosS+Fcos^-fd^Esing—F$m rj)^ % 31

+

1
/2Q+ 1

/<iP sin

E sin £— Fsin rj — ö (E cos £ + Fcos v\) = %P cos 0.
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Hieraus leiten wir ab

er, M+Q+ PsmO—öPcosO
EcosZ+Fcostj — —2(l-|.äg)

und „ . «. ., . ÖM+ÖQ+öPs\n6 + Pcosß
Esm£~-}$mri~

2(\+ö*)
'

ferner

(M+Q+ Ps\n6)(s'inr] + dcoS'r}) + P(cQS rj— ö sin rj) cos

und

(ü8/+0 + Psin(9)(sing— flcosg)— P(cosg-f dsjng) cos Ö
F-

2(l+ <P)sin(£+iö
^

*

Weil wir aber ausserdem eine gleichförmige Bewegung ver-

langen, müssen die Momente der Kräfte in Bezug auf die Dre-

hungsaxe sich aufheben. Es ist aber das beschleunigende Mo-

ment = Pr , ferner sind die entgegenstehenden Momente
—2d(E+F)f+Qs, wesshalb nothwendig

Pr=2d(E+F)f+Qs,
also

(d (31+Q+Psm 6) (sin f+ sin rj—dcos£+8cosrj))

( + dP(cosrj— cos£

—

ös'inTj— <5sinf)cos0 )

Pr~Qs= (l+FTsi^H)
.

sein muss. Durch die letzte Gleichung kann man die antrei-

bende Kraft P bestimmen.

Setzen wir nun voraus, dass die cylindrischen Zapfen in

kreisförmigen Höhlungen unterstützt werden, wobei die Berüh-

rung an einem einzigen Orte geschieht, nämlich da, wo die Tan-

gente gegen den Horizont unter einem Winkel = £ geneigt ist;

so wird F=0, also

(M+Q+iPsinÖ — dPcos6)tgS= d(M+Q+Psin6) + PcoaS

imd M+ Q+Ps'm 6 — AP cos 6
h— c2(l+<S*).cos£

Aus der ersten dieser zwei Gleichungen folgt

p_ (M+Q)(d~tzQ
^

(sinö — $cos 6) tg£— cos 6 — d&inO*

und substituirt man diesen Werth in die obige Gleichung, welche

jetzt Pr— Qs— 2öEf
ist; so ergibt sich

(M+Q) öfcosß= (M+ Q) r (sinf-tfcos^)

. + Qs[(s\u0--$cos6)sm£~(cos6+dsm6)cos£].

Nun setzen wir ö—tgl, alsdann geht diese Gleichung über in

(M+Q)fsin l cos 6= (M+Q) r sin (f—A)— Q s cos (f+ (9 .— A),
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woraus der Winkel £ ermittelt werden muss. Hat man diesen

gefunden, so wird

(*t®s|n(H)
^"—

cos(£+ 0-;i)

oder __ Qs (M+ Q)fs\nXcos6

r"
+ rcos(£+ 6— X)

Zusatz 1.

§. 1149. Liegt der cylindrische Zapfen an einer einzigen

Stelle der hohlen Unterlage, so ergibt sich, wenn man für P
seinen Werth substituirt, der Druck an derselben Stelle

(M+Q) cos 6 __ (31+Q)cosXcos6

2(\ + 8^) cos X cos CC-i-6—X)~ 2cos(£+0— A) '

wobei ö= tgA gesetzt ist. Dieser Druck verschwindet demnach

in dem Falle, dass cos = 0, vorausgesetzt dass nicht zugleich

cos(£+0-~;i)=O ist.

Zusatz 2.

§. 1150. Setzt man aber = 90°, so wird
' (M+Q)rsm(£--ky+Qssm(g--k)= 0,

mithin in diesem Falle £=A oder tgC— d und

„Qs, (M+Q)fs\nX o^— r
+

r "0
'

Da aber nun

JE=
2(l+(52)cosA

ist, so wird

"~"
r— /sin A

Zusatz 3.

§. 1151. Setzen wir =— 90°, so wird zuerst, weil F=0
ist, (M+Q-P)igt=S{M+Q-P),
weil aber ferner

-^ — 2(l-f-d2)eos£'

/r ^— (l+ <5
2)cos£

Nimmt man daher P~31±Q an, so verschwindet der Druck

und also auch die Reibung und man muss



654 Kap. HL Von der durch die Reibung verzögerten

Qs
r ~M-j-Q

nehmen.

Zusatz 4.

§.1152. Wenn man aber in diesem Falle, wo 0== — 90° ist,

nicht P~31~{-Q setzt, so. wird tg£=zö und

und hieraus Qs -} (M+ Q)fs\n X

r~\-fsink

Man muss aber r so annehmen, dass der Werth von E nicht

negativ wird; in diesem Falle würde nämlich die Unterstützung

von der entgegengesetzten Seite her geschehen und dort eine

Reibung entstehen.

Anmerkung 1.

§. 1153. Auf diese Weise würde demnach die Reibung ganz

aufgehoben werden können, indem man die Kraft P so anbrächte,

dass sie mit dem Gewichte des Körpers 31 und der Last Q im

Gleichgewicht wäre. Dieser Fall würde aber in der Praxis ge-

ringen Nutzen haben, weil die cylindrischen Zapfen innerhalb

ihrer Vertiefungen, welche weiter als sie sein müssen, hin- und

herwackeln und dieser Fehler mehr als die Reibung der Bewe-

gung hinderlich sein würde. Ferner pflegen aber die meisten

Maschinen dieser Art so eingerichtet zu werden, dass die an-

treibende Kraft P viel kleiner als die zu hebende Last Q, mit-

hin noch weit mehr
P<M + Q

ist. Wollte man nämlich eine der Last gleiche Kraft anwen-

den, so könnte die Arbeit ohne Maschine ausgeführt werden,

wesshalb man sich nicht darüber wundern darf, dass man in

diesem Falle den Gewinn der Reibung erlangen kann. Nimmt
man aber die Kraft P als gegeben an, so leitet man aus unsern

Formeln, zur Bestimmung des Ortes ihrer Anbringung, die Grösse

rher; wenn daher die Winkelgeschwindigkeit der Maschine =ze

ist, so wird die Last mit der Geschwindigkeit es gehoben wer-

den, die antreibende Kraft aber mit der Geschwindigkeit er wir-

ken. Wäre daher die Reibung nicht der Bewegung hinderlich,

so würde Per= Qes

sein, jetzt aber wird in Folge der Reibung

Psr--Qes= 26eEf



drehenden Beivegung schtverer Körper um eine feste Axe. 655

sein. Hierbei ist es angemessen zu bemerken, dass Per die

Wirksamkeit der antreibenden Kraft, Qes aber die Grösse der

in Einer Secunde hervorgebrachten Wirkung bezeichnet, indem

er und es die in derselben Zeit zurückgelegten Wege sind.

Üiess muss man aber zur Theorie der Maschinen rechnen, welche

man angemessener Weise besonders behandelt.

Anmerkung 2.

§. 1154. Ist die antreibende Kraft P nebst dem Winkel 6

gegeben, und sucht man den Abstand, in welchem sie ange-

bracht werden muss oder die Länge des Hebels GR= r; so

findet man sogleich aus der ersten Gleichung den Winkel £ oder

den Punkt E, wo in der Höhlung die Berührung geschehen

wird, nämlich

, d(M+Q+ Pswß)+Pcos O
tg ^~" M+Q+ PsinO— öPcosd'

Um denselben zu erkennen, stelle man zwei Winkel Xund£

auf, so dass

Pcos 6
tg A=* und tg|=Sq:y+/,sinfl

ist; alsdann wird

t» X + ts £

^£= r *T7t> also £= * + $•

Hieraus ersieht man, dass f>A, sein wird, wenn cos#>0,
d. h. wenn die gerade Linie GR aufwärts gerichtet ist; ist sie

aber abwärts gerichtet, so wird £ < A sein und in diesem Falle

könnte möglicherweise die Berührung im untersten Punkte er-

folgen, wenn nämlich

p_ 8(31+ Q)
— cosö—-ös'md

wäre. Man erhält ferner den Druck

(M+Q+Ps'm 6— öPcos 6) cos X*E =
2cos(A+ £)

Pcos X cos

2sin£

=% cos X ST(M+Qy*+2P(M+ Q)sm6+/^ 9

und hieraus schliesst man auf die Länge des Pendels

GR=r- ^ + f^ V(M+Q)*+2P(M+Q)ain6+P* .

Damit nun für dieselbe antreibende Kraft P der Druck E,
also auch die Reibung so klein als möglich werde, muss der
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Winkel 0=.— 90° sein, oder man hat angemessener Weise den

Hebel GR auf dem Radius GS anzunehmen. In diesem Falle

wird, wie wir schon gesehen haben,

§= 0, also £=X, E^fäM+Q-P) cosX

und „ D Qs .f(M+Q—P)sml^= r=^+ p
•

Wir wollen nun auch die Bewegung eines Pendels unter-

suchen, welches auf ähnliche Weise an cylindrischen Zapfen auf-

gehängt ist, wobei die letztern nämlich auf beiden Seiten auf

je zwei geneigten Ebenen liegen. Weil diese Bewegung eine

wechselnde ist, wird es angemessen sein, diese Ebenen als

gleich gegen den Horizont geneigt vorauszusetzen.

Aufgabe 9.

§.1155. Ein Pendel schwingt um eine horizontale feste Axe,

deren cylindrische Zapfen auf beiden Seiten auf je zwei gleich

geneigten Ebenen liegen; man soll seine in Folge der Reibung

gestörte Bewegung bestimmen.

Auflösung.

(Figur 155.) Es sei AEBF die Grundfläche des einen cy-

lindrischen Zapfens, welcher auf den, unter dem Winkel £ gegen

den Horizont geneigten Ebenen ML und NL liegt, alsdann

werden die Berührungspunkte in E und F liegen, so dass die

Radien GE und GF mit der Vertikalen ABLH den Winkel—

£

bilden. Alles diess mag auf der andern Seite sich eben so

verhalten s damit die Drehungsaxe die horizontale gerade Linie

GG sei. Ferner sei die Gestalt des Pendels auf beiden Seiten

einander ähnlich, und es weiche jetzt, nach Verlauf der Zeit t,

der Mittelpunkt der Trägheit / des Pendels von der vertikalen

Lage um den Winkel HGI—cp ab, von hier aus nähere er sich

der vertikalen Lage mit der Winkelgeschwindigkeit = Sl, so

dass die drehende Bewegung im Sinne EBF erfolge. Die ganze

Masse, oder was dasselbe ist, das Gewicht des Pendels sei

~M 9
der Abstand GI=:h und sein Moment der Trägheit in

Bezug auf die Drehungsaxe GG=Mk2
. Was nun die Wirk-

samkeit der Schwere betrifft, so darf man sich das ganze Ge-

wicht M im Punkte / vereinigt denken. Man setze den Radius

der cylindrischen Zapfen oder GE~ GF=f, ferner seien die

Kräfte, mit welchen die Ebenen diese unterstützen, längs EG=E
und längs FG~F, wonach die Reibung längs EM~öE und

längs FL—dF sein wird. Aus diesen Kräften entspringt nun
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wie oben §. 1142., wobei 17= £ ist, erstens die vertikale aufwärts

gerichtete Kraft = (E + F)cosf+ ö(E —- F)sin£, zweitens die

horizontale nach rechts gerichtete =(£

—

F)s'm£— 8(E-\-F)cos£;

das Gewicht ergibt ferner die abwärts gerichtete Kraft =M.
Hiernach haben wir für die fortschreitende oder die Bewegung
des Mittelpunktes der Trägheit / erstens die vertikal abwärts

gerichtete iSfraft

1) üf-2( JE+F)cosJ— 2d(E-F)s\n£=:P,
zweitens die nach rechts gerichtete horizontale Kraft

2) -2(£—F)s\n £-ZÖ(E+F) cos^Q.
Da aber die Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Träg-

heit =zhSl ist, so ist die vertikale abwärts gerichtete Geschwin-

digkeit dieser Bewegung ==hSl sin g> und die horizontale nach

rechts gerichtete = h£l cos cp; hieraus schliessen wir (§.305), dass

h sin cp dSl -f h&, cos cpdcp P
3) 2^dt "M

, h cos cpd£l— hSl sin cpdcp Q
m,d 4) ^m =m
ist, wobei wir &ldt= — dq> haben.

Da ferner der Körper sich um die feste Axe GG dreht, in

Bezug auf welche das Moment der auf Beschleunigung wirken-

den Kräfte =Mhsmcp -2d(E+F)f ist, so wird (§.585.)

d& __ Mh sin cp —2d(E+F)f
5) 2gdt~~ Mk*

Substituten wir diesen Werth in die beiden vorhergehen-

den Gleichungen , so erhalten wir

Mtfsmcp*— 28 (E+F)fh sin cp h£l*coscp __ P
0)

31k* 2g ~ M
Mh2, sin cp cos cp— 28 (E-{-F)fh cos cp

t
h&P&mcp Q

und 7) jgp r~+ j—=s ;

also hieraus

MhZsincp— 28(E+F)ß_Psm cp + Qcoscp
8) Mk*

~ M
. _ hfi? Q sin cp — Pcos cp

und 9) -^-=
Tl

<

Mittelst dieser Werthe hat man die Kräfte E und F zu

bestimmen. Da aber P+8Q— M~2(1+8Z)(E+F) cos £ ist, so wird

M—2(l+ 8*)(E + F)cos£

üfAtt sin g> (sin cp+ 8 cos cp)—28(E+F) fh (sin cp+ 8 cos cp)

—
. k*

MhSl2 (cos cp— 8 sin 9)

2g
~

42
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und hieraus

10) 2(E+F)l(l+ö*)k*cos
f£— dfh(8in(p+ dcos<p)]

™» ™.» . , . * x
MM2&2(cos<p-dsing>)

Substituirt man- nun* den hieraus sich für E+F ergebenden

Werth in die obige Gleichung 5), so erhalten wir

dSl
(l+d2)äcos£smg>—6f—

-1 g-—
J1)

*<Zgdt~ (Hö*)k*co8£—6fh(&m<p + Öcos<p)

durch welche Gleichung die Bewegung des Pendels mittelst der

Formel £ldt~— dcp

bestimmt werden kann.

Zusatz 1.

§. 1156. Hinsichtlich des Druckes in E ist es nicht zwei-

felhaft, dass er positiv wird, der Druck in F wird aber durch

die folgende Gleichung bestimmt:

2F^(l+ö2)sin2g+-^cos^cosg[)--- -^ cosfsin^Jj

=^rsin£— <?cos£ + -j^cos<pJ

£2
[cos(£-g>) + dsm (£—?>)]

Mit®? r . /c x * / x
öß a 1+ -~^f Ij^ß-y)

- ° cos (f— 9>) + -J^
cos

2g?
J.

Hieraus muss sich ein positiver Werth von F ergeben, was

geschieht, wenn nur tg£^<5 und <p ein kleiner Winkel ist.

Zusatz 2.

§. 1157. Ist die Reibung nicht vorhanden oder ö=z0, so wird

d£l /a sin qp

1) ^dt~~Wr '

woraus man die oben bestimmte Bewegung der Pendel leicht

herleitet. Zur Bestimmung der Kräfte E und F erhalten wir

aber die Gleichungen:

2) 2(£+F)Äacos £=M[>~ h* sin cp*+
hk
*^™*V~J

3) 2F/;2sin2f

= y|f| Ä2 smf— /i
2 sin(pos(f-~<jp)-f- -y~——~ I,

und indem man (3) von (2) x2sin£ abzieht,
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4) 2££2 sin2g

= M[jPBlH + hH\n q>coB<£+y)+
hk2 £l2 sm(t+(p)-

2g
Beide Kräfte JE 'und F werden positiv, wenn

2gh?'s\nq) cos cp -\- hk'2 £l 2 su) cp

tg J> %i2 — %A2 sin cp^+Jk2 Sl2 cos cp
'

wobei man zu bemerken hat, dass £2 >/i2 ist.

.Zusatz 3.

§. 1158. Die gefundene Differentialgleichung (§. 1155., Gl.

11) geht, weil dt=^—75- ist, in die folgende Form über

:

0^m£l[(H82)k2cQs£-8ß(sm<p + 8coscp)]

— 8fhSl2dcp[coscp - 8smcp] + 2(H82)ghcos£smcpdcp— 2dfgd<p,

und multiplicirt man diese durch

(] + 82) k2 cos g - tf/% (sin cp+ 8 cos cp) ,

so wird sie integrabel und man erhalt:

C==&2 [(l+(52)Z;2 cosf~- öß (s\n cp + 8 cos cp)]*

+ 4^/a9)[(l+ö2)Acosfsiö9>- ö/] [(l+(52)^
2cosf->d/7<sin9+^cosg))].

Anmerkung.

_§. 1159. Wenn wir dieses Integral entwickeln, so linden wir:

C= &2
[(l-f<5

2)ik2 cos £— 8fh (sing? + 8 cos cp)] 2

—4(l+ö2)V*Fcos£2cos9^
— 4:8(J+82)fgk2 cpcos£~£82

f
2gh(coscp-~8s'mcp).

Nehmen wir daher an, dass der Winkel HG1 im Anfange

= 6 gewesen sei und dass zugleich das Pendel seine nieder-

steigende Bewegung von der Ruhe ab begonnen habe; so wird

die Constante C so bestimmt, dass wir haben:

#=—4(1+<52)
2#M^

— Aö(l+&*jfgk*8 cos£— &82f2gh (cos6- &inö).

Substituirt man diesen Werth, so wird das Pendel auf der

andern Seite so lange aufsteigen, bis wieder £1— ® wird; allein

diese Bestimmung kann man im Allgemeinen nicht unternehmen.

Wir haben aber auch die Aufgabe selbst nicht im weitesten

Sinne aufgelöst, so dass sie sich auf alle Pendel von beliebiger

Gestalt erstreckt, sondern wir haben erstens angenommen, dass

die beiden eylindrischen Zapfen vom Schwerpunkte gleich weit

entfernt seien. Zweitens haben wir einen solchen Bau des Pen-

dels vorausgesetzt, dass die durch den Mittelpunkt der Träg-

heit / der Dreh ungsaxe GG parallel gezogene gerade Linie zu-

42 *
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gleich eine Hauptaxe des Körpers sei. Fände diese Bedingung

nicht statt, so würde man nicht sogleich die Momente der Kräfte

auf die Drehungsaxe GG übertragen dürfen, sondern auch auf

die schiefen Kräfte, welche an den Zapfen der Axe ungleichen

Druck hervorbrächten, Rücksicht haben nehmen müssen; es

würden sich daher auch die Formeln viel verwickelter ergeben

haben. Um daher hieraus etwas für den Gebranch herzuleiten,

setzen wir die Schwingungen als sehr klein voraus und wollen

nun sorgfältig untersuchen, auf welche Weise ihre Bewegung

durch die Reibung gestört wird.

Aufgabe 10.

§.1160. (Figur 155.) Ein auf dieselbe Weise, wie wir in der

vorhergehenden Aufgabe angenommen haben, aufgehängtes Pen-

del führt sehr kleine Schwingungen aus; man soll seine durch

die Reibung gestörte Bewegung bestimmen.^

Auflösung.

Es bleibe alles, wie wir es in der vorhergehenden Aufgabe

aufgestellt haben, und wenn im Anfange das Pendel unter dem
Winkel HG1=0 geneigt gewesen ist, so mag es seine Bewe-

gung in dieser Stellung von der Ruhe ab begönnen haben. Nach

Verlauf der Zeit t sei der Winkel HGl= cp und die Winkel-

geschwindigkeit im Sinne IH=Sl. In der gegenwärtigen Hypo-

these w.erden die Winkel 6 und cp sehr klein sein und man kann

sie statt der Sinnsse und Cosinusse so einführen, dass ihre

Potenzen, weiche höher als das Quadrat sind, vernachläs-

sigt werden. Hiernach nimmt die im vorhergehenden §. herge-

leitete Integralgleichung die folgende Form an :

C:=&2 [(l-f>) #*COS ?- o/A (<p+ ö- y*d>2
)P

— 4(l+(52)
2^M2 cosg2(i—

%

92) + ^(l+ ^/frÄ^'l—29>
a)cos£

~4d{l-i-ö2)fgk'i (p cosf—4Äa /
,

V*(l-*9- 1
/a9

a
).

wo die Constante

C= - 4(1+ö^ghk* cos Pil- 1/^) + d*(L+ä*)fyh*(l— 20*)co8£

^A§(l+ö^fg/^6cosC— 4ö^Pgh(l--6d~-%e^)

ist. Entwickelt man daher diese Gleichung, so erhalten wir

&2[(l+d*)A;acos£-dyÄ]a

^2gh[(l+ d*)*k*cosP-ö'*(l+dZ)fhcos£ + ö2fz](6't--(pZ)

-Adfg[(L+d2)k*cosi;--ö*ß](6--(p).

Hierbei habe ich in dem Coeffieienten von Q2, den Winkel cp

vernachlässigt, weil er in der Entwicklung zu höheren Poten-
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zen geführt haben würde. Um diese Gleichung aufzulösen, setzen

wir der Kürze wegen:

(l+d^cosC— 3*/Ä=.4

und (l + ö2)
2 Ä2 cos§2~ö2 (l+62)/7icosg+^2

/
,2=^ 3

so dass wir erhalten

:

A2£l*= 2Bgh (ö
2—

<p
2
)
— iAöfg (d— cp).

Setzen wir in dieser Gleichung £1= 0, so finden wir, wie

weit das Pendel aufsteigen wird, bis es wieder zur Ruhe ge-

langt. Dividiren wir aber durch 2g(6— cp), so erhalten wir

Bh(d+<p)— 2Adf=0,
also „ , '2Aöf

V= - e + -Bh>
oder es wird das Pendel auf der andern Seite jenseits // nur

durch den Winkel

e^Aöf
B/i

aufsteigen.

Um ferner die Dauer dieser Schwingung zu erforschen,

haben wir, weil

\fWgh (fr
2 - y2

)— 4Adfg (6 - y) __ dy
ß ~ A —~~dt

ist, —Ad<p
~"

VWgh{6*-(p*)—*Adfff(Q-<p)
—Adcp

\r>2g(0-<p)[Bh(0+(p) - 2Aöf]

Hieraus findet man durch Integration

__ A fBh<p—Aöf\
*~ \^2p

arc,cos
KBhe-AdfJ'

Setzt man nun nach dem Obigen

„ <2Aöf , Bhcp—Adf
9=-ö + -

BS-. 0der Bh6~-Afr~ li

so ergibt sich die Zeit einer ganzen Schwingung

T== J*Ä
S/2Bgfi'

welche also nicht von der Weite der Schwingung abhängt, so

dass alle sehr kleinen Schwingungen isochron bleiben, eben so

als ob keine Reibung da wäre. Sie werden aber nicht in glei-

cher Zeit ausgeführt. Um nämlich zu bestimmen, wie sehr die

Reibung auf die Dauer einer jeden Schwingung störend ein-
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A
wirkt, suche man den Werth von —,-— , wobei wir die Dicke

V B
der eylindrischen Zapfen oder f als sehr klein betrachten. Es ist

1 _ 1 frfh

<fß
~"

(1 -fc)
2)/<;cos£

+
2(l+S*)*k* cos £*

*

also ^——/._ ^2fll —
\TB 2(l+<S2)£cos£

und so die Zeit Einer Schwingung oder

V%/U- 2(l+ä*)*cos£_

Hieraus ersieht man, dass in Folge der Reibung die Schwin-

gungszeiten vermindert werden.

Zusatz 1.

§. 1161. Ist der Radius f der eylindrischen Zapfen sehr

klein im Vergleich mit den Grössen h und h, so wird sehr nahe

Ä=J(l+a»)co8f oder g=(W)c0S£-

Ist daher der erste Bogen der niedersteigenden Bewegung
= 6, so wird der folgende Bogen der aufsteigenden Bewegung

~ ö
(l+d^cosg

und es ist dieser zugleich der Bogen der niedersteigenden Be-
wegung in der zweiten Schwingung.

Zusatz 2.

§. 1162. Die auf einander folgenden Schwingungen werden
sich daher auf die folgende Weise verhalten:
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Zusatz 4.

§. 1164. Damit demnach das Pendel wenigstens Eine Schwin-

gung ausführe, muss

(i> BhAI
sein, wo ^ = /i . w; z ist. Damit es zwei Schwingungen

' B (l+o^)cos£ ° ö

ausführe, muss „. SAöf

damit es drei, „ . 5Adf

und im allgemeinen muss, damit es n Schwingungen ausführe,

(2n-l)Aöf
6>—Wh

—
sein. Hierbei darf man aber die Zahl n nicht grösser anneh-

men, als dass der Winkel 6 noch klein genug bleibe.

Anmerkung 1.

§.1165. Was die Verminderung der einzelnen Sehwingungs-

zeiten betrifft, so ist es angemessen, zu bemerken, dass ~r den

Abstand des Schwingungsmittelpunktes von der Drehungsaxe

bezeichnet und setzt man denselben =:/, so wird die Zeit Ei-

ner Schwingung

~VfyL 2(]+<^)/cosdi

Hier bemerke man aber zuerst, dass tg£> 6 genommen wer-

den muss, damit die Axe GG unbewegt an ihrem Orte bleibe.

Ist daher / = 3Fuss, in welchem Falle das Pendel, wenn die

Reibung nicht im Wege stände, fast in den einzelnen Secunden

seine Schwingungen ausführen würde; so sei der Radius der

kleinen Axen oder f~^Qund man nehme ferner 8= y3 und

gr=20° an. Alsdann wird die Zeit Einer Schwingung

-^V 28191/'

so dass wegen der Reibung erst nach 28191 Schwingungen oder

nach fast 8 Stunden ein Fehler von 1 Secunde entsteht. Damit

in eben diesem Falle das Pendel n Schwingungen ausführen

könne, ehe es zur Ruhe gelangt, muss
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6> *4fm'
odeY ß > 43905(2/2-1) Secunden

sein. Soll es also 100 Schwingungen ausführen, so mus ö>874"

oder > 14/ 34" angenommen werden. Nimmt man demnach
= 5° an, so wird das Pendel 2050 Schwingungen ausführen,

ehe es zur Ruhe gelangt. Ist / grösser oder kleiner als ^>
so ergibt sich die Wirkung der Reibung in demselben Verhalt-

niss grösser oder kleiner.

Anmerkung 2.

§. 1166. Da wir jetzt die Bewegung der Körper um eine

feste Axe bestimmt haben, so gehen wir zu andern Arten der

Bewegung über, bei welchen der Körper, während er sich be-

wegt, eine gewisse Oberfläche streift. Hier muss man daher

vorzüglich die Figur des Körpers, in so fern nach und nach

andere und andere Theile die Oberfläche berühren, in Betracht

ziehen, wobei uns zuerst solche Körper anfstossen, welche be-

ständig in einem und demselben Punkte die Oberfläche berüh-

ren. Diess ist nämlich der Fall der in eine Spitze ausgehen-

den Kreisel, mit welcher Spitze sie beständig auf der Oberfläche

stehen; es wird angemessen sein zu bestimmen, wie sehr die

Bewegung dieser Kreisel in Folge der Reibung der Spitze ge-

stört wird.

Ferner stossen uns Körper auf, welche zwar nur in einem

einzigen Punkte die Oberfläche berühren, wobei aber dieser

sich beständig verändert, wie diess geschieht, wenn Kugeln

und andere sphäroidische Körper sich über einer gewissen

Oberfläche bewegen, und ausser der fortschreitenden mit einer

beliebigen drehenden Bewegung fortrücken. Um in diesen,Fäl-

len die Wirkung der Reibung kennen zu lernen, muss die Rich-

tung der Bewegung, bei welcher der Berührungspunkt die Ober-

fläche streift, in jedem Augenblicke betrachtet werden, weil

dieser die Richtung der Reibung entgegengesetzt ist.

Es folgen nun die Fälle, in welchen der Körper zwar im-

mer mit derselben Grundfläche die Oberfläche berührt, wie diess

bei der fortschreitenden Bewegung geschieht, wobei aber der

Körper sich zugleich um eine auf die Grundfläche normale Axe
dreht, so dass eben diese Grundfläche sich über der Oberfläche

herumdreht Hierauf wollen wir zur Bewegung cylindrischer

Körper über ebenen Oberflächen fortschreiten, wobei die Be~
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rührung stets längs einer geraden Linie geschieht, durch deren

Bewegung und Druck die Reibimg bestimmt werden muss. Ha-

ben aber Körper eine so winklige Figur, dass während ihrer

Bewegung stets andere Ecken die Oberfläche berühren, so kön-

nen wir, weil ein Zusammenstoss eine solche Bewegung beglei-

tet, so bald eine neue Ecke zur Berührung gelangt, die Bewe-

gung derselben hier noch nicht entwickeln, sondern müssen

vorher die Art des Zusammenstosses darstellen.

Nach dieser Eintheilung wollen wir daran gehen, die Be-

wegung der in eine Spitze ausgehenden Kreisel über einer ho-

rizontalen Ebene zu bestimmen.
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K-a.p-i t e 1 IV...

Von der Bewegung der in eine. Spitze ausgehenden Kreisel

über einer horizontalen Ebene, mit Rücksicht auf die Reibimg.

Aufgabe 11.

§. 1167. Ein Kreisel bewegt sich auf beliebige Weise über

einer horizontalen Ebene, und es ist in den einzelnen Augen-

blicken sein Druck gegen die Ebene gegeben ; man soll die Rei-

bung und die fortschreitende Bewegung des Kreisels bestimmen.

A u f 1 u s u n g.

(Figur 156.) Es stelle das Papier die horizontale Ebene vor,

über welcher der Kreisel fortgeht, dessen durch den Mittelpunkt

der Trägheit und die Spitze gehende Axe jetzt nach Verlauf

der Zeit t die Lage A1F einhält, so dass J der in der Höhe
liegende Mittelpunkt der Trägheit, Faber die Spitze ist, welche

die horizontale Ebene berührt; man setze den constanten Zwi-

schenraum lF=zf. Aus / fälle man auf die Ebene das Perpen-

dikel IG, und indem man in der Ebene die gerade und nach

einer festen Weltgegend gerichtete Axe OV annimmt, ziehe

man auf dieselbe aus G und F die normalen Linien GX und
FZ, und eben so durch G die Linie KL^OV. Man setze

den Winkel FIG=q 9 derselbe drückt die Abweichung der Krei-

selaxe AF von der vertikalen Lage aus, ferner den Winkel
KGH=cp, welcher die Abweichung der vertikalen Ebene, worin

jetzt die Axe des Kreisels sich befindet, von einer über OV
oder LK errichteten vertikalen Ebene darstellt. Es wird dem-
nach GI=z

f

'cos o und GFzzzfsmg,
ferner GN~ fsmq cos cp und FN=zfsing sin y.
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Ausserdem sei OX=x und XG=y } wonach zur Bestim-

mung des Punktes F
OZ~x— /"sin q cos cp und ZFz=zy-\ fs\nq sin cp

ist und woraus man auf die Bewegung der Spitze F schliessen

kann. Die Geschwindigkeit derselben nach der Richtung O V
oder ISG ist da:—fd. sin q cos cp~

dt
'•

und nach der Richtung NF
dy\fd. sin q sin cp

m—
dt

'

wenn diese beiden nicht verschwinden, wird sich die Spitze

über der Ebene bewegen und eine Reibung hervorbringen. Um
die Richtung der letztem zu finden sei Ff die Richtung, nach

welcher die Spitze fortschreitet und verlängert man dieselbe

rückwärts nach L> so gibt FL die Richtung der Reibung an.

Setzt man zur Bestimmung der Lage dieser Linie den Winkel

FLG—oo, so wird

dy -\-fd.s\n g sin cp

° w dx— fd. sin q cos cp

*

Nun sei der Druck, welchen die Spitze gegen die Ebene

ausübt, = II, wobei das Gewicht des ganzen Kreisels =zM ist;

alsdann wird in Folge der Reibung der Kreisel in F nach der

Richtung FL durch eine Kraft = öII angetrieben und zerlegt

man dieselbe, so ergeben sich die Kräfte

längs XO= dIIcosco und längs FZ= dIIsinw.

Um demnach die fortschreitende Bewegung des Mittelpunk-

tes der Trägheit / zu bestimmen, denke man sich ausser die-

sen Kräften der Reibung die abwärts längs IG antreibende

Kraft =:31—II an ihm angebracht; alsdann erhalten wir nach

den Principien der Bewegung folgende drei Gleichungen:

ddx öIIcos co ddy d JTsin co

2gdP~ ~M ' 2gdP
~ M

. fdd cos q II

woraus man sogleich die Gleichung

sin co ddx= cos co ddy

ableitet. Mittelst dieser Gleichungen bestimme man, wenn man

die Winkel q und co zur Zeit t als bekannt betrachtet, zuerst

^L hierauf die Differentiale dx und dy und mittelst derselben
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endlich den Winkel co aus der Gleichung

dy-\- fd. sing sin cp

° dx—/a.smgcoscp

Zusatz 1.

.§. 1168. Substituirt man statt -™ den durch q ausgedrück-

ten Werth, so erhält man zur Bestimmung der Grössen x und y
diese Differentialgleichungen zweiter Ordnung

ddx=— 2dg cos co dt2, — öfcos co dd . cos o

und ddy=z — Q
2ög sin codt2,— dfsincodd.cosQ.

Zusatz 2.

§. 1169. Zur Bestimmung der Richtung der Reibung oder

der Linie FL in Bezug auf die gerade Linie FH wird, da der

Winkel LGF=<p und FLG=w ist, der Winkel GF£^180 —p—o*
die Reibung selbst aber =811; ausgenommen wenn die Geschwin-

digkeit der Spitze F Null wird, in welchem Falle die Reibung

plötzlich verschwindet. Diess geschieht, wenn wir haben

dx~ fd. sing cos cp und dy=—fd . sin q sin cp.

Anmerkung.

§. 1170. Aus diesen Gleichungen kann man noch nichts

schüessen, da eine Relation der Veränderlichen wund TT oder

q zur Zeit t bis jetzt nicht bekannt ist, diese vielmehr erst aus

der drehenden Bewegung hergeleitet werden muss. Hat man diese

aber gefunden, so wird man durch die hier gegebenen Formeln

die Veränderlichen x und y, und so die fortschreitende Bewe-

gung des Mittelpunktes der Trägheit 1 bestimmen können. Wir

wollen daher den Winkel co in die Bestimmung der drehenden

Bewegung einführen, wenn auch seine Relation zu den Winkeln

q und (p und der Zeit angegeben werden kann. Da nämlich

cos co dy -f/cos co d. sin qs\x\ cp— sin codx^-fs'm co d . sin q cos cp =0
ist, so setzen wir, damit man ^ und ?/ um so leichter fortschaf-

fen könne,

fcos cod . sin o sin cp + /sin cod . sin o cos cp= sdts

wodurch wir erhalten

1) cos cody— sin co dx-{-sdt=0.

Differentiirt man diese Gleichung, so erhalten wir, weil

cos co ddy— s'mcoddx ist,

2) —• si n co dy— cos codx+ -j- z= 0.
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Differentiirt man auch diese wieder, so ergiebt sich, weil

. ,. , 7J 2dgIIdt* . Asm wddy + cos co ddx= ^j— ist,

SöglldP 77.. 7 7 . 7jJ ds n
on —l£-™ • cos co dydco -f- sm m dccdco + «ra .

-7—= U.

Zu dieser addire man die durch doo multiplicirte Gleichung

1), und dividire hierauf durch dt, alsdann erhalten wir

Diese Gleichung drückt eine Relation zwischen s, w, IL und

t aus, welche vielleicht in der Folge in Gebrauch kommen kann*

Es enthält aber s die Winkel q, cp und* co und es ist

77
1

fdd .coso

M~ l+
2gdt* '

so dass hier noch die vier Veränderlichen q, cp, co und t vor-

handen sind.

Aufgabe 12.

§. 1171. Während ein Kreisel sich beliebig über einer ho-

rizontalen Ebene bewegt und Reibung erleidet, soll man die

Momente der Kräfte, welche ihn antreiben, in Bezug auf seine

Hauptaxe bestimmen.

Auflösung.

(Figur 157.) In der um den Mittelpunkt der Trägheit / des

Kreisels beschriebenen Kugel stelle der Kreis GZH eine verti-

kale Ebene vor, in welcher jetzt die, durch den Mittelpunkt der

Trägheit / und die Spitze F gezogene, Axe des Kreisels AIF
sich befindet. Dieselbe sei zugleich eine Hauptaxe des Krei*

sels, und in Bezug auf sie das Moment der Trägheit ~Ma2
,

die zwei übrigen Hauptaxen mögen aber von / aus die Punkte

B und C der Kugel treffen und in Bezug auf sie die einander

gleichen Momente der Trägheit —Mc2, sein, so dass in unsern

aligemeinen Formeln b^—c1 ist, wie wir schon oben angenom-

men haben. Wird Z als der Scheitelpunkt der Kugel voraus-

gesetzt, so wird der Bogen ZA= q; wir wollen aber, indem

wir die Bogen ZB und ZC ziehen, wie oben ZA= l, ZB— m
und ZC~n setzen, so dass q~1 ist. Unter diesen Voraus-

setzungen sind die Kräfte, durch welche der Kreisel angetrieben

wird, erstens sein Gewicht M, welche im Mittelpunkte der

Trägheit / angebrachte Kraft keine Momente liefert; zweitens

ist der Druck vorhanden, mit welchem die horizontale Ebene
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der Spitze F entgegenwirkt und deren Richtung die vertikal

nach oben gezogene Linie FII ist. Setzt man diese Kraft = JT,

so haben wir, wie wir gesehen haben,

TL
1

fdd. cos o

M~~ +
'Igelt2

'

Endlich wird der Kreisel in F durch die Reibung =löII an-

getrieben, wenn die Spitze nicht etwa ruhet, die Richtung die-

ser Kraft ist die horizontale Linie FL. Zur Bestimmung ihrer

Lage ziehe man den horizontalen grössten Kreis GAR und

nehme auf demselben, nach §. 1169. den Bogen HA=zl8Q°—cp—co

oder GA = cp + co an , wo cp die Abweichung der Ebene GLH
von einer gewissen festen vertikalen Ebene bezeichnet. Der

Winkel co rauss aber durch die in der vorhergehenden Aufgabe

gegebenen Formeln bestimmt werden, und es wird die Richtung

FL dem Radius IA parallel sein. Um nun die Momente dieser

Kräfte in Bezug auf die Hauptaxen zu ermitteln, zerlege man
zuerst die Kräfte nach den Richtungen dieser Axen, zu welchem
Ende man sie als im Mittelpunkte der Trägheit angebracht be-

trachte. Die in der Richtung IZ angebrachte Kraft FII = 77

ergibt aber die folgenden Kräfte:

längs IA, IIcos ZA = JJcosl

längs IB, IIcosZB = II cos m
längs IC 9 JZcosZC™ JTcos ra.

Hierauf zerlege man die in IA angebrachte Kraft FL—8II
in die Kräfte:

1) längs IA, = öIJcosAA,

2) längs IB, z=öncosBA
und 3) längs IC, = oJIcos CA.

Um diese aber zu entwickeln, sei ZX jener feste vertikale

Kreis, also der Winkel XZA = cp, ausserdem setzen wir wie oben

(§. 857.), die Winkel XZA=l, XZB=zp und XZC=v, so

dass cp — X wird. Weil nun AZAzzz 180°— l— co ist, so wird

XZA^ISQ —- co und hieraus BZA — ^+co-180° und CZA
= 180°— v— co; also, weil ZA ein Quadrant ist,

cos AA=- — sin/cos(A+ oo),

cos BA = — sin rn cos (ft+ra)

und cos CA = — sin n cos (v-\-co).

Wir erhalten demnach die Kräfte

längs IA= H cos l— öllsin lcos (l-i-co)

längs IB = Ilco&m— öJI&inm cos (ft-f co)

und längs IC= JTcos h— oJlsin n cos (v f co)

,
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welche man sich aber als im Punkte F angebracht zu denken

hat und wobei IFz=zf ist. Hieraus schliesst man auf ihre Mo-
mente in Bezug auf die Hauptaxen, und da wir dieselben oben

durch P, Q und R bezeichnet haben, so erhalten wir

P=0
Q =: 11fcos n— ö/iTsin n cos 0+.ce>)

R =z — Uf'cos m -J- öfn sin m cos (ft+ co)

.

Aufgabe 13.

§. 1172. Nachdem diese Momente der Kräfte gefunden sind,

soll man die Gleichungen darstellen, in welchen die durch die

Reibung gestörte Bewegung eines über einer horizontalen Ebene

fortgehenden Kreisels enthalten ist.

Auflösung.

(Figur J57.) Es halte zuerst für die drehende Bewegung

nach Verlauf der Zeit t der Kreisel die in der Figur dargestellte

Lage ein, wobei alle eben aufgestellten Bezeichnungen diesel-

ben bleiben. Es drehe sich ferner der Kreisel jetzt um dieAxe

10 im Sinne ABC mit der Winkelgeschwindigkeit = £1, und

es seien zur Bestimmung des Punktes O die Bogen AO ==«,

BO=zß und CO — y. Ferner setze man ißcosa— #, Slcosß— y
und 5icosy~ z, welche Grössen durch die eben gefundenen Mo-

mente so bestimmt werden, dass

dx= 0, also x = Const.

sei. Setzt man demnach x=zh, so werden wir zur Bestimmung

der Grössen y und z die Gleichungen haben:

dy -\ ö

—

hidtzzz '
,y

2 [cosw—•ösin7icos(v+ (ö)J

und

dz— —^

—

hydt— — ~ L
t2l

[cosm—- o"sinmcos(^+co)] (§.857.).
cA

Ferner haben wir gezeigt, dass man zur Bestimmung der

Bogen l, m, n und der Winkel X, p, v die Gleichungen hat:

sin / dl~ [y cos n— z cos m] dt

sin mdm— [z cos /

—

h cos ii\ dt

sin n dn= [h cos m — y cos /] dt

sinMA—— [t/cosm-j-zcos njdt

sinm2d(i=— [z cos n + A cos /] e/£

sin n^dv=— [Ä cos / + ^ cos m] fZ<

Hierbei hat man ausserdem folgende Relationen zu merken :
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cos/ cos wt
COS (u— a) = • ;

—

j~.

Sin (w,— A)= ;

—

t-~.vr ' sin/ sin 7ft

. cos/ cos »
COS (V—A) = — —:

—

j~.
v ' sin /sin 72

. . .. C0S772
sin (V — AJ = 4- -r-

sin /sin 72
?

mittelst deren die Winkel ft und ^ folgendermaassen durch Ä

bestimmt werden

:

— cos a cos /cos m -f sin Acosn
COS (A, = ;—f-; '

1 sin /sin 772

— sin a cos /cos //?

—

-cosacosti
sin u. = i—r^

1 sin /sin ??i

— cos a cos /cos 72— sin Ä cosm
COS V=: ;—¥—

;

sin /sin 72

— sin Acos/cos72-f cosAcosm

sm/sm72

Hierbei ist noch

II fdd. cos l

S~ l+
2ffdt

2
~"

Der Winkel co ist aus der fortschreitenden Bewegung ein-

getreten , setzen wir nun in der Figur 156. der Unterscheidung

wegen die dem Mittelpunkte der Trägheit / angehörigen Coor-

dinaten OX=X und XG=Y, wobei 6r/=/cos/ ist: so müssen

wir zu den obigen Gleichungen noch die folgenden hinzufügen:

ddX ön ddY ön .

und

cos oodY— sin co 6L3T+ /cos cod. sin /sin A-J/sincod.sin/cosA^O.

Durch diese Gleichungen wird alles, was sowohl die fort-

schreitende als die drehende Bewegung betrifft, bestimmt. Wol-
len wir zuerst die Grössen X und Y aus der Rechnung aus-

schliessen, so genügt es, statt dieser drei letzten Gleichungen

die folgende einzige anzuwenden. Setzt man zu diesem Ende
sdt= /cos cod . sin / sin a +/sin co d . sin /cos a,

oder substituirt man, indem man diese Differentiationen ausführt,

statt dl und dl ihre obigen Werthe, so wird

s = —fysmn sin(w-f-v)+ /z sinm sin (co -\-p)

43
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v,nä es ist die statt jener drei anzuwendende oben gefundene

Gleichung:
28g IIdt , . , ds ~-1

jtf- + "*w+ d -35 :==0 -

Anmerkung 1.

§, 1173. Die grosse Menge dieser Gleichungen, vorzüglich

aber der in die ersten Gleichungen eintretende Winkel co ist die

Ursache, dass wir ihre Auflösung auf keine Weise unternehmen

können. Hiernach wird offenbar die Bewegung der Kreisel in

Folge der Reibung so sehr gestört, dass wir aus diesen Glei-

chungen auf durchaus nichts, woraus man diese Bewegung er-

kennen könnte, zu schüessen vermögen. Wenn wir aber die

Ursachen dieser Bewegung nur beiläufig betrachten, so ist es

einleuchtend, dass der Mittelpunkt der Trägkeit / nicht nur auf

einer vertikalen geraden Linie, wie es ohne die Reibung geschah,

auf- oder niedersteigen, sondern auch eine horizontale Bewe-

gung erlangen wird, welche aus der Kraft der Reibung hervor-

gebt. Da nun die Richtung der letztern der Bewegung der

Spitze entgegengesetzt ist, so wird der Mittelpunkt der Trägheit

zu einer Bewegung nach derselben Richtung angetrieben, wess-

halb dieselbe weder gleichförmig noch geradlinig ist. In so fern

sie aber gekrümmt wird, wird sie an der Seite convex sein,

nach welcher die Spitze fortschreitet. Auf ähnliche Weise wird

auch die drehende Bewegung sowohl hinsichtlich der Geschwin-

digkeit, als auch der Drehungsaxe im höchsten Grade gestört

werden, worüber man kaum etwas aus der Betrachtung der

Reibung zu erweisen vermag.

Anmerkung 2.

§. 1174. Diese so grosse Störung der Bewegung dauert aber

nur so lange, bis die Reibung aufhört, und dass diess endlich

eintreten muss, leuchtet von selbst ein, indem nämlich die Be-

wegung in Folge der Reibung beständig verzögert wird. Die

Reibung kann aber nur aufhören, wenn die Spitze des Kreisels

an demselben Orte bleibt, wesshalb nothwendig die Bewegung

so gemässigt werden muss, dass die Spitze endlich in demselben

Punkte der Ebene verbleibe, wenn nur diess geschieht, ehe der

Kreisel niederfällt Ist nämlich diesem zuerst eine zu langsame

drehende Bewegung beigebracht worden, so wird er ohne Zwei-

fel niederfallen, ehe jene Erscheinung eintritt. Hieraus kann

man umgekehrt schliessen, dass, wenn die Bewegung geschwind



ausgehenden Kreisel über einer horizontalen Ebene etc. 675

genug gewesen ist, die Spitze des Kreisels durch die Reibung an

denselben Punkt der horizontalen Ebene gebunden werden wird,

ehe er selbst niederfällt. Ist jenes eingetreten und findet noch eine

drehende Bewegung des Kreisels statt, so ergibt sich aus dem
Frühern, dass seine Axe vertikal sein muss. Wäre sie nämlich

geneigt, so könnte sich der Kreisel auf keine Weise so drehen,

dass seine Spitze in demselben Punkte bliebe. Aus diesem Al-

len können wir daher den Schluss ziehen, dass der Kreisel,

wenn ihm nur eine hinreichend geschwinde drehende Bewegung
beigebracht worden ist, sich in Folge der Reibung endlich in

die vertikale Stellung aufrichten und dann um die vertikale Axe
seine Drehung fortsetzen wird. Diese Erscheinung ist um so

bemerkenswerther, als sie nur eine Folge der Reibung ist, so

dass mittelst dieser eine vertikale Linie und daher auch eine

horizontale Ebene erhalten werden kann. Diess kann auch in

der Schifffahrt grossen Nutzen verschaffen und ist desshalb einst

in England hierzu empfohlen worden.

43 ;
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Kapitel V.

Von der Bewegung einer Kugel, deren Mittelpunkt der Träg-

heit in ihrem eigenen Mittelpunkte liegt , über einer horizon-

talen Ebene.

Aufgabe 14.

§. 1175. Eine Kugel geht über einer horizontalen Ebene

beliebig sowohl mit fortschreitender, als auch mit drehender

Bewegung fort; man soll ihre Geschwindigkeit und die Richtung,

in welcher der Berührungspunkt die horizontale Oberfläche streift,

bestimmen.

A u f1 ö s u n g.

(Figur 158.) Es sei / der Mittelpunkt und zugleich der

Mittelpunkt der Trägheit der Kugel, deren Radius -=.f ist, und

es geschehe die Berührung im untersten Punkte T. Die Be-

wegung der Kugel sei aber so beschaffen, dass der Mittelpunkt

der Trägheit sich nach der Richtung PIR mit der Geschwin-

tligkeit— # bewege, zugleich aber drehe sich die Kugel um die

beliebige Axe 10 mit der Winkelgeschwindigkeit = £1 und in

dem Sinne, dass der Punkt T um Ö durch den kleinen Bogen

Tt fortgeht. Um die Lage des Punktes O zu bestimmen, setze

ich den Winkel PTO= 6 und den Bogen TO~s, den letztern

so genommen, als ob der Radius der Kugel =1 wäre. Man
ziehe TVi^FIR, alsdann würde, wenn die drehende Bewegung
nicht stattfände, der Berührungspunkt T die horizontale Ebene

mit der Geschwindigkeit v und in der Richtung TV streifen.

Wenn ferner die Kugel nur mit drehender Bewegung herumge-

führt würde, so würde der Punkt 1\ welcher sich durch Tt mit

der Geschwindigkeit =zf£ls\n TO=f£ls\ns bewegte, da diese
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Richtung horizontal ist, in der Ebene durch die gerade Linie

TS geführt werden, so dass, weil OTt^O , der Winkel ST®
~P7Y= 0-90° wäre. Es wird demnach FT®=270°— 0. Man
nehme nun die geraden Linien TV=v und TSzzzfSlsms an,

weil alsdann der Punkt T in Folge der Verbindung dieser zwei

Bewegungen fortrückt, so wird seine wahre Bewegung längs

der geraden Linie TF, der Diagonale des Parallelogramms TV.F0
erfolgen. Zieht man aus F auf TV die Normale FH, so wird

VH=ßlsmssm6 und FH=~ fSl sin s cos 0,

also TH=v— fSl sins sind

und die streifende Geschwindigkeit

TF—V> - 2/&v sin s sin +P&* sin s2 ,

wie auch , Tr™^ — /"Ä sin* cos

ö

tg VTF~— T7T—. r-7; •

Man ziehe aus dem Mittelpunkte / die Linie /Q# STF, als-

dann wird TQ==90° und RTQ— VTF. Ist daher /# der Rich-

tung, längs welcher der Punkt T die Ebene streift, parallel, so

wird nrrrk f&s\nscos6

und wenn man die streifende Geschwindigkeit

V^a— 2/
,

ÄüsinÄsinÖ + /
2Ä2 sin*a = M setzt,

^™^ jftisinscosö , ^«T^ /ß sin 5 sin6—-ü

s'mPTQ^— 1 und cos PTQ=' —
.

u u

Zusatz 1.

§. 1176. Es ist demnach möglich, dass die streifende Ge-

schwindigkeit und daher auch die Anreibung verschwindet, in

welchem Falle diese zwei Bedingungsgleichungen stattfinden

müssen

:

1) tßsinscos0= O und 2) v =f£l sin ss\n0.

Hieraus ergibt sich sogleich, dass, wenn keine fortschrei-

tende Bewegung vorhanden oder v = ist, keine Anreibung

stattfinden wird, im Fall

sin s =
ist, d. h. im Fall die Kugel sich um die vertikale Axe dreht.

Zusatz 2.

§. 1177. Ferner wird die Bewegung der Kugel frei von der

Anreibung sein, wenn erstens cos = oder der Winkel PTO
= 90° ist; zweitens muss die fortschreitende Geschwindigkeit v

zur Winkelgeschwindigkeit Sl in dem Verhältniss stehen, dass



678 Kap. V. Von der Bewegung einer Kugel,

v= fSls\ns 9

oder T.V=T® und der Winkel STG=0 wird.

Zusatz 3.

§. 1178. Verfolgt demnach die Kugel eine solche Bewegung,

so wird sie, weil nach Aufhebung aller Anreibung auch keine

Reibung stattfindet, dieselbe Bewegung beständig beibehalten,

indem nämlich die Drehungsaxe 10 die Eigenschaft einer Haupt-

axe hat.

Anmerkung 1.

§. 1179* So wie wir hier die Reibung aufgestellt haben, ist

sie einer Kugel nicht hinderlich, ihre Bewegung über einer ho-

rizontalen Ebene unversehrt beizubehalten, wir bemerken jedoch,

dass diess keinesweges geschieht, da die über einer Tafel mit

einer solchen Bewegung fortgeführte Kugel die letztere bald

ganz verliert; die Ursache hiervon kann dem Widerstände der

Luft nicht zugeschrieben werden. Ich bemerke hier aber zu-

erst, dass die Versuche niemals sehr vollkommen mit der Theo-

rie übereinstimmen; eben so wie, während wir in dem hier be-

handelten Falle angenommen haben, dass die Berührung nur in

einem einzigen Punkte geschehe, in der Praxis immer ein an-

derer Fall stattfindet. Wenn indessen der Bogen TOz=90° und

auch der Winkel PTO= 90° ist, wonach sich

v— fSl

ergibt; so wird, wenn auch die Berührung nicht in einem ein»

zigen Punkte erfolgt, doch die Anreibung verschwinden und man
wird daher das Aufhören der Bewegung keinesweges der Rei-

bung zuschreiben können. Hieraus müssen wir schliessen, dass

es ausser der Reibung, wie wir sie hier erklärt haben, noch

ein anderes Hinderniss der Bewegung gibt, während die Körper

über den Oberflächen einhergehen, welches man von der Rei-

bung gehörig zu unterscheiden hat. Wie auch der Grund die-

ses Hindernisses beschaffen sein mag, so ist es angemessener,

seine Wirkung besonders zu erforschen, als die hier aufgestellte

Natur der Reibung abzuändern. So wie wir hier vom Wider-

stände der Luft abstrahiren, wird es auch erlaubt sein, dieses

die Reibung begleitende Hinderniss vom gegenwärtigen Gegen-

stande zu trennen.

Anmerkung 2.

§. 1180. Ich betrachte hier sphärische Körper, in deren
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Mittelpunkte sich ihr Mittelpunkt der Trägheit / befindet, wel-

cher letztere sich demnach selbst auch in einer horizontalen

Ebene bewegt und beständig vertikal über dem Berührungspunkte

T liegt. Hieraus folgt, dass der Druck im Berührungspunkte

immer dem Gewichte M des Korpers gleich sein wird. Bestände

demnach der Körper aus gleichartiger Materie , so würden alle

seine Durchmesser die Eigenschaft einer Hauptaxe besitzen;

allein wir wollen uns eine beliebige ungleichmässige Verkei-

lung der Materie denken, jedoch so, dass der Mittelpunkt der

Trägheit in den Mittelpunkt der Figur fällt. Es wird daher

nothwendig sein, in der Kugel je drei Bauptaxen zu betrachten,

welche vom Mittelpunkte / aus die um Quadranten von einander

abstehenden Punkte A, B und C treffen und in Bezug auf welche,

nach früherer Voraussetzung, die Momente der Trägheit Ufa2,

Mb2, und Mc2
* sind. Obgleich wir aber spater je zwei oder alle

drei Momente einander gleich setzen, wird es doch angemessen

sein, solche drei feste Punkte auf der Oberfläche zu bezeichnen,

damit man durch ihre Beziehung zum absoluten Räume leichter

die Bewegung der Kugel bestimmen kann. Nachdem diese drei

Punkte A, B und C aber auf der Kugel angenommen sind, müs-

sen wir, w7eil die drehende Bewegung um Ö unserer Annahme

zufolge in der Richtung Tt 9 also in dem, dem früher angenom-

menen, entgegengesetzten Sinne CBA erfolgt, in der Anwendung

der allgemeinen Formeln auf diesen Fall die Winkelgeschwin-

digkeit £1 als negativ ansehen.

A u fg a b e 15.

§. 1181. Eine Kugel bewegt sich über einer horizontalen

Ebene auf beliebige Weise; man soll die Kräfte, durch weiche

sie angetrieben wird und deren Momente in Bezug auf die drei

Hauptaxen der Kugel bestimmen.

Auf lös u ng.

(Figur 159.) Man denke sich die Kugel In eine andere,

entweder feste oder gleiche fortschreitende Bewegung mit ihr

habende, Kugel eingeschlossen, auf welcher Z der Scheitelpunkt

und der ihm entgegengesetzte T der Berührungspunkt ist, DE
sei ein horizontaler nach einer bestimmten Weltgegend gerich-

teter Durchmesser und DPQE ein horizontaler grösster Kreis.

Jetzt aber nach Verlauf der Zeit t gehe die Kugel mit fort-

schreitender Bewegung nach der Richtung PI und mit der Ge-
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sehwindigkeit =t> fort, und man setze den Bogen DP oder den

Winkel DZP=yf die Hauptaxen liegen aber jetzt in A, 2? und

C. Hierauf drehe sich die Kugel um die Axe 10 mit der Win-
kelgeschwindigkeit ~Sl im Sinne ACB, und es sei zur Bestim-

mung der Lage des Punktes O der Winkel PTO oder PZO=6
und der Bogen ZO=:s. Wenn wir auch vorher den Bogen
TO— s gesetzt haben, so ist diess gleichgültig, weil nur der

Sinus desselben in die Rechnung eintritt. Es wird demnach
der Winkel I)ZO= 6+ (p und EZO= 180°-0—<p. Denken wir

uns ferner von den Punkten A, B und C sowohl nach O, als

auch nach Z Bogen grösster Kreise gezogen, so seien wie bisher

die Bogen AO— a, BO^ß, CO^y, ZA= l, ZB—m9 ZC=n
und die Winkel EZA=X9 EZB=p und EZC~v. In der vorher-

gehenden Aufgabe haben wir aber gezeigt, dass der Berührungs-

punkt T die darunter liegende Ebene, nach einer dem Radius
IQ parallelen Richtung, mit der Geschwindigkeit

=r V#2— 2/
,

ißysin$sin6'4-/,aiß2 sins2 streift, und dass

^„.^ «~^ f& sin 5 cos

ist, wobei f den Radius der Kugel bezeichnet. Da also der

Druck in T=M ist, so wird die Reibung zzzöM, und zwar ist

dieselbe im Punkte T nach der QI parallelen Richtung ange-

bracht. Zerlegt man diese Kraft nach den Richtungen der Haupt-

axen IA, IB und IC, so ergeben sich die Seitenkräfte:

längs IA~— 631 cos AQ,
längs IB=— dM cosBQ

und längs IC=z—+ öMcos CQ,
welche drei Kräfte man sich im Punkte T angebracht zu den-

ken hat. Hieraus schliesst man auf die Momente :

in Bezug auf die Axe IA im Sinne BC
z=z- ö31fcos CQ cosBT'+ ö31fcosBQcos CT = P,

in Bezug auf die Axe IB im Sinne CA
==— ÖMfcosAQcos CT+ SMfcos CQ cos AT = Q,

in Bezug auf die Axe IC im Sinne AB
^— dßlfcosBQcosAT + dMfcos AQcosBT = B;

es wird daher
P= 63If[cosmcos CQ—> cos n cos BQ]
Q= öMf[cosn cos AQ— cos /cos CQ]
R= §ß]f[cos /cos BQ— cosm cos AQ].

Setzen wir aber für den Punkt Q den Winkel PZQ-— |,

so dass
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r f&lsmscosd
£ * ~" v — f& sins sin 6

ist und die streifende Geschwindigkeit

Vtf2— 2fSlv sin s sin 6 + f
2 Sl2 sin s

2= m, so wird

. . /.ßsinseosö , «.
/"ißsinssinö

—

ü /c ,4^*
sing= — ' und cos£= (§. 1175.).

u u

Es wird demnach DZQ=zcp + ^ EZQ= 180°—9—5, also

fiZQ=fi + g.+ g>—180°,

CZQ= 180°—£—9-1/,

und so cos AQ=— cos (£ + 9+ A) sin £,

cosi?Q=— cos(£ + <p + ft)sinm

und cos CQ~—-cos (J-f <p + v) sin n.

Aus der Relation, welche zwischen den Winkeln l9 fi und v

eintritt, schliessen wir auf die Momente der Kräfte:

P=zöMßm /sin (X + <p + £),

Q

=

öMfsmm sin (ft -f <p + £)

und J2= M!//kiimsin(v+ (p + |;).

Aufgabe 16.

§.1182. Wir betrachten die drehende Bewegung zu jeder

Zeit als gegeben und sollen die /fortschreitende Bewegung der

Kugel bestimmen.

Auflösung.

(Figur 161.) Weil der Mittelpunkt der Kugel sich in einer

horizontalen Ebene bewegt, so habe er in der Zeit t die Linie

Gl beschrieben , welche man auf die der obigen festen Rich-

tung DE parallele Abscissenaxe GX bezieht und indem man

IX auf GUT normal zieht, seien die Coordinaten GX=X und

XI= F. Durch / ziehe man parallel GX die gerade Linie DE,
welche der Durchmesser DE in der Figur J59. sein wird. Nun

ziehe man IP9 so dass DIP— ElR~cp wird, alsdann wird der

Mittelpunkt / nach der Voraussetzung in der Richtung 1R mit

der Geschwindigkeit =v fortschreiten, so dass seine Geschwin-

digkeit längs GX=vcoscp und längs XI~vs\iup, also

dX~v cos cp dt und dY=zvs\ny>dt

sein wird. Ferner ziehe man die gerade Linie QIS 9 so dass

IQ der Richtung, in welcher der Berührungspunkt die Ebene

streift, parallel wird; alsdann wird der Winkel

ElQ=;DlSz=:180Q -£~~(p,



682 Kap. V. Von der Bewegung einer Kugel,

indem derselbe dem Winkel EZQ in Figur 159. gleich ist. Man
hat daher anzunehmen, dass die Kugel durch eine Kraft =6M
in der Richtung IS angetrieben werde. Hieraus entspringt dem-

nach die Kraft längs ID= —*dMcos (§ -f- cp) und längs XI
=ÖM sin (§+ cp), und es wird

d.vcoscp coscpdv— vsin cpdcp

-%Tät=- Wt =8cos (H<p)

und d.vs'mw sm cp dv A- v cos cpdw *.,<.. v

~Wt= 2gdt =*«»(S+9).

Ferner erhält man aus diesen Gleichungen:

dv v s.
vdop _ . .

^dt
=8co^' wü=8Bm *

und vdcp , , f£l sin s cos

dv ö v— /iß sin s sin

Aufgabe 17«

§. 1183. Nachdem die fortschreitende Bewegung der Kugel

bestimmt worden ist, soll man ihre drehende bestimmen.

Auflösung.

(Figur 159.) Man betrachte nun den Mittelpunkt der Kugel

/ als ruhend, es bleiben alle in der Aufgabe 15. angewandten

Bezeichnungen dieselben, ferner seien Ma?, Mb 2, und Mc1 die

Momente der Trägheit in Bezug auf die Hauptaxen IA, IE und

IC, welche wir zuerst als ungleich ansehen. Weil wir aber hier

die Winkelgeschwindigkeit Sl als negativ betrachten müssen,

indem sie im Sinne ACB gerichtet ist, müssen wir, wenn wir

jßcosa=.r, £lcosß~y und Slcosy= z setzen, in den allge-

meinen Formeln diese Buchstaben x, y und z negativ annehmen.

Nach §.809. werden wir daher die folgenden, die Bewegung

bestimmenden Gleichungen haben:

#2 c2 26fg
dx -\
——2

—

yzdt-\- —f- sin/sin(A-J-9? + J)rZ^=:0
Cl OL

c'z __ a2 2öfg
dy ~\ p

—

xzdt+ —n^ sin m sin (^+<p+£) dt—

a2 f}
2 2öfq

dz + — ^

—

xydt-{—^ sinn sin (v+<p+!) eW=0
c c

sin ldl=(z cosm — y cos n) dt

sinmdm= {x cos n— z cos /) dt

siandn=:(ycosl—x cos m) dt

sin PdX= (y cosm+ z cos n) dt
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sin m2d(i= (z.eos n + x cos l) dt

sin n^dv~(x cos l-{-y cos m) 6Z£.

Wir haben aber ferner nach der fortschreitenden Bewegung

dv ~2dg cos £dt 9 vdcp=z2dgs\n£dt

und __ /IQ sin s cos
&*—

\

ö— /
>

£isinssin0'

Hier ist PZO=zß und ZO=:s, und da demnach EZO
= 180°— — 9 ist, so haben wir

^ZO = 180°- A— — g>,

JBZO = fi + + g>— 180°

und CZO = v + 0-f 9-I8O .

Hieraus erhalten wir

cos«= coslcoss— sin/sinscos(/l-f 0+<p)

cos ß = cos wi cos ä— sin m sin s cos (jn+ + 9>)

cos y= cos n cos s— sin n sin 5 cos (y+ -f 9),

wobei cos s == cos /cos a+ cosm cos (3+ cosw cos y ist (§.937.);

wesshalb also sein wird

sin/cos/cos(il+0+9?)+sinmcosmcos(ft+0+^)+sin7icoswcos(v+0+g?)

= 0.

Setzen wir nun £lcoss~p und Slsln $~q , so dass tg£

fq cos vdop . . iL.— V;—r—?;" —r^ wird, so erhalten wir
v— fq sind dv

x.-=zp cos/ — q sin /cos (A+0+ cp)

«/ =/? cos ?/i— ^ sin m cos (^-f -f 9)

z = pcosn— grsiiiftcos (v + 0+90«
Aus diesen Werthen fo\gt

dl=qs'm(k-{-6-{-q))dt

dm=-qsm([A-j- 6+ q>)dt

dn— # sin (y+ + q>) dt

dl~pdt+ q c otg / cos (l-\- + 9) dt

d[jL—pdt+qcotgm cos (p,+ -f- g>) c/£

cZv =pdi + # cotgrc cos (v+ + g>) cfö,

und hieraus ferner

dx^zcosldp— sin /cos (Ä+0+qp) cZ^+ 0sin/sin(A,+0-fg))(€Z0-f-£&p)

dy~cosmdp— sinm cos(fA+0+<p) dq+ ^sinrasin(fi-f fcp){dd-\-dcp)

dz= cos rc d/>— sin ra cos(v+0+g>) dq-{-q smnsm(v -\-6-\-cp){d6-\-d(p).

Aber auch ohne Hülfe dieser Substitutionen erhält man, da

allgemein

sin/cos/sin(il+/4)+sinmcosmsin(^4-^()+sin?icoswsin(t'+^)=0

(§• H72)
ist, diese Gleichung
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a2cosldx+b2CQsmdg-{-c2cosndz-~a?x$mldl-- b2ysumidm—c2zsumdn
= Ö,

deren Integral ist

a2x cos l-\- b2y cos m f-c
2 zcosw~Const.

Diese geht, wenn man die Substitutionen anwendet, in die

folgende über:

p [a2 cos /
2 + b2 cos m2 + c2 cos 7z

2
]

— ^ [a2 sin /cos /cos (X+6+9) + 62 sin m cos ?w cos (^-\-6-\-cp)

-f- c
2 sin 7Z cos 7i cos (v+Ö+g?)] = Const.

Ferner erhält man auch, durch die im §. 935. gegebenen Re-

ductionen, für die lebendige Kraft die Differentialgleichung

a2xdx+b2?jdy+ c2zdz = 2%? sin (£-6) dt.

Anm erkung.

§.1184. Um die hier angestellten Reductionen mittelst der

oben (§. 1172.) gegebenen Formeln, wo wir die Winkel \i und v

durch l, l, m und n ausgedrückt haben, zu verstehen, wird es

angemessen sein zu bemerken , dass

— cos/cos?rccos(H-<9-|-(p)-J-cos?*sm (A+0+cp)
cosGi+ + g>)

=
Sin/ Sinm

, , — cos/cos72COs(A-f#+<50)— cos??* sin (A+6+^9)
eos(v+6+g>) = ShTTST™

— cos/cosmsin(H-ö+9>)— coswcos(M-6+g>)
s,n( fl+9+ SP)

=
sinZsinm

— cos /cos 7t sin (A+0+9>) + cosmcos(Ä+0+<p)
ßin(i/+ + g>)

=
SfiTTsh^

wird. Auf ähnliche Weise kann man die Winkel ^t+ 90+l und

v+ g> + £ auf den Ä-f<p-f£ zurückführen.

Ferner ist auch für die folgenden Reductionen diese Form
besonders zu bemerken:

sin (p+ B) cos0+O— sin (v +J5) cos (p+ Q

,

welche wegen
sin ilfcosiV=ya sin (M+N) + ya sin (M— N)

auf sin(fi— v) cos (B— C) reducirt wird. Stellen wir auf diese

Weise die Reduction auch für andere Formeln an, so finden wir:

sin(ft+^)cos(v+ C)— sin(v+ ß)cos(^+C) = sin(fi—V)cos(Z?— C)
siu(ii+B)sm(v+C)-s\ii(v+B)sm((i+Q = —-sin(fA—v)sh\(B— C)

cos(fi+J5)cos(V+C)~-cos(v+iB)coftj(^+C) = —sin(p—v)sin(Z?—- C),
wo sin(ft— v) durch die angenommenen Formeln gegeben wird,

indem man , . . cos/
vr y sin?/* sin 71

erhält.
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Aufgabe 18.

§. 1185. Eine Kugel besteht aus gleichartiger Materie oder

ist wenigstens so beschaffen, dass alle ihre Momente der Träg-

heit einander gleich sind, ferner ist ihr im Anfange eine belie-

bige Bewegung beigebracht worden; man soll deren Fortsetzung

bestimmen.

Auflösung.

Da hier a2 ~62= o2 , oder das Moment der Trägheit in Be-

zug auf jeden Durchmesser z=Ma2 ist, so ergibt die erste in-

tegrirte Gleichung cfip = Const.

;

es ist also p eine constante Grösse. Man setze demnach p=zh,

und es nehmen alsdann die drei ersten Differentialgleichungen

die folgenden Formen an:

L — cos (H-0+y) drj + q sin (H0+9>) (de + d<p)

18fq+ -^sina+ 9 >+ |)£Ö =
iL — cos (ffc+0+<p) dq+ q sin (p + 6+99) (dB +dq>)

2oYo
+ -j(?Bin(ii+ <p+£)dt=

III. — cos(v+6+9)cfy+ ^sin(v+0+ <jp)(d!0+ £Z<p)

28fq .

+ -^ sin (v+9+|)^= 0,

von denen man aber nur je zwei in Betracht zu ziehen braucht,

weil aus ihnen schon der Schluss, dass p=h sei, hervorgegan-

gen ist. Nun combinire man mittelst der obigen Reductionen

die zwei letzten Gleichungen folgendermaassen;

H.Xcos(i/+0+g>)— III.Xcosfyt+0+ g>);

alsdann erhält man

q sin ((i—v) (dd+dy) +—^ sin (p
—v) cos (£

—

6) dt=0

°der
9(d6+dq>)+^ß cos(£— 6)<tt= 0.

Hierauf ergibt die Combination

II.Xsin(v+0+ g>) — lII.Xsin(p+ 0+g>)

die Gleichung

sin (ja— v)dq— —^sin(^—v)sin(|— 0) dt~0

dg= -^r8inß—6)dt

Substituirt man diesen Werth in die letzte Gleichung für

die lebendigen Kräfte, so erhält man
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xdx -\-ydy+ idz= qdq
also x*-\-y*+z*==£l*=Consl+ q*=:CorisL+Sl*sms2 ,

so dass i22 coss2= Const.

wird, wie wir schon aus £lcoss=p=:k gefunden haben. Wir
haben demnach die folgenden, von den Buchstaben l, m, n, X,

(jl und v freien Gieichungen

:

I. q (dd + dcp) +
2-^ cos (£-0) dt=:0

II. dg=-Jfam(£--6)dt

III. dv = 2dg cos %dt

I V. vdcp r=: 2ög sin £e£#.

fo cos
Diesen füge man die endliche Gleichung tg £= ,.—r—

r

hinzu und forme diese um in

v sin |—fq cos (£— 0) = 0.

Differentiirt man nun die letztere, so erhält man
8in£dv+vcos£d£—fcos(£-d)dq+fqsin(g--0)d£--fysm($-6)d6=0.

Hierauf bilde man
I.Xsin (£-0) + II.Xcos(5-Ö),

wodurch man erhält

qsm(£-0)d0+ qs\n(£—6) dcp + cos (£—6) dq — Q,

und nachdem man diese mit f multiplicirt hat, addire man sie

zur vorhergehenden Gleichung; alsdann erhält man
sm^dv -^vcosld£+fqsm (g—0) (d^dcp) = 0.

dv cos s
Weil ferner —5— =-7—7. ist, so geht die vorstehende Glei-

vdcp sing fe

chung über in

t>cosg(efy>+«8) +/0sin(g—0)(«e+dg>) =0
oder [-ucosg+ ^sing—ö)] (dg+dg>) = 0.

Hier kann nicht
cos £+ /ty

sin (£— 0) =
sein, denn da ttsing — /fycos(g— 0) —0
ist, so würde aus diesen beiden folgen

v cos = und /ty cos 0=0,
was nur stattfinden kann, wenn = 90° ist. Es bleibt daher

nur übrig, dass

dq> + d£=z0 9 also 9? -f- § == Const.

sei. Nachdem wir diess erlangt haben, wird das Uebrige ohne

Schwierigkeit abgemacht. Um aber die Integrationen zu bestim-

men, setzen wir voraus, dass für den anfänglichen Zustand oder
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tf=0 die fortschreitende Geschwindigkeit v~e, der Winkel <p=0,

PZQ— O— f), ZO=s~f und die Winkelgeschwindigkeit im

Sinne ACB oder Sl = s gewesen sei. Hiernach ist für die-

selbe Zeit:

/ ^ * . i. i , c s/sin fcos J)

»==/*= «S<Lcoss— £ cosf, '<y = £sinf und tff£= /• . ,. ;—r*
' ' ö ~ e— s/smfsini;

Man setze nun —— ^ . £
.—7-^ztgc, so dass im Anfange

1=5 gewesen sei, alsdann wird beständig

£+<?> = £

sein und daher der Winkel DZQ=z£ oonstant bleiben. Da nun

£= 5

—

cp ist, so wird

v sin (5— (p) = /^cos(5— ö—-qo).

Oben (§. 1182.) haben wir aber gefunden

d.vcoscp«__= acog(6+q ,)== « coßr

und cZ.vsing) . . .

—

2

y^ =osinfe+ y)==gsin5 >

woraus wir durch Integration erhalten:

vcoscpz=:e-\'26gt cos 5 und # sin 9== 26V// sin 5-

WT
ir haben demnach

v=W2+4(%£ co¥5+4dVJ*

2^ sin 5
tg ^~^f2<%2cos5

m,d
* /* n

gsn^ — fgcoaO __
tg(f-9>; -

g CoS .5+2'd^
~ v—fq sind

~~ g §#

Ferner gehen, weil ^<p = — eß ist, die zwei ersten Glei-

chungen über in

l. q(d£— dO)=^ cos (£-&) dt

II. cfy = ^sin(£---0)cft.

Dividirt man die zweite durch die erste, so erhalt man
dg __ sin (£-—ö)

q(d£-dd) " eos(£— 6>)

'

und wenn man integrirt

# cos (I— 0)= Const.= s sin fcos (5— 6).

Substituirt man den hieraus sich ergebenden Werth von* q
m die erste Gleichung, so erhält man

Esinf cos (g— $)(<%— dß) ^2dfg
,cos (£— 0)

a aa ^
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und wenn man integrirt

s sin f cos (£—Wtg(g-0) = Const.+ -£ß

,

wobei Coiist.= £sinfsin(£

—

X)) ist. Es ist aber

tg (6-0) =tg(^9)-6)- I+tg ötg(t-^)

ferner nach der Voraussetzung

. - esinf
£ Sin f= -Ip TZ TT J

/cos (£-*))

*(M)=*<t-.) + S3S
und esing

tg
^"ßcosJ+2öy*

Hierdurch wird der Winke] leicht bestimmt, und es ergibt

sich hierauf islng'

'-Vcos(g-0)'

Es muss hier ader bemerkt werden, dass, weil

g/sinfcosf;
®^ e— s/sin f sin ty

ist, wie wir oben (§. 1181.) hinsichtlich des Winkels £ gezeigt

haben, . ^
—

-

sfsmfcosfy

Ve2- 2ß6/
,

sinfsinr;+£2 /
r2
sinf2

und „
— e + sfsmfsmt)

cos £=~
V>- 2e£/'sin fsin t) + «Y^inf2

sein wird, woraus folgt:

„ ^ — ecosl)
COS (£-$>:

"V«a— ^ef/'sinfsin^ +^Psinf2

Nachdem wir diess gefunden haben, folgt aus Slcoss= £Cösf

und ßsim = q

Sl= V^2
-f£

2 cosf2 und tgs=-—q—
r

Auf diese Weise wird sowohl die fortschreitende Bewegung
als auch zu jeder Zeit die Drehungsaxe ö nebst der Winkel-

geschwindigkeit £1 angegeben werden können, was zur Erkennt«

niss der Bewegung hinreicht. Die Bestimmung der Lage der

Punkte A, B und C zu jeder Zeit ist aber zu schwierig, als

dass man sie durchführen könnte.
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Zusatz 1.

8. 1186. Da die Winkelgeschwindigkeit Sl = oder
cos s

cosZO umgekehrt proportional ist, so folgt hieraus, dass, wenn
der Drehungspol ö sich anfangs in der obern Halbkugel DZE
befunden hat, er niemals in die untere gelangen kann. Beim
Uebergange desselben durch den horizontalen Kreis DE würde
sich nämlich die Winkelgeschwindigkeit £1=:gd ergeben.

Zusatz 2.

§. 1187. Aus demselben Grunde wird der Drehungspol O,

wenn er sich anfangs in der untern Halbkugel DTE befunden

hat, niemals in die obere gelangen. Jlat er sich aber anfangs

auf dem horizontalen Kreise DE selbst befunden, so wird er

beständig auf demselben bleiben. Ist nämlich im Anfange die

Drehungsaxe horizontal gewesen, so wird sie es beständig bleiben.

Zusatz 3.

§. 1188. Ist im Anfange der Winkel 2>ZO= £— 90° gewe-

sen, so wird sin£~0 und da wir erhalten

*„/f- *\— £/sinf-~esinft

so wird auch £—-0= 90°. Weil aber

, .
esing

tg§~ecos£ + 2ö#£'

so wird |=0 und so 6=PZO=:90o
. Sobald daher der Winkel

PZO diese Grösse erreicht, wird er sie beständig beibehalten.

Zusatz 4.

§. 1189. Bemerkenswert!! ist auch die Eigenschaft, dass der

Winkel £+q> oder DZQ in der Figur 159., so wie D1Q in der

Figur 161. constant ist. Die gerade Linie QIS bleibt nämlich

beständig sich selbst parallel, und weil die Kugel bei ihrer fort-

schreitenden Bewegung durch die constante Kraft dM nach der-

selben Richtung IS angetrieben wird, so muss die von ihr be-

schriebene Curve Gl nothwendig eine Parabel sein.

Anmerkun g 1.

§. 1190. Diese Bewegung der Kugel, wie sie durch unsere

Formeln bestimmt ist, dauert aber nicht länger, als in Wirklich-

keit die Reibung stattfindet oder die horizontale Ebene im Be-

rührungspunkte T gestreift wird. Trifft es sich nämlich, dass

44
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die Kugel nicht mehr die Ebene streift, oder die streifende Ge-

schwindigkeit in T verschwindet, so verschwindet auch plötzlich

die Reibung und es finden die erhaltenen Formeln nicht mehr

statt. Alsdann wird daher die Kugel sowohl mit fortschreiten-

der, als mit drehender Bewegung gleichförmig in gerader Linie

vorwärts gehen und die Drehungsaxe keine Aenderung mehr

erleiden. Ist aber sogleich im Anfange die der Kugel beige-

brachte Bewegung so beschaffen, dass die Reibung INull ist,

was geschieht, wenn
f/sin f cos i) = und e— efs'm fsin f)

ist, so wird hierauf die Kugel keine Reibung erleiden und so-

gleich von Anfang an die fortschreitende Bewegung gleich-

förmig in gerader Linie erfolgen und jene sich zugleich gleich-

förmig um dieselbe Axe drehen, ist aber dem Körper von An-

fang an eine andere beliebige Bewegung beigebracht worden

so wird es immer nach Verlauf einiger Zeit dahin kommen, dass

die Reibung verschwindet und er seine Bewegung gleichförmig

fortsetzt ; diesen merkwürdigen Zeitpunkt werden wir in der

folgenden Aufgabe erforschen.

Anmerkung 2.

§. 1191. (Fig. 159.) Dasjenige, vvas wir aus der Auflösung

der Aufgabe hergeleitet haben, kommt auf das Folgende hinaus.

Aus der zuerst beigebrachten Bewegung haben wir die Geschwin-

digkeit der fortschreitenden Bewegung = e nach der Richtung

DI, und wenn sich der Körper um die Axe 10 mit der Winkel-

geschwindigkeit e im Sinne ACE oder ZETD, welchen man

den vorwärts gerichteten Sinn zu nennen pflegt, dreht;

so sei der Bogen ZO=sf und der Winkel DZO~t). Ferner sei

der Radius der Kugel =f und ihr Moment der Trägheit in Be-

zug auf alle Durchmesser = Mo?, wo M ihre Masse ist. Aus

diesen gegebenen Grössen findet man die streifende Geschwin-

digkeit im Berührungspunkte

=V>— 2*e/sinfsin t) + £
2
/
2 sinf2 ;

wir setzen dieselbe =£. Nun suche man einen Winkel £, so

dass . , —s/sinfcoslfl _ , s/sinfsinfj— e
sing— —7- und cosf=

j

werde und es sei DZQ=z£, alsdann wird IQ die Richtung der

streifenden Bewegung sein. Geht nun nach Verlauf der Zeit t

der Mittelpunkt der Kugel mit der Geschwindigkeit v nach der

Richtung PI vorwärts und dreht sie sich mit derWinkelgeschwin-
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digkeit =& im Sinne ZETD um den Pol ö, setzt man ferner

DZP~(p, PZO= 6 und ZO=.s; so haben wir erstens gefunden

_ 'lögt sing

^ ^ e+ 2(ty£ cos g

und die Geschwindigkeit des Mittelpunktes

=W+ iöegtcos £+ 4<5V*2
-

Es wird aber die streifende Geschwindigkeit auch jetzt in

der Richtung IQ stattfinden, wobei DZQ = £ ist, und setzt man
PZQ=2%, so wird

esi"£
g§ "ecos£+2&7*'

Zweitens ist

wobei , _. , v s/Vinf— esinl)
tg (£-»)=

ecQs(;

ist; hierdurch wird der Winkel bekannt und dann, weil DZO
= 9-+6»=g—J+(9 ist,

tg/>ZO=tg((p+ö)^
£fl2^infcos^2^V Sinfcos^

"•

Hieraus haben wir endlich erhalten

e sin £
i2coss= £cosf und ,£ sin s= > /g ^

•

Zuletzt haben wir die streifende Geschwindigkeit längs IQ

= Vv*—2&fv sin s sin + &V2 si«^ (§• U81
gefunden, und wenn man dieselbe = w setzt, so haben wir oben

gezeigt, dass

. , — Slfs'm s cos . SlfsmssinO— v
sin£= und cos£—w w

ist, wodurch Sl und s bestimmt werden.

Zur Bestimmung der Lage der auf der Kugel festen Punkte

A 9 B und C für jede Zeit sind aber die Formeln so verwickelt,

dass maß nichts daraus schliessen kann. Setzt man inzwischen,

um den Punkt A zu bestimmen, ZA— l und EZA— X, so wird

die ganze Arbeit auf die folgenden zwei Gleichungen reducirt:

I. dl^dl^esmfsm(i) +X)^^^cos(t+ kfj

IL sin/c^:=£cosfsin/fZ£

+ cos lQ sin f cos (fy + k) + ~^- sin (£+ l)Jdt ,

deren Auflösung, wie ich furchte, fruchtlos unternommen wird.

44*
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Da wir nun für jede Zeit die Drehungsaxe nebst der Win-

kelgeschwindigkeit anzugeben vermögen, was zur Kenntnis« der

Bewegung, wie man sie gewöhnlich verlangt, hinreichen kann;

so erscheint es um so wunderbarer, dass die Bestimmung der

Bewegung einzelner Punkte in der Kugel gleichsam über die

Kräfte der Analysis geht. Noch weit weniger wird man daher

über die Bewegung solcher Kugeln, in welchen die Momente der

Trägheit nicht einander gleich sind, etwas zu bestimmen im

Stande sein.

Aufgabe 19.

§. 1192. Einer Kugel, deren Momente der Trägheit alle

einander gleich sind, ist eine beliebige Bewegung beigebracht

worden ; man «oll den Zeitpunkt angeben, um welchen die strei-

fende Geschwindigkeit und daher auch die Reibung verschwin-

det, die Kugel also mit gleichförmiger Geschwindigkeit bestän-

dig fortschreitet.

Auflösung.

Oben im §. 1176. haben wir gesehen, dass für den Fall, wo
die streifende Bewegung verschwinden soll,

SlsmsQosß =z0 und v = fSl sin ssm

sein oder in dem Ausdruck

f£ls\nscosd
tff £~ -

8
V'— f£l sin s sin 6

Zähler und Nenner zugleich verschwinden müssen. Da wir nun

aber , . esin£
fgr Fb e cos £ -f sögt

gefunden haben, wo der Zähler esinf constant ist; so muss,

wenn in jener Formel der Zähler verschwindet, nothwendig zu-

gleich der Nenner verschwinden, weil sonst die Gleichheit die-

ser Brüche nicht bestehen kann. Die Annahme, dass cos =
sei, wird daher die gesuchte Zeit ergeben.

Wir werden aber dasselbe ausführlicher bestimmen, wenn
wir für die beliebige Zeit t die streuende Geschwindigkeit w auf-

suchen. Da nun

Slfsinscosß
,

iß/sin s cos
sin£= also w = r—

fcb w sin£

ist, so wird zunächst, weil Slsms = j-—
(£— 8)

1S**

£sinfcosß
w =— -7

sin | cos (g—6)
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Weil aber = £— (I— 6) ist, so erhalten wir

w—— esing[cotg£ + tg(g— 0)],

und wenn wir statt tg£ und tg (£

—

6) die oben gefundenen
Werthe Substituten,

w^^ecost+ 2dgt + esmttga-W+^^^
Es ist aber

coBg+s8Dgtg(^»)==
cog

C^^ und cos (f-W= -^^(§.1185.),

mithin ecosg+ esin gtg(g—• f)) = — ^,
wo /* die anfängliche streifende Geschwindigkeit bezeichnet. Nach
Verlauf der Zeit t haben wir daher diese Geschwindigkeit

so dass dieselbe im Verlauf der Zeit gleichförmig abnimmt. Sie

wird demnach endlich gewiss verschwinden, und zwar wird diess

geschehen nach Verlauf der Zeit

t
~2ög(a*+n ;

es wird alsdann ferner cos = und B^zPZO = 90° sein. Ist

diess nun eingetreten, so wollen wir sehen, wie die übrigen

Bestimmungen der Bewegung sich alsdann verhalten werden.

a2k
Da nun 2%t= -

2 , ^ ist, so wird

*
q2£sing , .- __ g (<*»+/») sing

tg9?-^(a2+/2
) + «2 /i:cosf

Una rg§ -ß(a2+/2)cosg+«^
,

so wie, weil 0=90°,
e sin g& sin s =
/sinf

*

Da aber 4
/" 2a2e£cosg , a4£2

~

a2+/2
' (a2+/2

)
2

wird, so erhalten wir

a2&sing e(a2+/2)+a2£cos£

esing t>

sm£ = und so Sl&ms = tt •

Weil ferner Äcoss — scosf ist, so erhalten wir

ö £/C0Sf
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und ß=y^+ £2 cosf2

V
r
g2/2+2ggaYsinfsinHg

t2

«4 siTiP+62(ft2+/'2)
2cosf2

weil Ä2 = e2— 2£e/
,

sinfsin^ + E
2
/
,2
sinf2 ist.

Zusatz 1.

§. 1193. Je grösser demnach im Anfange die streifende Ge-

schwindigkeit k war, desto länger dauert die Bewegung, ehe

sie mit dem Aufhören der Reibung zur Gleichförmigkeit gelangt.

Besteht aber die Kugel aus gleichartiger Materie, so wird

a2 = 2
/5

/'2 (§.506.), und es wird daher die Gleichförmigkeit der

Bewegung beginnen nach Verlauf der Zeit

k
t~if*- Secunden;

es wird hieraus unter der Voraussetzung, dass ä=V3 sei, £=,=-,

wobei g— 15% Fuss ist.

Zusatz 2.

§. 1194. Damit der Mittelpunkt der Kugel um dieselbe Zeit

zur Ruhe gelange, muss der Anfangszustand so beschaffen sein,

dass . _ ., a?k
cos£= — 1 und g=

q2 ^.g

sei. Es wird demnach k = e— s/sinfsinf) und sinfj = l, oder

r) = 90° und k = e— sfsinf, also

Ferner wird, weil v = ist,

s = 0und 5i= £C0sf,

mit welcher Winkelgeschwindigkeit die Kugel sich jetzt um die

ruhende vertikale Axe drehen wird, nachdem von Anfang an

die Zeit e _, ,

t=iäT- öecunden

verflossen ist.

Zusatz 3.

In diesem Falle, wo im Anfange I) =*90° und

ist, wird £=180°, 9=0, 1=180°, = 90° und

« = e—2dgt Ferner erhalten wir
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e/eosf . e/V 2&/A
Sl cos s = — 9 . * und &lsm$z=z—> -~

( 1 ,J-
)

,

a2 sinf a2 \ e J

,8>=(i-?y>sf

Ars ä-^-7W ! — sinf^-f-—v- sinf2 .

a2 sin ff e ' ' e2
!

Im Anfange war aber die streifende Geschwindigkeit

*=-(i+9'
und es ist dieselbe nach Verlauf der Zeit t

'=(l+5)(e-2»^).

Wir sehen daher, dass, wenn man t— gT" setzt, zugleich

«ü == 0, t? = und jrrö wird, wie yorhin.

Zusatz 4.

§. 1196. Damit der Werth £ls\ns=:-n yz
—^ nicht unbe-* /cosg— 0)

stimmt erscheine, was geschieht, wenn der Zähier und Nenner

zugleich verschwinden oder £=0 ist, wird es angemessen sein,

statt sin£ und cos (g

—

6) die Werthe aus dem Obigen zu Sub-

stituten. Auf diese Weise wird man finden .

Slslus =V~^3^ Slnf(«y ~ »i"g)
H
.±Mgg£f

>

woraus, weil £L cos s = s cos f ist, hervorgeht

4fo/fo£sinf(g/sinf~esinfr) 4d2/2ff2 *2

a?k
+

a2
02__

£2 __
^"«vy * »"* y w oi " >

— * CTt" vs i ;

Zusatz 5.

§. 1197. Da die lebendige Kraft der Kugel = ]ß(v*+a*Sl*)

ist (§. 746.), so war dieselbe im Anfange = iJ/(e2+£2 a2); nach

Verlauf der Zeit t wird sie aber

=M [e2+£%2— 4fy**+ 4(l+Q<5V*2
]-

Demnach wird nach Verlauf der Zeit t = n* , » . v»^ die

lebendige Kraft der Kugel

__ Jf [^
2/'2+2ggd2/

,

sin fsin j)+ s2«2(a2 -f-/'
2 cos f

2
)]~~

a2+/2

und der Unterschied zwischen der anfänglichen und dieser letztern



696 Kap. V. Von der Bewegung einer Kugel,

mithin die lebendige Kraft zur erwähnten Zeit

= M [* + **-$£].
Anmerkung.

§. 1198. Nach diesen Formeln kann man die ganze Bewe-

gung der Kugel angeben , was für eine Bewegung ihr auch im-

mer im Anfange beigebracht sein mag; indessen sind diese

Formeln nicht wenig verwickelt, wesshalb es zur deutlichem

Darstellung nicht zwecklos sein wird, einige merkwürdigere Fälle

zu entwickeln. Solcher gibt es, w7ie wir oben angedeutet haben,

besonders zwei, nämlich den einen, in welchem der Bogen ZO
anfangs ein Quadrat, und den andern, in welchem der Winkel

DZO~{) anfangs ein rechter war; beide Fälle wollen wir hier

getrennt entwickeln.

Aufgabe 20.

§. 1199. Einer Kugel, in welcher alle Momente der Träg-

heit einander gleich sind, ist im Anfange eine drehende Bewe-
gung um eine horizontale Axe ausser der fortschreitenden bei-

gebracht worden; man soll die Fortsetzung der Bewegung be-

stimmen.
Auflösung.

(Fig. 159.) Da im Anfange die Drehungsaxe horizontal war,

so wird fr=ZÖ— 90°. Wenn demnach e die fortschreitende

Geschwindigkeit nach der Richtung DIE und s die Winkelge-

schwindigkeit um die Axe IG im Sinne ZETD bezeichnet, so

sei zur Bestimmung des Punktes O der Winkel DZOz=zi), w7o-

bei f der Radius der Kugel und Ma2 ihr Moment der Trägheit

bleibt. Es war daher im Anfange die streifende Geschwindigkeit

k= V>— 'leefsmft + eZf2

und zur Bestimmung ihrer Richtung IQ der Winkel DZQ = g,

so dass . . efcosh . f e/sinf)

—

e
sin&rzz —

j

— und cos£ — r—

—

ist (§. 1191.). (Figur 161.) Nachdem wir diess für den Anfangs-

zustand aufgestellt haben, so habe im Verlauf der Zeit t der

Mittelpunkt der Kugel den Weg Gl beschrieben, er befinde sich

daher jetzt in /; alsdann wird seine Geschwindigkeit längs IR

= t>=\ e2 + **e0(*f™£z4 + iS*<jH>.
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Setzen wir daher die Coordinaten GX—X und X7= F, so

wird, weil

* i^yr> 4.
Vöefgt cos t)

tg EIR= tg g?
— ^

e£+ 2ögt(sfsin t) — 6)

ist, 2%tfd£ , , . .al= edt -f —^— (e/sin x)— e)

und -2^6/57 cos fjfaft

dF=- ^ ;

mithin GX= X=et +
8
!f(efMi>~e)

und X/=r=-^cos*.
(Fig. 159.) Die drehende Bewegung erfolge nun im Sinne

ZETD mit der Winkelgeschwindigkeit = Sl um den Pol O,

wobei ZO^s, PZO= 6 und DZQ=<p+£ ist und 7Q die Rich-

tung der streifenden Geschwindigkeit darstellt. Da nun bestän-

dig 9? + I= J;
oder die Richtung IQ constant ist, so wird nach

§. 1188. _ ^

sefcost)
tg * — ""

eefsm t) -e*+ 2ögkt

und nach §. 1191.

tgtf— ö;—
ßcosf) ££>a2C0Sj)'

hierdurch werden beide Winkel I und bestimmt und nach §.1191.

£a2 /^sinr)-|-2^/;^(e-£/
>

sinl))
tg (g> + ö) —

£a2Ä cos t)
_, »öePgt cost)

sein. Die streifende Geschwindigkeit nach der Richtung IQ wird

ferner, weil i&coss= scosf=0 ist, ZO= s — 90° und

_aT »

"

4defyt(ef— e sin fr) , 4oW*2ß=^2 ^J ^ a,

Diese ungleichförmige Bewegung wird aber nur während der

Zeit a2k

2fy(a2+/2
)

dauern, und es wird nach Verlauf derselben

£a2fcosf) £a2 cosfj
g9? ~ ~

e (aHf*)+ a?(sfsin f)— e)
~ "~

ef+ea2 sinf)'

»=\T
s = 90°,

9 2a2g(g/
,

sin^--g) ft
4£2

e a?+p +
(a2+/

,2

)
2,
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und wenn man den Werth von ä2 substituirt,

Q __ g,... V>/2+ ZeegZfs'm f) + £%*

f cP+ f*
Ferner wird nach §. J192.

0=90° und 8106=^^-
v

Zusatz 1.

§. 1200. War im Anfange der Winkel DZO~f)~ 0, so wird

k = Ve*+E*f*,
und zur Bestimmung des Winkels DZQ~t;,

sf e
sin g = — -r und cos f = — 7-

.

Hierauf ergibt sich nach Verlauf der Zeit t

t?=V e .y*S*+4ty*.

2dsfyt

Ferner haben wir

eef
tgg

-2dgkt
9

, , „n "2defgt

Ä=V*a-=^^+- .4

tu
und

a2£
Nach Verlauf der Zeit t~

nfi ( 2+/2)
w *rc* a^el

tgg>= —-^ «>= "—^+7^ =/&>.

Zusatz 2.

§. 1201. Wenn aber der Winkel Z)ZO=$= 180° war, so

werden dieselben Formeln die Bewegung angeben, wenn man
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die Winkelgeschwindigkeit s negativ oder im entgegengesetzten

Sinne gerichtet annimmt. Ist aber £ = 0, oder der Kugel nur

eine fortschreitende Bewegung beigebracht worden, so wird

nach §. 1185.

k=ze, £ = 180°, v = e-2dgt 9 g>= 0,

X==zt(e—igf), F=0, 1=180°, ö=90o

und o — ^lül

Ferner wird nach Verlauf der Zeit ^ö^a2^/2
)

1

und __ et(a*+2f*)_ a*eHa*+*f*)A
~~2(a2+/ 2

) -"4^(a2+/2
)
2

*

Anmerkung.

§. 1202. Dieser Fall, in welchem die Kugel anfangs keine

drehende Bewegung empfangen hat, gilt allgemein und ist an

keine Voraussetzung der Winkel f und r) gebunden. Alsdann

geht daher die Kugel geradlinig mit verzögerter fortschreitender

Bewegung vorwärts und wird allmählig eine drehende Bewegung
o/^e

annehmen,, bis sie nach Verlauf der Zeit fc= * , » . t^ eine

gleichförmige Bewegung erlangt, mit welcher sie hierauf bestän-

dig fortschreitet. Hierdurch werden wir zu dem Falle geführt,

in welchem die Kugel im Anfange nur eine drehende Bewegung

ohne irgend eine fortschreitende empfangen hat und dessen

Entwickelung leicht ist. Setzt man nämlich e=.Q, so wird nach

§.1191.

k=zsfsmf, also sinf=:— cosf), cosf=sinf; und ?=#— 90°.

Hierbei ist zur Bestimmung der Axe 10, um welche anfangs

die drehende Bewegung beigebracht worden ist, ZO— f, DZO
— f) und die Winkelgeschwindigkeit im Sinne ZETD= e. Nach

Verlauf der Zeit t wird cp~£, indem man nämlich den Winkel

DZO—i) um PZO= 90° vermindert, ist PI die Richtung der

fortschreitenden Bewegung, wrelche die Kugel erlangen wird,

und deren Geschwindigkeit

v~2dgt,
also der Zeit proportional ist. Ferner wird aber tg£ = und

tg(£— 0)=a>, demnach, weil g>+6= £=*)— 90° ist,

g = und (9=90°, also DZO = £+ 90°:=*),
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so dass der Drehungspol O sich beständig auf demselben Ver-
tikalkreise befinden wird. Endlich ist nach §. 1196.

ßsin* = Y * s,n" ^2 r ~t—= ssinf ^_

&coss=:ecosf, also tgs— tgf J&

,

° ° £«2 C0Sf

so dass der Bogen ZO kleiner wird, ausgenommen wenn er

= 90° oder > 90° ist; auch haben wir

_,j/"^ Msfgtamf AS*f*g*p
&l — l

B
a2

+ ö* •

Die Bewegung wird aber eine gleichförmige werden nach

£ß2/*sin f
Verlauf der Zeit iz=z

i).8a(a2,4-f^)
(§'^1.):> und zwar wird alsdann

o _sVVsinf2-Kq2+/2j2 C0S:pw- ^2+72 *

saVsinf . x a2 tgf
*=-^j?5r ÜDdt8 ,= 5q7ä-

Wenn demnach f=0, oder der Kugel eine drehende Bewe-
gung um eine vertikale Axe, ohne irgend eine fortschreitende,

beigebracht wäre, so würde sie dieselbe Bewegung unverändert

beibehalten.

Aufgabe 21.

§. 1203. Einer Kugel, in welcher alle Momente der Trägheit

einander gleich sind, ist eine drehende Bewegung um eine auf

die Richtung der fortschreitenden Bewegung normale Axe bei-

gebracht worden; man soll die Fortsetzung der Bewegung be-

stimmen.
Auflösung.

(Figur 159.) Da DIE die Richtung der im Anfange beige-

brachten fortschreitenden Bewegung und e ihre Geschwindigkeit

ist, so wird der Winkel DZO =2 J;= 90°, und wenn man ZO=f
annimmt, so war O der Pol, um welchen im Anfange die Kugel

die Winkelgeschwindigkeit =.£ im Sinne ZETD empfangen hat

Wir haben demnach
A = db(^— e/sinf),

wo man den positiven Werth für k annehmen muss, so dass

sich hier zwei getrennt zu behandelnde Fälle ergeben.

Fall I. Es sei c>f/
,

sinf, alsdann wird die streifende Ge-

schwindigkeit im Anfange oder

&==: e~a/Vinf
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und ihre Richtung ist IQ, so dass s'mDQ=0 und eosDQ=r— 1

(§.1199.), also i>Q= f=180° wird und Q auf E fällt. Die Ku-

gel wird durch die Reibung 8M längs ID beständig zurückge-

zogen, woraus man sogleich schliesst, dass der Mittelpunkt /

auf derselben geraden Linie DE fortgehen wird. Nach Verlauf

der Zeit t wird demnach, weil cosf= — 1 ist, die Geschwindig-

keit des Mittelpunktes

v= e->28gt (§.1191.)

und die streifende Geschwindigkeit

w = e-sfs\nf-28g(l+F)t (§. 1192.);

ausserdem haben wir

^= 0, £=£— g>= 180° und = 0.

Zur Bestimmung der Lage der gegenwärtigen Axe IO ha-

ben wir DIO= 90°, und wenn wir den Bogen ZOzzzs und die

Winkelgeschwindigkeit =£1 setzen, so wird

52 cos ä = scosf und iß "sin 5 = ssinf ~\ ~-
,

ci

woraus man erhält

tSS = tgf+ ~V*>b ö« £«2 C0Sf

(Figur 161.) In dieser Zeit t durchläuft der Mittelpunkt /

die gerade Linieb GX = X=t(e-dgt).

Diese ungleichförmige Bewegung wird aber während der Zeit

a2 (e— e/sinf)
*- 28g(a*+n

dauern, und nach Verlauf derselben wird der Weg
a*(e— efswf) [e(a2 +2f*) + sa*fsinf]X —

'2ög(a?+P)z

und die Geschwindigkeit

V~ tP+ f*
Zur Bestimmung der drehenden Bewegung haben wir aber

tgs=tg ZO= tgf+
£(a2+/2)cosf

-
,(ö

2+/2)cosr

wobei beständig Z)/0 = 90° ist und die Winkelgeschwindigkeit

^ _ ViY^+ 2ggq2/sin f+ g2a4 sin f
2 + g2(aH/2

)
2 cos f

2

Sl~
a?+ f*

*
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Fall IL Es sei e< s/sin f oder die streifende Geschwin-
digkeit im Anfange

^ = £/sinf

—

e,

alsdann ist ihre Richtung IQ so beschaffen, dass swDQ=
cosDQ = l 9 mithin DQ = £= wird und Q auf D fällt. Die
Kugel wird demnach durch die Reibung öM beständig nach der

Richtung IE beschleunigt, ihr Mittelpunkt / schreitet auf der-

selben geraden Linie IE fort und nach Verlauf der Zeit t wird
ihre Geschwindigkeit

©= e+ 2ögt,

so wie ihre streifende Geschwindigkeit

w=efsmf—e~2dgt{l+^\.

Ferner wird g?— 0, £=0 und = 90°. Zur Bestimmung der

gegenwärtigen Drehungsaxe 10 ist daher 1)70=90°, und wenn
man den Bogen ZO~s und die Winkelgeschwindigkeit =<& setzt,

id cos s= £ cos f, Slsms—esmf ~
3

also x ^ 2öy<gr£

und 4/"„ 4dsfgtsmf,46»/*g*p
* a2 a4

In dieser Zeit wird der Mittelpunkt der Kugel die Linie

GX=X=t(e+ dgt)

durchlaufen. Diese ungleichförmige Bewegung wird aber nur

a2 (f/sinf

—

e)
während der Zeit <=-^» / a ^2\" anhalten, und es wird nach

Verlauf der letztern die Geschwindigkeit

_ f(ef-sa
2
s\nf)

und der Weg
a*(ef$m f— e) [e(a*-[%f*)+m*fsm f]A~

2oV,(a2+/2
)
2

Zur Bestimmung der drehenden Bewegung findet man aber

* * rjr, ef+ so? smf
tgS= tgZO =-7-0-7-7^ r*ö ö f(a2+/2)cosf

wobei beständig D/ö= 90° ist und die Winkelgeschwindigkeit

n __ V^^
27

r2

+2£ea2/'sinf+£2a4 sinf2 + g2 (a2 -f/'
2
)
2 cosf2^— ~^TP

'

Z us atz 1.

§. 1204. Ist e ~ sf&inf, so wird die Kugel sogleich von
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Anfang an eine gleichförmige, sowohl fortschreitende als dre-

hende Bewegung verfolgen und es bildet dieser Fall die Grenze

zwischen den zwei behandelten.

Zusatz 2.

§. 1205. Zum erstem Falle, wo e > f/sinf ist, sind dieje-

nigen Fälle zu zählen, in welchen e einen negativen Werth hat,

oder der Kugel anfangs eine drehende Bewegung im Sinne ZDTE
beigebracht worden ist. Setzt man aber — e statt £, so kann

die Kugel zurückkehren, ehe sie zur gleichförmigen Bewegung
ef

gelangt, nämlich wenn s> » . c ist.& ö ' crsinf

Zusatz 3.

§. 1206. In diesem Falle, wo s negativ genommen wird,

haben wir zur Zeit t

<p= 9 Ö= 90°
3 |= 180o, v=ze~18gU

2'öfgt

und a f~ idefgt s'mf ,
43Wf2

Nach Verlauf der Zeit t= n } , » ,

' J ist der Weg
2o# (a2 + /

2
)

°

a2 (g+ g/sin f) [g(qg l-2/
>2
)— ga2 /sin f]A ~

^ 2fy(«
2
-f/

2
)
2

zurückgelegt, es wird eine gleichförmige Bewegung eintreten und

f (ef—ea? sin f) £a2 sin/'— e/"

ü~ a2+/2 ~~' g5=
£(a2+/2)cosf

Und
,ft
—V^2/^— 2ggfl2/sin f+ f*a* sinf2+g2Q2+/

12

)
2 cos f

2

a2+/2

werden,

Anmerkung.

§. 1207. Dieser Fall ist vorzüglich merkwürdig, indem man
der Kugel eine solche Bewegung beibringen kann, class sie zu-

erst sich entfernt, bald aber wieder umkehrt. Man pflegt diess

durch einen Versuch zu zeigen, indem man mittelst des um I)

herum angebrachten und abwärts drückenden Fingers der Ku-
gel eine doppelte Bewegung beibringt, eine fortschreitende im
Sinne DIE und eine drehende im Sinne ZDTE. Damit aber
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die Erscheinung gelinge, muss die Winkelgeschwindigkeit im

Vergleich mit der fortschreitenden eine gewisse bestimmte Grenze

überschreiten; um diese leichter zu erkennen, wollen wir die

.Rechnung dem Falle anpassen, in welchem der Kugel eine dre-

hende Bewegung um eine horizontale und auf die Richtung der

fortschreitenden Bewegung normale Axe beigebracht wird. Es
bezeichne demnach e die fortschreitende Geschwindigkeit nach

der Richtung DIE und e die im Sinne ZDTE rückwärts dre-

hende Winkelgeschwindigkeit, wobei f der Radius der Kugel,

Ma* ihr Moment der Trägheit und 6M die Reibung ist. Zuerst

wird die Kugel in der Richtung DIE fortgehen und es wird

nach Verlauf der Zeit t die Geschwindigkeit

v = e—2dgt

und der zurückgelegte Weg
X= t (e— dgt) ;

aber auch jetzt noch wird sie sich um dieselbe Axe rückwärts

drehen mit der Winkelgeschwindigkeit

a2

Die Bewegung wird nun gleichförmig nach Verlauf der Zeit

t
-26g(aHP)'

es wird alsdann ihre fortschreitende Geschwindigkeit

ftef—ea*)
v~ a*+f*

und ihre Winkelgeschwindigkeit

etf-ef
iw- a*+f*

'

Wenn daher e> % ist, so wird sich die Kugel jetzt rück-

wärts bewegen, wobei auch die drehende Bewegung nach rück-

wärts geneigt ist; ist aber £<-^> so geht die Kugel nach vor-

wärts, die Drehung hat alsdann eine entgegengesetzte Richtung.

In jenem Falle fing die Kugel an rückwärts zu gehen nach

Verlauf der Zeit _e_

*-2V
und nach Zurücklegung des Weges

e2

Ist die Kugel gleichartig, so wird a2 = %/a und es drückt
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ef die Drehungsgeschwindigkeit im Berührungspunkte aus, diese
setze man = h. Nach Verlauf der Zeit t wird die fortschrei-

tende Geschwindigkeit
v = e— Sögt,

die drehende im Berührungspunkte

f£l~u = h-5dgt
und der durchlaufene Weg

= t(e-dgt).

Die Bewegung wird gleichförmig nach Verlauf der Zeit

. e + h
f -7dg

und nachdem der Weg
\_(6e-h)(e + h)

~ 49<%

zurückgelegt ist. Alsdann wird

5e— 2A , %h-5e
u=—= und u=z—=—

• ;

damit nun die erwähnte Erscheinung eintrete, muss im Anfange
5 5

A>ö;£ sein. Ist aber h=^e} so werden beide Bewegungen zu-

gleich aufhören nach Verlauf der Zeit

t=ZnT~ Seeunden?

und nach Zurücklegung des Weges

~4dg
P

Bemerkung des Herausgebers.

Der neuern Ausgabe dieses Originalwerkes vom Jahre 1790

ist eine Abhandlung angehängt, deren Titel ist: Von der Bewe-
gung einer Kugel, welche sich um eine beliebige schiefe Axe
dreht und über einer horizontalen Ebene einhergeht. Diese Ab-
handlung ist, die Einleitung und den Schluss abgerechnet, mit

dem eben beendeten Kapitel identisch , auch sollte sie, wie die

Einleitung besagt, von diesem Werke getrennt bleiben. Um
hier nun eine Wiederholung zu vermeiden, lasse ich als Anhang
dieses Kapitels nur die Einleitung und den Schluss jener Ab-

handlung folgen.

Einleitung.

In allen bisher über die Bewegung von Kugeln über einer

horizontalenEbene vorgetragenen Lehren haben wir keine andere

45
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Bewegung betrachtet, als solche, welche um eine auf die Rich-

tung der Bewegung normale Axe erfolgt. Es bleibt die höchst

schwierige Frage' übrig, auf welche Weise eine Kugel, der um
eine beliebige schiefe Axe eine drehende Bewegung beigebracht

worden ist, oberhalb einer horizontalen Ebene fortschreiten wird.

Die Principien, nach welchen man eine solche Bewegung be-

stimmen muss, sind nämlich noch nicht genügend entwickelt,

um dieselben allen etwa vorkommenden Fällen anpassen zu

können. Ich selbst habe diese Principien in meinem Werke

über die Bewegung fester und starrer Körper zuerst bekannt

gemacht und dadurch sehr viele Erscheinungen erklärt, welche

in den gewöhnlichen Principien der Mechanik gar nicht ange-

griffen werden. Im letzten Kapitel dieses Werkes habe ich eben

diesen Gegenstand über eine Kugel, welche über einer horizon-

talen Ebene fortgeht, während sie sich inzwischen um eine be-

liebige schiefe Axe dreht, mit allem Eifer untersucht. Da aber

dieses Buch sich nur in den Händen Weniger befindet und diese

Abhandlung auch jetzt den meisten Geometern noch unbekannt

zu sein scheint; so halte ich es nicht für unangemessen, diesen

Gegenstand hier aufs Neue an das Licht zu ziehen, wie er am
erwähnten Orte behandelt worden ist. Ich werde hierbei, wenn
es nöthig erscheint, einige Erläuterungen hinzufügen, wodurch

die allgemeine Theorie der über einer horizontalen Ebene belie-

big fortgetriebenen Kugeln vervollständigt werden wird. Bei

dieser Untersuchung hat man aber hauptsächlich die Reibung

zu berücksichtigen, weil, wenn diese beseitigt wäre, die Kugel

beständig dieselbe fortschreitende und drehende Bewegung, ohne

irgend eine Aenderung, beibehalten würde. Ich werde aber die

Reibung auf dieselbe Weise in die Rechnung einführen, wie

bisher die Geometer sie zu behandeln pflegten. Obgleich man
nämlich alle Symptome der Reibung vielleicht noch nicht voll-

kommen kennt, so scheint es doch, als ob jene Behandlung
keine Aenderung erleiden dürfe, weil die Hauptarbeit hier in der

Entwicklung der schwierigsten Principien der höhern Mechanik

und der Integration mehrerer, sonst sehr schwieriger Differential-

formeln besteht.

Schlussfolgen
zur Bestimmung der Bewegung, mit welcher eine auf beliebige

Weise angetriebene Kugel über einer horizontalen Ebene fort-

schreitet.

I. Stand der Frage. Wir setzen eine solche Beschaffen-
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fielt der Kugel voraus; dass nicht nur ihr Schwerpunkt in den

Mittelpunkt der Figur fällt, sondern auch alle Momente der Träg-

heit in Bezug auf jeden Durchmesser einander gleich sind. Der

Radius einer solchen Kugel wird =/", ihre Masse oder Gewicht

= 71!/ und das Moment der Trägheit in Bezug auf jede durch

den Schwerpunkt gehende Axe = 31a2 gesetzt, so dass, wenn

die Kugel aus gleichartiger Materie besteht, a2=.2/bf
2 sein wird.

Ausserdem nehmen wir sowohl die horizontale Ebene, als auch

die ganze Oberfläche der Kugel so gleichmässig glatt an, dass

sie, während sie über der horizontalen Ebene streifend fortgeht,

überall dieselbe Reibung erleidet, und da diese dem Druck oder

dem Gewicht der Kugel proportional ist, setzen wir sie hier =631.

IL Anfangs zustand. (Figur 162.) Wir setzen voraus,

dass die Kugel anfangs im Punkte D auf der Ebene stehe und

ihr eine fortschreitende Bewegung nach der Richtung DO und

mit einer solchen Geschwindigkeit beigebracht worden sei, dass

sie in Einer Secunde einen Weg = e durchlaufen würde; diese

Geschwindigkeit hat man sich nicht sowohl dem Berührungs-

punkte D, als vielmehr dem Mittelpunkte der Kugel beigebracht

zu denken. Hierauf stelle aber der Kreis ABCD einen verti-

kalen, nach der Richtung DO ausgeführten Schnitt der Kugel

vor, zugleich steile aber auch derselbe Kreis die uns zugewandte

convexe Halbkugel dar, auf welcher E der Pol ist, um den der

Kugel anfangs eine drehende Bewegung beigebracht worden ist,

deren Winkelgeschwindigkeit im Sinne ABCD=e sei, so dass

e den in Einer Secunde zu beschreibenden Winkel bezeichnet.

Zur Bestimmung der Lage dieses Punktes E sei B der höchste

Punkt der Kugel, welcher zugleich dem Berührungspunkte D
diametral gegenüberliegt; indem man nun durch E den gröss-

ten Kreis BE zieht, setze man BE=zf und ABE—i). Unter

diesen Voraussetzungen ist die ganze der Kugel im Anfange

beigebrachte lebendige Kraft

= il/[ca+£2«2].

Nachdem daher der Kugel eine solche doppelte Bewegung

beigebrächt worden ist, fragt es sich, auf welche Wr
eise sie

hierauf fortschreiten wird. Zuerst wird es nun angemessen sein,

zwei Fälle zu bemerken, in welchen die Kugel die ihr beige-

brachte Bewegung beständig beibehalten würde. Der eine Fall

findet nämlich statt, wenn die fortschreitende Bewegung e =
ist und die Kugel sich zugleich um die vertikale Axe BD dreht;

so dass in diesem Falle 2?jE==f=0 ist und, weil keine Reibung

45*
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stattfindet, die Kugel beständig an derselben Stelle sich zu die»

hen fortfahren wird. Der zweite Fall findet statt, wenn die Dre-

hungsaxe horizontal und daher {)~90°, ausserdem aber e= efs'mf

ist, in welchem Falle die Reibung gleichfalls aufhört. In allen

übrigen Fällen aber wird die Kugel von Anfang an einige Zeit

hindurch mit ungleichförmiger Bewegung fortgeführt, während

sowohl die fortschreitende, als auch die drehende Bewegung
sich beständig verändert und man findet diese in Secunden aus-

gedrückte Zeit
__

, a?VV2— 2eefs'mf sinl) + £2 /'2 sinf2

2<%(a2+727~
Hier bezeichnet g die Höhe, aus welcher ein schwerer Kör-

per in Einer Secunde herabsteigt. Die ganze Bewegung der

Kugel wird daher von selbst in zwei Theile unterschieden, in deren

ersten die Bewegung ungleichförmig, in deren zweiten sie gleich-

förmig ist.

III. Bestimmung des ersten Theiles. Es sei jetzt

seit dem Anfange eine beliebige unbestimmte und in Secunden

ausgedrückte Zeit —t verflossen, die aber kleiner als die eben

angegebene Grenze sein muss, und es berühre um diese Zeit

die Kugel die horizontale Ebene im Punkte T. Aus diesem

ziehe man normal auf die feste gerade Linie DO die Linie TX,
setze zur Bestimmung der Curve DT, durch welche der Be-

rührungspunkt bis hier fortgeschritten ist, die Coordinaten DK
z=zX und XT= Y, so dass man annehmen muss, es habe der

Schwerpunkt der Kugel einen ähnlichen Weg beschrieben. Nun
setze man aber den Winkel, unter welchem das Element Tt ge-

gen die Richtung DO geneigt ist, ~cp, so dass

dY
io»^dX

ist, die Geschwindigkeit aber, mit welcher die Kugel längs Tt

fortgeht, setze man =v; alsdann wird

dX
1
dY

--tt —vcosq) und 777 "^ sing?.

Diese Werthe müssen erst aus der drehenden BeVvegung
}

welche jetzt der Kugel zukommt, bestimmt werden und wir

werden sie bald darstellen, nachdem wir nämlich die drehende

Bewegung betrachtet haben werden. (Fig. 163.) Zu diesem Ende
schneide man wieder die Kugel, welche jetzt in Tauf der Ebene
steht, durch die vertikale Ebene MZJST, welche der im An-
fange betrachteten parallel ist, so dass der Kreis MZNT wie-
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der die uns zugewandte Halbkugel darstellt, auf welcher O der

Pol ist, um den sieh jetzt die Kugel im Sinne MZNT und

mit der Winkelgeschwindigkeit £1 drehet. Unter diesen Voraus-

setzungen wird man diese Bestimmung der Bewegung folgender-

maassen kurz darstellen können.

Aus den dem Anfangszustande angehörenden Elementen be-

stimme man den Winkel £, so dass

g/sinfcos t)

°* e—< e/sinfsinf;

sei, alsdann erhalten wir für die fortschreitende Bewegung so-

gleich (Figur 162.)

DX=X=zet + dgPco&$ und TX— r=ögP sin £

und hieraus die Geschwindigkeit

dX
längs DX: =-j-r— e~\-2dgt cos £

dY
und längs XT: ==^==2<S<gr*siii£.-

Hiernach wird
28gtsin £

^V— e + idgtcoät

und die fortschreitende Geschwindigkeit

v= Ve*+4degtcosZ+ 4&*g*i*.

Zur Bestimmung der drehenden Bewegung um den Pol

suche man den Winkel rj der Gleichung

entsprechend und hieraus die Grösse

esin£
e

' fcOSTj
'

alsdann wird für den Abstand dieses Poles O vom höchsten

Punkte Z der Kugel . ^n V
ö £COSf

die Winkelgeschwindigkeit

Sl = Vq*+ e* cos f*

und endlich der Winkel
MZO^t— rj.

Auf diese Weise baben wir alles bestimmt, was für die Be-

wegung erforderlich ist.

IV. Bestimmung des zweiten Theiles. Wir haben

schon bemerkt, dass die gleichförmige Bewegung nach Verlauf

der Zeit
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a2y
r

(32_2g£/'sinfsinf)+62 ^2 sinf2
t ~sz

2o#(a2 +/'2)

ihren Anfang nimmt. Wenn wir daher diesen Werth statt t Sub-

stituten, so werden die Coordinaten X und F den Punkt auf

der Curve angeben, in welchem die gleichförmige Bewegung

beginnt; es sei K derselbe. Führt man aber den Winkel £ ein,

so wird gaYsinfcosl)
jt—"~2%(a2+/

,2)sin^

wobei man zu bemerken hat, dass sin£ negativ ist. Ist daher

der Körper bis zum Punkte K gelangt, so wird seine fortschrei-

tende Geschwindigkeit in der Richtung DT
a*efsin fcos r) cos f_e/2 — a2f/sinfsin fy— e (^M/^sin? ~ ä*+f*

und die Geschwindigkeit m der Richtung LK
a2sfsin f — ef2 cos t)

= '^TP
'

Für die hierauf folgende drehende Bewegung haben wir aber

* + tf u\
/^sinfcoslf)

tg^=tg(£-»)-^aa+/2)8in£a

_ e(a*+f2)-aH

woraus man für eben diese Zeit den Winkel iüZÖ = £ — 1] er-

kennt. Ferner wird ebenfalls für dieselbe Zeit, wo die Berüh-

rung im Punkte K stattfindet, die Geschwindigkeit des Mittel-

punktes if 2a*ekcos£ iÄ^
—

v + ^,^ *+
«2 f/2 ^(a^/-2

)
2 '

die Neigung der Richtung der Bewegung in K gegen die feste

gerade Linie DO, welche wir allgemein durch cp bezeichnet

haben, wird nun durch die Gleichung

igcp^ 7(cP+P) + a*k cos!

bestimmt; hiernach kegnt man die fortschreitende Bewegung, mit

welcher nach dieser Zeit die Kugel gleichförmig weiter geht.

Zur Bestimmung des Drehungspoles O ist aber, wie wir gesehen

haben, iJ/ZO=:J—•??, ausserdem haben wir

tgZO=V^ö £/cOSf

und die drehende Geschwindigkeit

n _ V"gY2+2egaYsin f sinl) + £2^sinf2 f £
2 (a2 -f/

2
)
2 cosf2
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gefunden, und es wird demnach die Kugel diese drehende Be-

wegung beständig beibehalten. Ist aber die Kugel zu dieser

gleichförmigen Bewegung gelangt, so wird ihre lebendige Kraft

__ M [e2/2+ 2geaVsin fsin r) + £
2a2 (a2 +/"2) cos f

2
]~~

a2+/2

welche von der anfänglichen abweicht um
Ma2Q2— 2eefs'w fsin fr + g2/2 sin f

2
] MaVc*

Es wird aber in Betreff dieser gleichföruflgen Bewegung an-

genehm sein zu bemerken/ dass MZO=:£— ^ = 90°+ 9 und

hierauf v~f£ls'ms
ist, welche Formeln demnach die Bedingung der gleichförmigen

Bewegung enthalten.

Zugabe.

Ausserdem scheint vorzüglich der Fall bemerkenswert!! zu

sein, in welchem der Kugel anfangs durchaus keine fortschrei-

tende Bewegung beigebracht worden, also c = ist. Alsdann

wird nämlich

tgg-zr— cotgf), also £=90° +0 und Ä= qfsinf,

so wie zur Bestimmung des zurückgelegten Weges
Xz= dgt^ cos ^ und Y—ögt^sm^

Hieraus ersieht man, dass dieser Weg eine, unter dem Win-

kel £ gegen die Axe DO geneigte gerade Linie ist. Ausser-

dem wird aber

v cos g> ~ 2ögt cos £ und flsin<p = 2<%£sin£,

mithin tgcp — \g£ und <p = f= 90° + f>,

so wie die Geschwindigkeit

v = 2dgt.

Ferner erhalten wir zur Bestimmung der drehenden Bewe-

gung * w- *\ 1
WVö ö tg 71= tg (t, — ») +—s-T-;L>

und weil M>= 9Qö ist, tg^-oo und ^=90^, JKZO=£-if=$;

es wird also der Drehungspol O immer auf demselben Vertikal-

kreise bleiben. Da nun

so wird

1 r, • 2ÄO*
,S£ cos s™ £ cos f und •Sisin5=-7^~>
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Hiernach wird die ungleichförmige Bewegung während des

Zeitraumes
sq2/sihf

dauern und nach Verlauf desselben

_ £a2fsin f
V
~~~a?+f2

sein, wobei cp= £=90°+f) bleibt. Ferner wird auch jetzt

a2 tef

und ^ fV^sinf^-KftHP^coiF
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Kapitel VI.

Von der Bewegung einer ungleichartigen Kugel über einer

horizontalen Ebene und den nothwendigen Erläuterungen zur

schwankenden Bewegung,

§. 1208. Ich habe mir hier die Aufgabe gestellt, die Bewe-
gungen einer ungleichartigen Kugel, deren Schwerpunkt ausser-

halb des Mittelpunktes ihrer Figur liegt, zu untersuchen; und

da diess wegen der grossten Schwierigkeiten derRechnung nicht

ganz allgemein ausgeführt werden kann, werde ich die Bewe-
gung solcher Kugeln auf die über einer horizontalen Ebene be-

schränken. Ausserdem werde ich aber auch nur die geradlinige

Bewegung betrachten, wesshalb alle drehenden Bewegungen hier

ausgeschlossen werden, diejenigen ausgenommen, welche um
eine horizontale und auf die Richtung der fortschreitenden Be-

wegung normale Axe vor sich gehen. Die Analysis ist nämlich

noch nicht so weit fortgeschritten, dass man auch andere Be-

wegungen um schiefe Axen entwickeln könnte.

§. 1209. (Figur 164.) Es sei demnach in der horizontalen

Ebene IO die gerade Linie, längs welcher die Kugel fortschrei-

tet und welche die letztere anfangs im Punkte I berührt hat;

nach Verlauf der Zeit t berühre sie aber die Linie im Punkte

S, und man setze den durchlaufenen Weg IS=s. Ferner be-

finde sich der Mittelpunkt der Kugel in C 3 es sei ihr Radius

CA — CS— a, der Kreis SAB stelle einen auf die Richtung

der Bewegung 10 vertikalen Schnitt der Kugel vor, der Schwer-

punkt der letztern befinde sich in G, vom Mittelpunkte um CG
=c entfernt. Hätte daher die Kugel eine drehende Bewegung,
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so würde diese immer um eine horizontale, durch den Schwer-
punkt G gehende und auf den Schnitt SAB normale Axe er-

folgen. In Bezug auf diese Axe setze man das Moment der

Trägheit der Kugel —PA2
, wo P das Gewicht oder die Masse

der letztern bezeichnet. Fällt man nun auch aus G auf die ge-

rade Linie 10 das Perpendikel GP, so setze man die zur Be-

stimmung des gegenwärtigen Ortes des Schwerpunktes dienen-

doc
den Coordinaten lP=zcv und PG=yf so dass -jt die horizontale

und -y~ die vertikale Geschwindigkeit, mit welcher dieser sich

aufwärts bewegt, bezeichnen. Ausserdem setze man den Win-

kel AGP=ACS — cp, wir steilen uns denselben als im Sinne

SAB wachsend vor, so dass -n die Winkelgeschwindigkeit der

Kugel in demselben Sinne bezeichnet. Hierbei muss ich daran

erinnern, dass die Zeit beständig in Secunden, die Geschwin-

digkeiten aber durch die Wege dargestellt werden, welche in

1 Secunde zurückgelegt werden. Zu diesem Ende führen wil-

den Buchstaben #, welcher die in 1 Secunde zurückgelegte Fall-

höhe bezeichnet, in die Rechnung ein.

§. 1210, Unter diesen Voraussetzungen können die Coordi-

naten x und y durch die zwei Veränderlichen IS= s und ACS
z=zcp ausgedrückt werden; zieht man nämlich die Horizontale

GQ, so wird, weil GQ==c sing) und CQ—ccoscp ist,

&~s— csincp und y= a— c cos cp.

Hiernach erhalten wir

d.x=ds— c cos cpdcp und dy=csm cpdcp.

ferner ddx~ dds— c cos cpddcp-\-csin cpdcp'1

und ddy=. csmcpddcp + c cos cpdcp2 ,

welcher Formeln man sich bedienen muss, um die Bewegung

zu bestimmen. Wollen wir aber bei dieser Arbeit auf die Rei-

bung Rücksicht nehmen, so müssen wir vor allem danach sehen,

auf welche Weise der Punkt S der Kugel sich über der gera-

den Linie 10 vorwärts bewegt. Hier ist es nun zuerst ein-

leuchtend, dass, wenn gar keine drehende Bewegung da wäre,

ds
die Geschwindigkeit dieses Punktes längs SO =~r

f
sein würde.

Wegen der drehenden Bewegung aber, in Folge deren der Win-

kel ACS~cp und sein Differential dcp zunimmt, wird derselbe
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Punkt ä mit der Geschwindigkeit ^^—jf rückwärts getrieben.

Ware nun ds = ad(p,

so würde, wie man hieraus ersieht, die Fortwälzimg der Kugel

eine vollkommene sein; wenn aber

ds *> adcp

ist, so wird die Kugel die horizontale Ebene in der Richtung

SO streifen, und in diesem Falle die Reibung ihre Wirkung in

der entgegengesetzten Richtung ausüben. Ist dagegen

ds <; adcp,

so geschieht das Streifen längs SI und es wirkt die Kraft der

Reibung nach der Richtung SO»

§. 1211. Nun wollen wir die Kräfte betrachten, durch welche

diese Kugel angetrieben wird. Erstens stüsst uns hier das Ge-

wicht der Kugel auf, woraus eine den Schwerpunkt G abwärts

längs GP treibende Kraft =P entspringt; zweitens wird die

Kugel, weil sie in $ auf der Ebene liegt, hier einen gewissen

Druck ausüben und, in Folge der Gegenwirkung, von der Ebene
durch eine gleiche Kraft in der Richtung SC zurückgestossen.

Diese Kraft, welche uns jetzt noch unbekannt ist, bezeichnen

wir mit dem Buchstaben IT. Fügen wir endlich die Reibung

hinzu, so ist diese immer eben diesem Drucke U proportional,

und wir bezeichnen sie demnach durch XII; sie wird, wie wir

schon bemerkt haben, ihre Wirkung nach der Richtung SI oder

SO ausüben, je nachdem ds*>adcp oder ds^adcp ist. Wir setzen

ferner voraus, dass in diesen Fällen, wo wir ein wirkliches Strei-

fen zugeben, A= y3 sei; diesen Werth pflegt man gewöhnlich

anzunehmen, und man kann leicht jeden andern Bruch an seine

Stelle substituiren. Für den Fall, dass

ds •= adcp

ist und keine Anreibung stattfindet, hat man besonders zu be-

merken, dass entweder X = sein oder einen gewissen WT
erth

< y3 haben wird, so gross als derselbe nämlich erforderlich ist,

um die Anreibung zu verhindern.

§. 1212. Um nun hiernach die Bewegung der Kugel selbst

zu bestimmen, muss man sich aus den Principien der Mechanik

erinnern, erstens dass die antreibenden Kräfte so auf die fort-

schreitende Bewegung des Schwerpunktes wirken, als ob die

ganze Masse in diesem Punkte vereinigt und zugleich alle Kräfte

an demselben angebracht wären; zweitens aber, dass man für

die drehende Bewegung den Schwerpunkt G als unbewegt be-
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trachten kann. Es müssen desshalb die Momente der antrei-

benden Kräfte in Bezug auf die durch eben diesen Punkt gehende
Drehungsaxe berechnet werden, damit durch sie die Beschleu-
nigung der drehenden Bewegung bestimmt werde.

§. 1213. Denken wir uns daher alle antreibenden Kräfte im

Schwerpunkte G angebracht, derselbe wird alsdann die Kraft P
in der Richtung GP und die Kraft II in der entgegengesetzten

Richtung auszuhalten haben. Ausserdem wird er nach der ho-

rizontalen Richtung durch die Kraft der Reibung = III ange-

trieben, entweder längs PI oder längs Pö, wie wir vorher er-

klärthaben. Um hierbei aber jede Zweideutigkeit zu vermeiden,

nehmen wir an, dass die Kraft In ihn rückwärts längs PI an-

treibe, indem man nämlich für andere Fälle das Zeichen leicht

ändert. Zerlegen wir nun die Bewegung des Schwerpunktes

nach denselben Richtungen IP und PG, so ergeben die Prin-

cipien der Mechanik die folgenden Gleichungen;

>• w=- in
- "; w="- / -

in welchen wir das Element der Zeit dt constant genommen haben.

S. 1214. Für die drehende Bewegung ergibt aber die Kraft

der Schwere P kein Moment in Bezug auf die Axe G, weil sie

durch dieselbe geht. Aus der in der Richtung SC wirkenden

Kraft n entspringt aber in Bezug auf den Punkt G das Moment

=11. GQ = Hcs'mcp , wodurch die drehende Bewegung verzögert

wird. Drittens wird die nach der Richtung PI wirkende Kraft

der Reibung In das Moment =:lII.PG—ln(a— ccosqo) erzeu-

gen, welches die drehende Bewegung beschleunigt. Zur Be-

stimmung der letztern ergeben die Principien der Bewegung

die Gleichung

III. -iy //2
=lll(a— ccosff)— Ilcsmq).

Wir haben so drei Gleichungen erlangt, durch welche die

ganze Bewegung bestimmt werden muss, so vieler Gleichungen

bedarf man aber auch, indem wir zu jeder Zeit drei Unbekannte

zu bestimmen haben, nämlich den Abstand s, den Winkel xp

und den Druck n.

8. 1215. Zuerst müssen wir aus unsern Gleichungen den

Druck n eliminiren, und da sich dessen Werth aus der zweiten

Pddii
Gleichung = P + 9 7.3 ergibt, so substitniren wir denselben

in die zwei übrigen Gleichungen und erhalten so

:
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ddx Iddy

T1 I&ddcp _ . . n Ti . ^V "1

Substituten wir hierauf in diese die oben gegebenen Werthe
von x und y, so werden sie auf die folgenden reducirt:

dds— ccoscpddcp-$-cs\ncpdcp2 -{-Xcsu\cpddcp-{-Xccoscpdcp2

__ 77 Z*;
2— Aacsin rp-f Ac2 sin od coso)-fc2 sin cd

2

.11. ddcp .

+cfy>*

2#^2

A.c
2cos go

2
-f c2 sin cp cos <p — lac cos 9

_— Xa — Ic cos cp— c sin 9?,

in welchen sich ausser der Zeit t nur die zwei Veränderlichen

s und 9 befinden. Ausserdem kann man aber durchaus nichts

hieraus schüessen, wenn nicht aus den Umständen der Bewe-

gung schon vorher bekannt ist, welchen Werth man für den

Buchstaben X anwenden muss.

§. 1216. Wenn man jedoch X aus diesen zwei Gleichungen

eliminirte, so würde sich eine einzige Gleichung ergeben, welche

durchaus allen Fällen auf gleiche Weise angepasst wäre; diese

Elimination kann man aber weit bequemer auf folgende Weise

bei den drei Hauptgleichungen anstellen. Man multiplicire näm-

lich die erste durch y~u— ccosg?, die zweite durch csinqo

und addire beide Produkte zur dritten; alsdann werden beide

Grössen A, und U zugleich aus der Rechnung ausgeschlossen.

Wir erhalten auf diese Weise die Gleichung

yddx-{-csincpddy~t-k2ddcp
^ 2^ — csing>,

und wenn wir statt x und y die oben gegebenen Werthe schreiben,

(a— c COs cp) dds + (c2— ac cos cp -f- £2) ddcp + ac sin cpdcp*

__

—

'2gcsmcpdt2.

Weil sich aber hierin drei Veränderliche befinden, können

wir daraus auf durchaus nichts für unsern Zweck schliessen

:

wir wollen desshalb eine vollständigere Auflösung für besondere

Fälle versuchen.

I. Von der Bewegung unserer Kugel, unter Beseiti-

gung aller Reibung.

§. 1217. Da hier überall vi = ist, so ergibt die erste im

Anfang gefundene Gleichung sogleich
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ddx n

dcc
woraus durch Integration -4i = C iolgt; diese Gleichung gibt an,

dass der Schwerpunkt der Kugei G gleichförmig längs einer

horizontalen Linie fortschreitet. Ist seine Geschwindigkeit im

Anfange -=f gewesen, so wird

jfö=f und x~fl,

wenn wir nämlich annehmen, dass im Anfange x = gewesen

ist, was geschieht, wenn auch der Winkel cp im Anfange =0,
also die gerade Linie CGA vertikal war. Hiernach erhalten wir

s = ft-\- c$m<p.

Aus der zweiten Gleichung haben wir ferner

u — r-Y
<.2gdt2

und aus der dritten

%d^= --ffcsif1* 5

Pk*ddg>

2gdt*

es ergibt sich daher hieraus

k2dd<p . A . ddy \

oder fi?dd(p -f c sin (pddy=— 2gc sin <p^£2,

und es geht die letztere, wenn man statt ddy wieder seinen

Werth setzt, über in die folgende

k*ddq>+ e2 sin cp^ddcp -\- e2 sin (p cos tpdqP == —2gc sin <pdt*.

Diese enthält nur zwei veränderliche Grössen, nämlich <p und t.

§. 3218. Die letzte Gleichung hat den Vortheil, dass sie,

wenn man sie mit 2dtp multiplicirt, integrabel wird. Man findet

aber ihr Integral:

k2d<p* + c2 sin (p
2dy2 = 4gdt2 (c cos <p+r)

und hieraus dq>* __ 4g (c cos cp+ F)

dt*~ k* + c* sirup*
'

welche Formel demnach das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit

ausdrückt. Setzt man nun die der Kugel anfangs im Sinne

SAB beigebrachte Winkelgeschwindigkeit —f, so erhalten wir,

weil wir für den Anfang 9?= angenommen haben, zur Bestim-

mung der Constanten r die Gleichung

p—^S^+H
f a iso 4gr=.pt*—4gc.
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Substituten wir diesen Werth, so wird unsere Gleichung

dcp2_ ige cos cp+ £
2£2 — ige

dP~~~ £2 + c2 sin92 ' '

§. 1219. Nun wollen wir die lebendige Kraft betrachten,

welche unsere Kugel in S haben wird. Der Theil derselben,

welcher aus der drehenden Bewegung entspringt, ist

Pk2dcp2_ Pk2 [ige cos cp + j
2k^-~ ige]

dt?~~~ A2 + c2 sing>a_
'

*

der Theil aber, welcher aus der fortschreitenden Bewegung her-

vorgeht, __ jrdafi df^l

dec
Wir haben nun gesehen, dass —p= f9 dy— es'mcpdcp oder

dt/2 e2 sin cp
2 dcp2 [ige cos cp + f

2k2 — ige] c2 sin cp2

dP~~ dt?
~~~

k2+ c2 s\ncp2

war; mithin wird die ganze lebendige Kraft

P\j*+(t* + ca sin 9a)^J = />|/3 + %ccos.g> + £
2
/<
2~ %<|.

Den letzten Ausdruck können wir auch setzen = P[f2
-\-

£

2k2

--ige (1— cos cp)], wo P[/2+^2ä2] die der Kugel im Anfange

beigebrachte lebendige .Kraft bezeichnet, die demnach kleiner

wird, so wie der Schwerpunkt P aufsteigt. Es ist nämlich

c(\— coscp) der Weg, welchen der Schwerpunkt bis jetzt aufwärts

zurückgelegt hat, in so fern wir annehmen, dass er sich im An-

fange in der tiefsten Stelle befunden habe.

§. 1220. Um aber die ganze Bewegung der Kugel kennen

zu lernen, muss man die entwickelte Differentialgleichung aufs

Neue integriren. Da nun

^(k2+c2sm cp
2
) = Z

2k2 -igc (l-cosp)

ist, so erhalten wir aus derselben

dcp Vk2 -\-e2 sin cp2

dt —
\f£2k2—igc(l— coscp)

welche Formel aber so beschaffen ist, dass sie im allgemeinen

durchaus keine Integration zulässt und nur durch Näherungen
bestimmt werden kann. Ihre Auflösung würde aber sehr leicht

sein, wenn c= wäre, indem alsdann der Schwerpunkt in den

Mittelpunkt der Kugel fallen würde. Alsdann hätten wir nämlich

dtz-z-pr oder dep^^dt und <p= f£;
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die Bewegung der Kugel würde alsdann gleichförmig sein, so-

wohl in Bezug auf Fortschreiten als Drehung.

Fall I.

§. 1221. Für unsern Fall gibt es aber eine einzige Bedin-

gung, unter welcher man die letzte Formel nach gewöhnlicher

Weise behandeln k%pn, nämlich wenn die beigebrachte Bewe-
gung so beschaffen ist, dass der Winkel cp beständig so klein

als möglich bleibt, zu welchem Ende nothwendig auch die an-

fängliche Winkelgeschwindigkeit gleichsam unendlich klein sein

muss. Weil alsdann sin cp = 9? und cosqprrrl—y^2 sein wird,

so nimmt unsere letzte Gleichung die Form an

:

~~
VW^-Zgccp*'

in deren Zähler man das Theilchen c2 <p
2 gegen k2, sicher ver-

nachlässigen kann. Wir haben daher

, ___
käcp

~V^2£2~2pp'
oder wenn man 2gc=^n2k2, setzt,

flt== *E
V £

2
"?Z

2
Gp
2

Das Integral der letzten Gleichung ist

1 . nw . ncp .t= — arc. sin-r oder -7r-=&mnt,
n t £

. . tpV^gc . tSf^hfc . tk . tV'lgc
d. h. w — = sin

—

-r
1— und op= 77-.= sm

—

j

§. 1222. Dieses Integral ist nämlich so genommen, dass im

Anfange, wo £=0 war, auch der Winkel 99 verschwand; in die-

sem Falle kann also, weil die Sinusse der Winkel nicht über

&+ 1 wachsen können, der Winkel cp höchstens ==+77===
V ''ige

werden. Da nun nach der Voraussetzung g gleichsam unendlich

klein ist, so wird die Kugel diess- und jenseits der anfänglichen

Lage sehr kleine Ausweichungen ausführen, welche Bewegung
ich früher eine schwankende genannt und bestimmt habe. Da
nun im Anfange cp = war, so ergibt sich aus unserer Formel,

dass <p so oft zu demselben Werthe zurückkehren wird, als

. tVtgc n
sin —^-£-=0

k
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tS^^lfic
wird. Setzen wir daher —-H— = 180°— ?r, so erhalten wir

k%
~ V%gc'

und es werden in dieser Zeit die einzelnen Schwingungen oder

Schwankungen ausgeführt. Die fortschreitende Bewegung, mit

welcher nach unserer Annahme der Schwerpunkt G fortgeht,

stört aber durchaus nicht diese schwankende Bewegung.

Fall IL

§. 1223. Es gibt ausserdem noch einen andern Fall, in wel-

chem man die Rechnung entwickeln kann und es findet dieser

statt, wenn der Zwischenraum c so klein als möglich oder der

Schwerpunkt G sehr wenig vom Mittelpunkte der Kugel C ent-

fernt ist. Alsdann darf man nämlich

Vk2+ c2 sin <p
2= k -f öh sin <P

3

setzen, so dass wir

^k + ^sh\(p2
Jd(p

dt=z—7=z * —

=

V£2£2— 4gc [1— cos cp\

erhalten. Damit nun auch der Nenner behandelt werden könne,

nehme man £ so an, dass £
2£2=8*/c oder die der Kugel im An-

fange beigebrachte Geschwindigkeit £=

—

S- werde; alsdann

wird

VS2^2— 4«grc(l— cosg?) = ^Agc{\ +C0S9?) = coä^cpVSgc
und unsere Gleichung

dt STsfc =^?~ [k+g sin v>]

frei von jeder Irrationalität.

§. 1224. Um diese Gleichung bequemer zu behandeln, setze

man % y= 90° — co , so dass cp = 180° — 2co und sing>= sin2cö

= v2sincocoscü wird; alsdann nimmt unsere zu integrirende Formel

folgende Gestalt an

«i/. V 8#c = — 7— 1 k\ -j- sin co
2 cos co

z

oder ,, A r^— &dci) 2c2 . «,^ V 2ac= — —— — -7- sin w cos cemeo .

J sm co «

Das Integral der letztern ist

46
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2c2
t\2gc=C—klogtg 1

/2 co-\-iy- cos co
3

,

wobei man sich, um die Constante C zu bestimmen, erinnern

muss, däss im Anfange für t=0, q>= und daher co=290° ge-

wesen ist, woraus C=0 folgt. Unsere Endgleichung ist demnach

2c2
t\ 2^c= -öt cosco 3—

- k\ogtg 1
/2i c3 }

mittelst welcher wir für jeden Winkel ca=:90o — 1
/2<p leicht die

Zeit t angeben können, während deren Verlauf die Kugel sich

durch diesen Winkel cp dreht.

§. 1225. Hiernach kann der Winkel g> nie so gross werden,

dass tg y2 oj negativ ausfalle, weil sonst der ganze Ausdruck ima-

ginär werden würde. Da nun im Anfange ep~0 und co=r:90

war, hierauf aber cp nach der Voraussetzung wächst, so wird der

Winkel co beständig kleiner werden. Setzen wir daher, dass

ca= oder cp=:lS0o sei, so wird die hierzu erforderliche Zeit

= go werden; hieraus lernen wir, dass der Winkel cp niemals

bis 180° zunehmen oder die Kugel sich niemals so weit herum-

drehen kann, dass der Schwerpunkt G vertikal über dem Mit-

telpunkte der Kugel zu stehen komme; er wird aber beständig

mehr gegen diesen Endpunkt hin steigen. Wir wollen z. B. die

Zeit suchen, in welcher der Schwerpunkt G durch einen rech-

ten Winkel aufsteigt, es sei also <p~90°, o>=45°, %©= 22°3Ü'

* 4
und tg^zw^y ~^=-—- = V2— ). Hiernach wird

«V"^=3^f- *l°g(l+V:2),

mittelst welcher Formel die Zeit t, in Secunden ausgedrückt,

bekannt wird.

§. 1226. Dieser durchaus besondere Fall kann daher unter

folgenden Bedingungen stattfinden :

1) wenn der Zwischenraum CG= c so klein ist, dass c2 ge-

gen k2 verschwindet;

2) wenn die der Kugel im Anfange, wo die gerade Linie

V8öeCGA vertikal war, beigebrachte Geschwindigkeit=—j~-

2ST2ÖC=—j~- gewesen ist.

Alsdann werden wir nämlich, wenn der in der Zeit t ver»
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möge der drehenden Bewegung beschriebene Winkel ACS =g?
ist, weil co=90°— ifaq), die Gleichung

t V2fc-^ sin %<p*- Alog tg (450 _ i/
2 v)

nrlpr 2r2

*^0= * log tg (450 + Ya 9>) + 3^ sin % <P
3

haben. In Folge dieser Bewegung wird zwar der Winkel q>

beständig grösser werden, aber erst nach einer unendlich grossen

Zeit bis 180° anwachsen können. Während indessen die Kugel

durch diese drehende Bewegung angetrieben wird, kann sie zu-

gleich durch eine beliebige fortschreitende Bewegung weiter ge-

führt werden, wobei nämlich der Mittelpunkt C gleichförmig in

horizontaler Richtung fortschreitet, indem wir

dx
f

~dt'—'

gefunden haben. Es wird aber desshalb der Schwerpunkt G
nicht auf einer geraden Linie fortgehen, sondern in Folge der

drehenden Bewegung beständig aufsteigen, aber niemals zur

Höhe a-j-c gelangen.

§. 1227. In diesem Falle haben wir angenommen, dass im

Anfange die Winkelgeschwindigkeit

2Vj^
f~ k

gewesen sei, als hinreichend klein, weil c im Vergleich mit k

sehr klein ist. Nimmt man aber diese Geschwindigkeit weit

grösser an, so dass die Grösse ige gleichsam gegen £
2^2 ver-

schwindet; so wird sich auch alsdann eine analytische Auflösung

ergeben.

Fall III.

§. 1228. Es sei demnach £
2^2~ft2 .4$re, wo n eine sehr grosse

Zahl bezeichnet; alsdann wird der Nenner unserer Hauptformel

VI*/:2 ~ &gc (1— cos <p) ='2V
t
?c[wa--(l--cosg>)]

wobei man bemerke, dass £~ x Vgc ist. Hiernach wird also un-

sere Gleichung

indem wir nämlich noch voraussetzen, dass c2 im Vergleich mit

46*
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k unendlich klein sei. Weil nun n eine übergrosse Zahl ist, so

erhalten wir mit hinreichender Genauigkeit

1 _1 _/sinya <p2

VV-2siny2 <p
2 n n

und wenn wir diesen Werth anwenden,

2ndt\ric=dcp (k+ £sing>2
)(h^^)(C2 k \

£+^sin<p2 + ^siny2 <p
2
jf,

c*
indem wir das Glied ^j—2 sin

y

2<p
2 sin <p

2 wegen seiner zweifachen

Kleinheit vernachlässigen.

§. 1229. Nachdem wir daher unsere Formel so entwickelt

haben, ist die Integration keiner Schwierigkeit mehr unterwor-

fen. Da wir wissen, dass

/sin cpHlcp =. V2/(l — cos 2cp) dcp= y2<p — % sin 2cp

und ähnlich

/sin y2 9>
2
d!g)= x

/2/(l -— cos cp) dcp= y2 9 — y2 sin g>

ist, so erhalten wir durch Integration

_ c
<2

fc

2nt Vgc =t&<p+2i (% 9— y4 sin 299) +^ (*/.#>— J
/2 sin cp)

Ti c2
. ^ 1 c2

• o ^ •^^L^S+^J-g^^^^^^sm^
Mittelst dieser Gleichung bestimmt man leicht die einem

jeden Winkel cp entsprechende Zeit; will man aber für jede

Zeit t den Winkel cp kennen lernen, so muss man sich der Re-

duction bedienen, durch welche man in der Theorie der Plane-

ten die wahre Anomalie aus der mittlem herzuleiten pflegt.

Hieraus folgt demnach, dass die Kugel beliebig viele ganze

Umdrehungen ausführen kann, weil nichts den Winkel cp ver-

hindert ins Unendliche zu wachsen, zugleich aber kann mit die-

ser Bewegung eine beliebige horizontale und gleichförmige ver-

bunden sein. Verlangt man etwa die Zeit zu wissen, in welcher

eine ganze Umdrehung ausgeführt wird, so setze man g)= 360°

= 2tc und findet alsdann

die Kugel wird daher in der Hälfte dieser Zeit eine halbe Um-
drehung ausführen, weil auch für cp~7t die beiden letzten Glie-

der verschwinden«.
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§> 1230. Obgleich der Mittelpunkt der Kugel C immer den-

selben Abstand von der horizontalen Ebene behält und auf einer

geraden Linie fortschreitet , wird doch seine Bewegung keine

gleichförmige sein, weil die horizontale Geschwindigkeit des Mit-

telpunktes der Trägheit immer dieselbe bleibt. Indessen wird

aber der Schwerpunkt G um C auf ähnliche Weise herumlau-

fen, wie die Planeten in ihren Bahnen um die Sonne herumge-

führt werden, wobei die tiefste Lage des Punktes G dem Peri-

hel, die höchste aber dem Aphel entspricht. Das erste Glied

unserer für die Zeit t gefundenen Formel, dasjenige nämlich,

welches den Winkel <p enthält, wird die mittlere Bewegung, die

beiden folgenden Glieder aber die Ungleichheiten und gleichsam

die Excentricität in sich begreifen. Hiernach wird man auch

den vorhergehenden Fall, in welchem die Zeit Eines Umlaufes

unendlich gross war, als der Bewegung eines Kometen in einer

Parabel ähnlich anzusehen haben.

II. Von der vollkommenen Fortwälzung unserer Ku-

gel, unter dem Hinzutritt der Reibung.

§. 1231. Oben (§. 1210.) haben wir schon gesehen, dass

gur vollkommenen Fortwälzung die Bedingung, dass

ds = adip

sei, erfordert wird; dessfaalb wollen wir in unsere Gleichungen

diese Bedingung aufnehmen und man muss alsdann nach der

Elimination von IL sehen, einen wie grossen Werth X annehmen

wird. So lange dieser nämlich % nicht übertrifft, wird eine voll-

kommene Fortwäizung stattfinden können. Am bequemsten

schliesst man aber auf den Werth von X, wenn man die dritte

Gleichung durch die erste dividirt, worauf man erhält

k2 dd(p . c .—tt-- z=z—a + c cos w -\-r-smq),
ddx x X

und wenn man hier statt ddx seinen oben angegebenen Werth

substituirt, weil dds= addcp ist,

^Wqp —_ _ a + ccosq>+Y siny.
addcp—c cos (pddy+c sin (pd(p z a,

Nach dieser Gleichung wird man leicht ein Urtheil über den

Werth von Ä. erlangen können.

§.1232. Um aber die Bewegung selbst zu bestimmen, be-

nutzen wir diejenige Gleichung, welche wir oben (§.1216.) erhal-
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ten haben, nachdem wir beide Grössen IL und l zugleich eli-

minirt halten. Indem wir dds=addcp setzen, wird dieselbe

a{a— c cos 90) ddcp + (c2— ac cos cp + k2)ddcp + ac sin cpdcp2

= — 2cg sin cpdt29

oder reducirt

(a2+c2+£2
) ddcp— 2«ccos cpddcp -\- ac sin cpdcp2=>--2cg sin (pdf*.

Multipliciren wir diese durch 2dcp, so wird sie von selbst

integrabel und wir erhalten als integral

(a2+c2+k2)dcp2—2accoscpdcp2= Ag(C+ccoscp)dt2
,

wo wir die Constante den Umständen, welche die Reibung er-

geben wird, entsprechend bestimmen.

§. 1233. Wir wollen demnach nun ein Urtheil über die Grösse

X anstellen, und vor allem statt ddcp seinen durch Differentiale

erster Ordnung ausgedrückten Werth Substituten. Aus der vor-

hergehenden Gleichung haben wir

(2gcdt2 -j- acdcp2) sin cp

ddcp—— a*+c*+jp_2accosq>
9

und setzen wir statt 2gdt2 seinen aus der letzten Integralglei-

chung sich ergebenden Werth, so finden wir

c sin cpdcp2 ac sin cpdcp2

ddV— ~~2(C+ccos<p)
~~

a2+c2+k2~2ac cos cp'

Hieraus folgt

ii . • j » c sin ff&c+ 3c cos y ~~ q3 d(P*
addcp — ccos cpddcp + c sin cpdcp2 =: 2C+ 2c cos cp

"

ac (a— c cos cp) sin cpdcp2

""""

a2 + c2 + k2 — 2accos cp

und es nimmt für die im §. 1231. aufgeführte Gleichung das Glied

auf der linken Seite die Form an :

ck2 sin cpdcp2 ack2 s'm cpdcp2

~~
2(C+ccoscp)

~"
a2 + c2 + k2 -~ 2ac cos cp

csin cp (2C-f- 3c cos cp— a)dcp2 ac (a— ccoscp) smcpdcp2

2{C-\-c cos cp) a2 -{-c2+

U

l— 2ac cos cp

oder

— ck2 sin cp[a2 -\-c2 j-k2 — 2accos cp]--2[C+c cos cp] ack2 smcp

\
csm cp\2C-\-3c cos cp — a][a2-{-c2+k2 — 2ac cos cp]

,

— 2«c [C+ c cos cp] [a— c cos cp] sin 90

k2 [a2+c2+k2+2aC]
~~

ik2 [3ccoscp+2C—a]+2Cc[c—acoscp]--a d+ 3a2 ccoscpl
'

I — ac2(1+4 cos g?
2
) + 3c3 cos cp )

welchem Bruche das Glied auf der rechten Seite
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c ,— a + c cos g? -f t- sin g?

gleich sein soll.

§. 1234. Setzen wir der Kürze wegen jenen Bruch = S, so

wird die zur Beurtheilung des Werthes von l dienende Gleichung

c i
c •

*3 -f- a— ccosq) iziy-singD,

woraus csinqo

S + a — ccosg>

folgt. Hieraus ersieht man, dass für <p= oder =180°, Ä=0
wird und in diesen Fällen hat man daher nicht zu befürchten,

dass die Reibung genüge, um die streifende Bewegung zu ver-

hindern. Es ist demnach angemessen, die Fälle zu untersuchen,

in welchen q>= 90° oder=270° ist. Es sei daher 9= 90°, als-

dann wird

« A*(a*+c*+ k*+ 2aC) c

Im zweiten Falle, wo <p=:270 ist, wird

c Jk
a (aa+ca + ifc

a+ 2aC)
und A= —

-

"— k*(2C-ra) + 2Cc*— a*— ac* S+a'
Wenn demnach die Constante C nur so beschaffen ist, dass

S-{-a > Sc

wird, so kann eine vollkommene Fortwälzung stattfinden (§.1231.).

Weil man aber kaum andere Fälle entwickeln kann, als solche,

in welchen c möglichst klein im Vergleich mit a und k ist; so

werden wir, indem wir die höhern Potenzen von c vernachläs-

sigen, für die letztern Fälle

&a (aa + &a+ »2flC)
6 ~~"

;

A2 (2C~«)-«3

und hieraus (a2+ k2)
2

*> + a —
a3-/c*C2C-a)

erhalten. Setzt man diesen Ausdruck =zmc> wo m>3 sein

muss, so wird

__ mca*+mack2 --(a* + k2)
2

C—
2mdfca

Man kann sich aber auch bequem der Formel

c\a*+ ak*— Wk*\*~
(a2+£2

)
a

bedienen, woraus man ersieht, dass dieser Werth nur dann die

Grenze y3 überschreiten kann, wenn die Constante Csehr gross

ist, weil man nämlich c als möglichst klein voraussetzt.
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§. 1235. Ist demnach die Reibung ausreichend, um eine

vollkommene Fortwälzung hervorzubringen, so wird die Relation

zwischen dem Winkel (p und der Zeit t ausgedrückt durch die

Gleichung:

(a*+ c2+ £2) d<p*—2ac cos (pd(p*= 4g (c cos <p + C) dt*9

woraus folgt:

S^C+ccoscp

Diese Gleichung ist durchaus von derjenigen verschieden,

welche wir für den Fall (§. 1220.) gefunden haben/ wo keine

Reibung da war, und es ergibt sich hieraus, dass die Reibung,

wenn sie auch sehr klein ist, die Natur der Bewegung gänzlich

verändert. Man kann aber diese Gleichung nur in denjenigen

Fällen, welche wir im vorhergehenden Abschnitt behandelt ha-

ben, auflösen.

§. 1236. Damit wir nun diese zwei Fälle leichter mit ein-

ander vergleichen können, setzen wir wie oben voraus, dass im

ersten Anfange der Bewegung, wo 2= war, auch (p=0 und

ferner die Winkelgeschwindigkeit 73?= £ gewesen sei. Da nun

die vollkommene Fortwälzung erfordert, dass

ds adcp

dt dt

ds
sei, so wird nothwendig -r = Ja. Um nun hierdurch die Con-

stante C zu bestimmen, setzen wir -3T=£ und (p= 0, wodurch

unsere Gleichung wird

£
2 (a2+ c2+ £2 -< 2ac)=^[(a-602+ ^2]=%(c+C),

mithin &gC^[(a^- c)2+ £2]— Agc.

Substituten wir diesen Werth, so wird im allgemeinen

^ [a2 + c2 + k*- 2ac cos g>] = g
2 [(a— c)2 + £2]

—

ige (1— cos cp)

und hieraus

_ d(pVa2 + c2 -f ff8 — '2ac cos q>
.

"~
V^'Ko-c)2+ k*]— 4gc (1-cosy)

'

hierbei hat man zu bemerken , dass a — c den Abstand des

Schwerpunktes von der Oberfläche der Kugel bezeichnet.
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Von der schwankenden Bewegung.

§. 1237. Aus dieser Gleichung wollen wir zuerst die wac-

kelnde oder schwankende Bewegung ableiten, mit welcher eine

Kugel über einer horizontalen Ebene sich drehen wird, nachdem
ihr eine sehr geringe Neigung beigebracht worden ist, so dass

im Anfange die Winkelgeschwindigkeit f, wie auch der Winkel cp

möglichst klein gewesen ist, woraus cos 9= 1—

y

2g>
2 folgt. Um

unsere Formel mehr zusammenzuziehen, setzen wir der Kürze

wegen (a—c) 2
-f^

2= /i
2
, wonach «2 -f-c

2
-fZ;

2:=A2 ~|-2ac wird und

unsere Gleichung die Form annimmt:

__ dq>VAa+ acqP

*~V"S2Ä2— 2gccp2

Wir verwerfen nun im Zähler das Glied accp2, und setzen

im Nenner 2
t
grc=:ft2A2, wodurch wir erhalten:

.Vg2—»V
Integriren wir, so wird

1 . nw h . cpVtyc
f=-arc.sm -~=

A
. arc. sin—zjr~>n £ V 2#c £fi

also £h . tSf^gc

V<2gc h

Hieraus ersehen wir, dass eine Kugel auf einer horizontalen

Ebene ihre Schwankungen ganz ähnlich ausführt, wie die Pen-

del zu schwingen pflegen und man findet die Zeit Einer Schwan-

kung, indem man den Winkel —j^-=z7t setzt und wonach

%h

Vlgc
wird. Da nun die Schwingungszeit eines einfachen Pendels

von der Länge /

ist, so wird die Länge eines mit unsern Schwankungen iso-

chronen Pendels oder
A2^ (q— c)*+ k*

c
~~

c

Oben (§. 1222.), wo die Reibunng nicht stattfand, würden

wir erhalten haben k2



730 Kap. VI. Von der Beweg, einer ungleichartigen Kugel

§. 1238. Aus dieser Vergleichung ergibt sich offenbar, dass

in Folge der Reibung die schwankende Bewegung nicht wenig

vermindert wird , und zwar in dem Verhältniss

k : Via— c)2+ /Ä
Wenn daher nicht a—c=^0 ist, in welchem Falle der Schwer-

punkt auf die Oberfläche fallen würde, wird die schwingende

Bewegung in Folge der Reibung immer verzögert. Ausserdem

werden aber in beiden Fällen die Schwankungen desto langsa-

mer sein, je näher der Schwerpunkt G dem Mittelpunkte der

Kugel rückt; wird nämlich der Zwischenraum CG = c = 0, so

ergibt sich in beiden Fällen die Länge des isochronen einfachen

Pendels = oo

.

§. 1239. Diese Bestimmungen sind aber nicht auf Kugeln

allein beschränkt, sondern können auch auf alle Körper, welche

über einer horizontalen Ebene eine schwankende Bewegung an-

zunehmen vermögen, ausgedehnt werden. (Figur 165.) Es sei

nämlich PRQ ein beliebiger Körper, welcher über der horizon-

talen Ebene 10 ähnlich wie die Wiegen eine wechselnde Be-

wegung anzunehmen vermag, indem seine Grundfläche im Be-

rührungspunkte R gekrümmt ist; ferner befinde sich der Mittel-

punkt dieser Krümmung in C und man setze die Höhe CR=a.
Es sei aber G der Schwerpunkt des ganzen Körpers, während

dieser sich in Ruhe befindet und man setze den Zwischenraum

GC=c, so dass GR=a— c wird. Indem wir ausserdem das

Gewicht dieses Körpers =z P setzen, sei sein Moment der

Trägheit in Bezug auf eine durch G gehende Axe = Pk'2 9 um
welche Axe man sich nämlich den Körper als während der

Schwankung sich drehend zu denken hat. Unter diesen Vor-

aussetzungen würde, wenn gar keine Reibung stattfände, die

Zeit einer jeden Schwankung

=—7= Secunden
V2gc

sein; tritt aber eine wenn auch noch so kleine Reibung hinzu,

so wird diese Zeit plötzlich

__ 7tV(a— c)*+W

Hieraus erlangt dasjenige, was ich früher über eine solche

Bewegung angeführt habe, die erforderliche Erläuterung. Hier-

bei hat man vorzüglich zu bemerken , dass die Grösse der
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Reibung selbst hier nicht in die Rechnung eintritt und dass

sich dieselbe Wirkung ergeben wird, wenn nur die Reibung

nicht ganz verschwindet.

§. 1240. In Betreff der zwei Fälle/ welche wir oben unter

Beiseitesetzung der Reibung entwickelt haben und wobei der

Zwischenraum c so klein als möglich angenommen wurde, wer-

den alle Erscheinungen der Bewegung auf ähnliche Weise be-

stimmt werden, wenn auch die Reibung hinzutritt. Die hierher

gehörigen Formeln werden nämlich von den obigen darin haupt-

sächlich verschieden sein, dass man hier statt der Grösse k

setzen muss h= v(a—c)
2
-f//

2
, wesshalb auch diese Bewegun-

gen langsamer werden, als in dem oben behandelten Falle.

Diess ist fast alles, was man über eine solche Bewegung einer

ungleichartigen Kugel durch Rechnung bestimmen kann.

§. 1241. Zum Schluss werde ich einen bemerkenswerthen

Lehrsatz in Betreff der dreifachen schwingenden Bewegung,

durch welche solche Körper, wie sie im §. 1239. beschrieben

sind, angetrieben werden können, anführen.

Lehrsatz.

Hat man einen beliebigen Körper PRQ mit einer in R kreis-

oder kugelförmigen Basis, dessen Mittelpunkt in C, Schwerpunkt

in G liegt und dessen Masse oder Gewicht = P ist; so kann

man in ihm eine dreifache schwingende Bewegung betrachten.

I. Schwingt dieser Körper um eine horizontale durch C ge-

hende Axe, nach Art eines Pendels frei, so wird man ein iso-

chrones einfaches Pendel finden, indem man das Moment der

Trägheit dieses Körpers in Bezug auf die Axe C dividirt durch

das Produkt P.CG.

II. Liegt derselbe Körper auf einer höchst polirten horizon-

talen Ebene 10 in R auf und führt er sehr kleine Schwankun-

gen aus, so dass er durchaus keine Reibung erleidet; so findet

man das isochrone einfache Pendel, indem man das Moment der

Trägheit in Bezug auf die durch G gehende horizontale Axe
dividirt durch dasselbe Produkt P.CG.

III. Liegt derselbe Körper auf der beliebig rauhen horizon-

talen Ebene 10 in R auf, und führt er Schwankungen aus; so

findet man die Länge des isochronen einfachen Pendels, wenn

man das Moment der Trägheit in Bezug auf den Berührungs-

punkt R durch dasselbe Produkt P.CG dividirt.



732 Kap, VI. Von der Beweg, einer ungleichartigen Kugel etc.

Die Wahrheit dieses Lehrsatzes für den ersten Theil ergibt

sich aus der Bewegung der Pendel. Setzt man nämlich CG=c
und das Moment der Trägheit in Bezug auf den Schwerpunkt

=PAa
, ferner den Krümmungshalbmesser CR = a; so ist be-

kanntlich die Länge des isochronen einfachen Pendels

i —

—

•

c

Für den zweiten Fall ist offenbar nach dem oben Vorge-

tragenen

c

und für den dritten Fall

, (q--c)a -f ff»
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Kapitel VII»

Von der Bewegung eines Pendels um eine cylindrische Axe9

welche auf einer Gabel von gegebener Form liegt, unter Be-

rücksichtigung der Reibung.

§. 1242. In der frühern Abhandlung, wo wir die Bewegung

eines Pendels um eine, in einer gegebenen Gabel liegende Axe
bestimmten, haben wir durchaus von aller Reibung abstrahirts

so dass die Axe über der Gabel ganz frei und ohne irgend ein

Hinderniss fortgehen konnte. Da diess nun in der Praxis nie-

mals vorkommen kann, so wollen wir hier untersuchen, was für

eine Wirkung bei der Bewegung solcher Pendel aus der Rei-

bung hervorgehen muss; hierbei werden wir unsere Untersuchung

nur auf möglichst kleine Schwingungen beschränken.

§.1243. (Figur 141.) Es sei daher wie früher NAM die Fi-

gur der wenigstens in der Nähe des untersten Punktes A kreis-

förmigen Gabel, der Mittelpunkt dieses Kreises liege in O, und

man ziehe von diesem aus die vertikale gerade Linie DAG und

setze den Radius OA=za. Nach Verlauf der beliebigen Zeit t

halte unser Pendel eine solche Lage ein, dass seine cylindrische

Axe auf der Gabel im Punkte a liege, man ziehe von hier durch

ihren Mittelpunkt c die gerade Linie acO, welche nämlich durch

den Punkt O gehen wird und setze den Radius ac= b, so dass

der Abstand Oc=a— b— e wird. Den WinkeUOa setzen wir

ferner = 0, und es wird sich in dieser Stellung des Pendels

sein Schwerpunkt in g befinden; von diesem ziehe man durch

den Mittelpunkt c der Axe die gerade h'in'ie geh, welche die Ver-

tikale OA im Punkte h schneide. Es bleibe wie früher der Ab-

stand cgz=zc, und es sei der Winkel der Schiefe Ghg=(p. Be~
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zeichnet endlich M die Masse oder das Gewicht des Pendels,

so drücke Mk* das Moment der Trägheit der ganzen Materie,

welche das Pendel bildet, aus und zwar in Bezug auf eine Axe,

welche durch den Punkt g der cylindrischen Axe parallel ge-

zogen ist.

§. 1244. Diess vorausgesetzt, fälle man aus dem Punkte g
auf die Vertikale OG die Normale gp, und setze die Abstände

Op= x und pg=y; alsdann werden dieselben durch die zwei

Winkel AOa~Q und Ahg=zcp so ausgedrückt, dass wir

#=r:0COS0-J- CCOSqp

und 2/= e sin + esinqo

haben. Sind daher diese Winkel gleichsam unendlich klein, wie

diess bei sehr kleinen Schwingungen nothwendig der Fall sein

muss, so wird
x~e-\-c und y~e6-\-ccp.

Ferner ist aus dem Vorhergehenden (§.1050.) hinreichend

klar, dass der Druck, welchen die cylindrische Axe im Punkte

a gegen die Gabel ausübt, dem Gewichte des ganzen Pendels

oder M gleich sein wird. Man hat daher anzunehmen, dass die

Gabel in demselben Punkte mit gleicher Kraft nach der Richtung

acO entgegenwirke, während man sich das ganze Gewicht des

Pendels M im Schwerpunkte g und in vertikaler Richtung an-

gebracht denken muss,

§. 1245. Diess waren die zwei Kräfte, durch welche wir

unter Beseitigung der Reibung in der frühern Abhandlung das

Pendel als angetrieben betrachtet und aus deren Wirksamkeit

wir die ganze Bewegung bestimmt haben. Da nun aber die

Reibung hinzutritt, muss man ausserdem eine bestimmte dritte

Kraft hinzufügen, welche aus der Reibung entspringt und ihre

Wirkung im Berührungspunkte a ausübt, wo nämlich die cyiin-

drische Axe auf der Gabel liegt. Es ist aber bekannt, dass die

Grösse der Reibung einem gewissen bestimmten Theile des

ganzen Druckes , wie etwa dem dritten gleichgeschätzt werden

kann. Da nun der Druck im Punkte a = M ist, so setzen wir

die Reibung =zXM, wo meistenteils X~% ist, vorausgesetzt

dass sie ihre ganze Wirkung ausübe, was geschieht, wenn die

cylindrische Axe über der Gabel wirklich fortgeht und sie streift.

Setzen wir daher voraus, dass das Letztere in der Richtung aN
geschieht, so wird die Reibung nach der entgegengesetzten Rich-

tung aA wirken, und wird daher auf die gerade Linie acO nor-

mal sein. Diess ist demnach die dritte Kraft, welche ausser
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den beiden vorher beschriebenen in die Rechnung eingeführt

werden muss.

§. 1246. Weil wir nun bemerkt haben, dass die Reibung

erst dann ihre ganze Wirkung ausübt, wenn in Wirklichkeit eine

Anreibung stattfindet oder der Punkt A sich über der Gabel

fortbewegt; so müssen wir vor allem danach sehen, mit einer

wie grossen Geschwindigkeit der Berührungspunkt a über der

Gabel fortschreitet. Zuerst ist es klar, dass, wenn keine Win-

kelbewegung des PendeJs existirte, d. h. wenn die Winkelge-

schwindigkeit 77? =0 wäre, die Bewegung des Punktes a der

des Punktes c gleich sein würde und da dieser um O mit der

Geschwindigkeit = -^r fortgeführt wird, so müsste man denPunkt

a als mit derselben Geschwindigkeit gegen N hin fortgehend

ansehen. In Folge der Winkelbewegung des Pendels, deren

Geschwindigkeit = -77 ist, wird ausserdem der Punkt a um c,

ebenfalls gegen N hin, mit der Geschwindigkeit =~jjt fortge-

führt. Hiernach ist die ganze Geschwindigkeit, mit welcher im

Punkte a die Anreibung geschieht,

edB-^bdcp
~~~

dt *

und wenn demnach dieser Ausdruck nicht verschwindet, wird

die Reibung ihre ganze Wirkung zzz\M in der Richtung aA
ausüben.

§. 1247. Man ersieht aber leicht, dass dieser Fall mit un-

serer Voraussetzung, wonach wir die Schwingungen als unend-

lich klein aufgestellt haben, auf keine Weise zusammen beste-

hen kann. Weil nämlich alle Bewegungen sehr langsam sind,

würde, wenn eine solche ungefähr 1
/3 iJ/ grosse Kraft in der Rich-

tung aA existirte, alle Bewegung gleichsam plötzlich aufhören

und das ganze Pendel in den Zustand der Ruhe zurückgebracht

werden. Damit daher eine schwingende Bewegung statfinden

könne, ist es durchaus nöthig dass die Formel ji immer

gleich Null bleibe, was nur geschehen kann, wenn die endliche

Formel e0~[-bcp=0 oder =Constans
ist. Weil sie aber von selbst unendlich klein ist, können wir
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eO=~bcp oder 0=-
e

setzen, so dass der Winkel sich nach der entgegengesetzten

Seite neigen muss.

§.1248. (Figur 166.) Lässt man daher die Reibung zu, so

kann nur eine schwingende Bewegung stattfinden, wenn die "cy-

lindrische Axe sich nach der entgegengesetzten Seite gegen M
hin bewegt, während die drehende Bewegung nach der andern

Seite iV hin erfolgt. In diesem Falle wird nämlich die cylin-

drische Axe über der Gabel rollend fortgehen, so dass keine

Anreibung ausgeübt werden kann. Schneidet demnach die ge-

rade Linie cg den kleinern Kreis in a, mit welchem Punkte das

Pendel im Anfange auf dem Punkte A gelegen hat, so muss

offenbar der Bogen Aa— au sein. Da nun diese Bogen gleich-

sam unendlich klein sind, so wird die gerade Linie cg stets

durch den Punkt A gehen, was auch daraus folgt, dass

eO= -—b<p

ist. Weil nämlich im Dreieck OAc der W7inkel^4Gc~-— 6 und

OAc=zcp ist, haben wir wegen der unendlich kleinen Grösse

dieser Winkel — Q\cp = Ac: Oc.

Es ist aber, weil Aa verschwindend klein,

Ac=ccc und Oc= e } also — e6= hcp.

§. 1249. WT
eil daher bei dieser Bewegung alle Reibung auf-

hört, übt auch die letztere ihre ganze Kraft, welche wir = IM
geschätzt haben, keinesweges aus, sondern wirkt nur in jedem

Augenblick mit einer so grossen Kraft, als genau zur Verhin-

derung der Anreibung erforderlich ist. Hiernach wird die Kraft,

welche die Reibung wirklich ausübt und die wir =IM gesetzt

haben, eine veränderliche und äusserst kleine Grösse und sie

muss durch die Bedingung bestimmt werden, dass keine An-

reibung entstehe oder beständig

e6 + ö(p=
bleibe. Man hat hier nämlich wohl zu bemerken, dass zwar in

Wirklichkeit keine Anreibung vorhanden, die Reibung aber nicht

jeder Kraft beraubt oder ganz müssig ist, sondern dass ihre

Wirkung dazu verwandt wird, damit alle x\nreibung verhindert

oder die Gleichung e6-\-bg>= beständig erhalten werde.

§. 1250. Wir nehmen aber die vorhergehende Figur wieder

vor, weil wir derselben schon oben die Bestimmung der Bewe-
gung der Pendel angepasst haben , was auch immer geschehen

darf, wenn man sich nur merkt, dass beständig
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eO+bq>=0 oder 6>=-~—
sein muss. Nun müssen wir den obigen zwei Kräften, nämlich

dem Druck im Berührungspunkte a und dem Gewichte des gan-

zen Pendels ausserdem die dritte Kraft = IM hinzufügen, welche

in der Richtung aA wirkt und welche zerlegt die horizontale

Kraft = IMcos = IM
und die vertikale abwärts gerichtete

= lMsmO = XMO
ergibt. Ausserdem ist das Moment dieser Kraft in Bezug auf

den Punkt g ~lM{c-b),
und es hat dasselbe das Bestreben, die Winkelbewegung zu

vermehren. Uebertragen wir daher zuerst alle diese Kräfte

nach dem Punkte g, so werden die vertikalen Kräfte sich gegen-

seitig aufheben müssen, weil

Op=zcc= e-{-c

also constant ist; es folgt diess auch daraus, dass die abwärts

gerichtete Schwerkraft ~M und der aufwärts treibende Druck

auch =M ist. Aus der Reibung entspringt aber die vertikale

Kraft ~IMQ, welche, weil l unendlich klein ist, vernachlässigt

werden kann. Die horizontalen hieraus entspringenden und der

Bewegung entgegengesetzten Kräfte werden aber ==

—

MO—IM
sein, und wir erhalten so die Gleichung

Mddy __ , M At eddß+cddq> _____jIf0_Mf oder 2P^~ --Ö-A.

§. 1251. Für die drehende Bewegung aber hat der Druck

in a=M das der Bewegung entgegengesetzte Moment M(cp—0)c

ergeben, die Reibung ergibt jetzt das beschleunigende Moment,

~XM(c—b) und wir erhalten daher aus den Principien der Be-

wegung die Gleichung

^gß£= l(c-b)M-M(<p-e)c

oder Ifiddcp , , .

Dividirt man dieselbe durch (c— b), so erhält man
k*ddg> c(cp— 0)

1g{c—b)dt^ c-b '

und addirt man diese Gleichung zu der im vorhergehenden §.

gefundenen, so tritt die Unbekannte X ganz aus der Rechnung

und es wird die ganze Bewegung durch die einzige Gleichung

47



738 Kap.lVll. Von der Bewegung eines Pendels

eddO+cddy IPddcp ccp+cO_ bß — ccp

2gdt* ^Zgic-fydt* ° c-b c->b

ausgedrückt werden.

§> 1252. Mit dieser Gleichung muss man die vorher be-

schriebene Hauptbedingung, dass =— -^ist, verbinden, wonach

ddß =
e

bddcp

e

sein wird. Substituirt man diese Werthe, so geht die vorher

gefundene Gleichung über in

(c—b)ddcp k2ddcp ^ <p(6
2 + ce)

2gdt2
+ 2^(c—6)cft*-~ e(c— b)

'

oder wenn man mit c— b multiplieirt,

l(c—b)*+k*]ddcp _ <p(b*+ce)

<Lgd&
~

e

welche ausser der Zeit t die einzige Veränderliche cp enthält

und offenbar eine reguläre schwingende Bewegung angibt. Se-

tzen wir nun der Kürze wegen

ekHe(c-b)*_
b*+ce — hi

so ergibt sich die einfache Gleichung

hddcp

deren Integral ist _
<p= a*\n(ty

Tp
+O*

Hieraus folgt, dass die Bewegung dieses Pendels vollstän-

dig mit den Schwingungen eines einfachen Pendels, dessen Länge

e[k*+(c-b)*]
h— b* + ce

ist, übereinstimmen wird, und es werden die einzelnen Schwin-

gungen in der Zeit

! = -Vbö- Secunden
2g

ausgeführt.

§. 1253. Da nun, wenn die Reibung beseitigt ist, solche

Pendel auf unendlich viele verschiedene Weisen zu schwingen-

den Bewegungen, sowohl regelmässigen als unregelmässigen an-

getrieben werden können ; so ist es höchst bemerkenswerth, dass

in. Folge der Reibung alle diese verschiedenen Arten der Bewe-

gung anf eine einzige, und zwar regelmässige zurückgebracht
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werden. Die hieraus entspringenden Schwingungen stimmen näm-

lich durchaus mit denen eines einfachen Pendels, dessen Länge
e[k2+(c~b)2

]
/l- b2+ ce

ist, oberem; es wird nun sehr angenehm sein, genauer zu er-

wägen, wie diese Grösse aus den Elementen, welche das Pen-

del bilden, zusammengesetzt ist.

§. 1254. (Figur 167.) Wir betrachten daher unser Pendel

im Zustande der Ruhe, weil es nur zu einer einzigen schwin-

genden Bewegung angetrieben werden kann. Es sei O der Krüm-

mungsmittelpunkt der Gabel 31AN und man habe von hier die

Vertikale OAG gezogen, ferner haben wir den Krümmungshalb-

messer der Gabel OA = a gesetzt. Die cylindrische Axe des

Pendels liege auf der Gabel im Punkte A, ihr Radius CA ist

q==6 gesetzt, ferner sei wie oben der Zwischenraum OC~a-~b
= e, der Schwerpunkt des ganzen Pendels befinde sich in G>

wobei der Abstand CG = c ist. Setzt man ausserdem das Ge-

wicht des ganzen Pendels ==M, so haben wir sein Moment der

Trägheit in Bezug auf den Punkt G =zMk2 gesetzt. Diess sind

die Elemente, welche den Zustand des vorausgesetzten Pendels

bilden und aus ihnen wird, wie wir gesehen haben, die Länge

des isochronen einfachen Pendels so hergeleitet, dass wir

T _ e[k*+(c- b)*]
ll~ b2+ ce

haben; die Natur dieses Ausdrucks wollen wir näher prüfen.

§. 1255. Da das Moment der Trägheit des ganzen Pendeis

in Bezug auf eine durch den Schwerpunkt G gezogene Axe

=iMk2 ist, so wird, weil AG=c—b ist, das Moment der Träg-

heit in Bezug auf eine durch den Punkt A gezogene Axe
^Mk2+M(c~b)2 (§.430);

das letztere wollen wir der Kürze wegen =Mf2 setzen. Es ist

demnach f
2 == k2 -f (c— b)2 und die Länge des isochronen ein-

fachen Pendels , __ jf2

62+cö

Um diesen Ausdruck weiter zu entwickeln, ziehen wir aus

dem Punkte O die Tangente OT an die cylindrische Axe und

aus T normal auf die Vertikale die Linie TP. Weil nun das

Dreieck OCThex T rechtwinklig und daher ooCT/Mst, haben

wir O C: CT= CT: CP oder e:b= b;CP

e
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Da ferner C(?= c ist, so wird der Abstand

e

und wenn man diesen letztern einführt,

h~GP'
welcher ziemlich einfache Ausdruck die Länge des isochronen

einfachen Pendels darstellt.

§.1256. (Figur .168.) Wir haben hier angenommen, dass der

Krümmungsmittelpunkt O der Gabel oberhalb des Kreises, wel-

cher die Basis der cylindrischen Axe bildet, falle. Es liege jetzt

dieser Punkt innerhalb des letztern Kreises, jedoch höher als

sein Mittelpunkt C, so dass CO=e ist; alsdann ziehe man aus

O die Ordinate OT und aus T die Tangente TP an diesen

Kreis, welche die "Vertikale in P schneidet. Weil nun auf's

neue OCT co CTP ist, haben wir

CO: CT=CT:CP, d.h. e:b= b:CP
und cp= b*

;

es wird daher in diesem Falle die Länge des isochronen ein-

fachen Pendels

h—f~
/l~GP'

wie vorhin. Hieraus ersieht man, dass die Punkte O und P
unter sich vertauscht werden können und zugleich sieht man ein,

dass in diesem Falle, wo GP einen grössern Werth erhält, die

Schwingungen schneller als im vorhergehenden Falle sein werden.

§. 1257. Fällt der Punkt O in den Mittelpunkt C, so ent-

fernt sich der Punkt P in's Unendliche und es wird

A= 0,

was sich auch daraus ergibt, dass e= ist. Offenbar wird in

diesem Falle die Höhlung der Gabel genau die cylindrische Axe
aufnehmen und diese daher unbewegt festhalten, so dass durch-

aus keine Schwingungen erfolgen können. Fällt aber O unter-

halb des Mittelpunktes C gegen A hin, so dass die Krümmung
der Gabel kleiner als die der cylindrischen Axe ist, so wird

diese gar nicht auf jener liegen können und daher jede schwin-

gende Bewegung gänzlich aufgehoben werden.

§.1258. Fällt aber der Punkt O unterhalb A, so wird die

Gabel oben convex sein und die Grösse e sich negativ ergeben.

Man setze daher in diesem Falle e =: — i, und es wird alsdann
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/,_ ^ + (c
— b^— •

** + (c~ b^n-—i
bz^ ci — l

ci~-b* '

Dieser Werth wird daher, so oft als

ist, negativ und es wird alsdann gar keine schwingende Bewe-

gung erfolgen können, vielmehr würde die cylindrische Axe über

einer solchen Gabel, sobald ihr die kleinste Bewegung ertheilt

wäre, herabsinken.

§. 1259. (Figur 169.) Wir wollen daher den Fall betrachten,

in welchem die Gabel nach oben zu convex ist; ihr Krümmungs-

mittelpunkt liege in O, so dass jetzt CO zu i und CG = c ist.

Aus ö ziehe man die Tangente OT an die cylindrische Axe

und aus T die horizontale Linie TP; alsdann ist offenbar

CP=^ und c-^r = GP.
% i

Da nun auch jetzt /
,2=:#a+ (c—-6)2 ist, so wird die Länge

des isochronen einfachen Pendels

n~GP
und es wird dieselbe immer positiv sein, wenn nur der Schwer-

punkt G nicht höher als P liegt, was bei der wackelnden oder

schwankenden Bewegung geschehen könnte. Da wir hier aber

ein Pendel, also den Schwerpunkt als unter der Gabel liegend

betrachten, so wird sich eine wirkliche schwingende Bewegung

ergeben und eine desto geschwindere, je grösser der Abstand

GP wird.

§. 1260. Nachdem wir diess im Allgemeinen bemerkt haben,

wird es der Mühe werth sein, den Fall zu betrachten, in wel-

chem die cylindrische Axe jeder Dicke entbehrt, also

6=0
ist. Alsdann wird die Länge des isochronen einfachen Pendels

* Aa+ca

h~—c~~

'

wo wegen CA= 9 AG= c sein wird. Dieser Fall stimmt of-

fenbar mit der Bewegung eines gewöhnlichen Pendels überein,

welches im Punkte A aufgehängt ist. Es ist nämlich das Mo-
ment der Trägheit in Bezug auf den Punkt A=zM(k2

-{-c
2
'), und

wenn man dieses durch M.AG dividirt; so ergibt sich nach den

Lehren, welche ich über die Bewegung der Pendel vorgetragen

habe, immer die Länge des isochronen einfachen Pendels.

§. 1261. Ich halte es nicht für angemessen, hier bei dem



742 Kap. VIL Von der Bewegung eines Pendels etc.

Falle zu verweilen, in welchem der ganze Körper des Pendels

und daher auch der Schwerpunkt G sich über einem Aestrich

befindet. In Folge der Reibung entsteht nämlich in diesem Falle

jene wackelnde Bewegung, welche ich früher ausführlich unter-

sucht habe, deren Schwingungen nämlich durch die Reibung

selbst regelmässig werden. Die gegenwärtige (Untersuchung er-

streckt sich aber viel weiter, da sie sich auch auf concave und

convexe Aestriche ausdehnt. Alle Veränderungen, welche hier

vorkommen können, werden durch die vorher gegebenen Aus-

einandersetzungen überflüssig deutlich, wenn nur der Schwer-

punkt G über A gelegt wird. Es würde daher überflüssig sein,

länger bei diesem Gegenstand zu verweilen ,
xman halte nur die

folgende Regel gehörig fest. So lange der Schwerpunkt G des

ganzen Pendels unterhalb des oben bestimmten PunktesP liegt,

kann immer eine schwingende Bewegung entstehen und es wird

die Länge des isochronen einfachen Pendels

h "=z GP
sein. Hier ist 3If* das Moment der Trägheit der ganzen Masse
des Pendels in Bezug auf eine Axe, welche durch den Berüh-

rungspunkte gezogen ist. Liegt aber der Schwerpunkt 6r ober-

halb des Punktes P, so kann das Pendel gar keine schwingende

Bewegung annehmen, sondern wird bei der geringsten Neigung

herabstürzen.
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Anmerkungen und Erläuterungen,

Zu §. 59. (Fig. 5.) um die in diesem §. enthaltene Formel

für die Diagonale eines schiefwinkligen Parallelepipedums her-

zuleiten, setzen wir OA=:x, OB~y, OC=:z, ^AOB=^,
AGC—v] und BOC— 0, ferner OV=s und die Diagonale im

Parallelogramm OARB, d. h. OR— w. Wir haben alsdann

1) w2=z^2
-f-?,

2— 2a:ycosOAR — a:*+ 2/
2 + 2^cosf

und wenn wir den Winkel COR—W setzen,

2) 52=

2

2
-f w1— 2zw cos0# F= z2+ w2 + 2zw cos W.

Denken wir uns nun aus dem Mittelpunkte einer, mit einem

beliebigen Halbmesser beschriebenen, Kugel gerade Linien ge-

zogen, welche OA, OB, OC und OR parallel sind und ihre

Durchschnittspunkte mit der Oberfläche der Kugel durch grösste

Kreise verbunden; so erhalten wir das sphärische Dreieck

BCA, (Figur 6.) welches durch CR in die zwei Dreiecke BCR
und CRA getheilt ist. In demselben ist AB~£ 9 AC = *i,

BC=6, CR=W, ferner AR= q, wenn wir im Dreieck AOR
den Winkel AOR=q setzen, wo alsdann

3) ivsmQ=:ysmt; und 4) wcosq~x + #cos£.

Ferner haben wir in den sphärischen Dreiecken BCA
und CRA

5) cos —~ cos f cos 7] = sin t sin r\ cos A
cos IT

7= cos^cos^ -f sin ^ sin ^ cosA

= cos«.—— "+sinw- -cos^l (3, und 4,)

mcosTT7=^cos^ + ?/cos^cos?+ 2/cosö— 2/cos^cost? (5,)

oder
6) w cos PF— # cos v) + # cos 0.

0*



4 Anmerkungen und Erläuterungen,

Substituirt man den Werth von w2 aus 1) und den von

ivcosW aus 6) in die Gleichung 2), so erhält man sogleich

s
2 — x1 + ij

1 + z1 + 2.ry cos £ -f 2^z cos ^ f 2//z cos 0.

Zu §. 205. Allgemein haben wir, wenn weder dx 9 noch

dy, noch rfs consiant sind, die Gleichung

ds*_

dy ddx — dx ddy
'

Da aber ds=da:Vl+p^ s dy==-pdx und ddy=dx-{-dpdx,

so ergibt sich sogleich

dx(L + p*)Vl+p*

Zu §. 209. Aus der gefundenen Gleichung der Parabel

Cc
2 sin£cos£ ~^ 2_ c1 cos

g

2 ^62 sin

g

2 "^v

erhält man den, der vertikalen Axe entsprechenden Werth von

x, indem man y= maximum. zu bestimmen sucht. Es muss

aber in diesem Falle y^=0 sein, und es wird daher

c2 sin 'C cos f

%
der Abstand der vertikalen Axe vom Punkte O. Ferner wird

der grösste Werth von y in diesem Falle

c2 sing2

d. h. die Erhöhung des Scheitelpunktes über OA.
Setzt man in der obigen Gleichung der Parabel y=z0,

so erhält man
c2 sin£cos£ c2 sin £ cos?

x~4-
2
ff

— :n
2ff '

c2 sin 'C cos £
woraus x='0 und x= — fols:t. Der erste Werth

9
entspricht dem vordem, der zweite dem hintern Durchschnitts-

punkte der Curve mit der Axe OA und es bezeichnet daher

der letztere die Weite des Wurfes.

Zu §. 220. Es ist nämlich

u2/Sudq> —fd.liPfSudcp] =f'ludttJSudcp -\-fSuMq).

Zu §. 227. (Figur 23.) Wir haben unmittelbar im Drei-

eck NPV
cosPN=cosNVcosPV+smNVs'iiiPVcosNVP

=co8NVcosPF—smNVsmPVcosPFs.
Nun ist cosIYP=sinFs= sinG;>, sinZVF™ cos co, cosPF
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P o *v . , r^Trr ^ T7 COsPs—COsPVcOsVs= -^ ? ferner 1m Dreieck P Vs; cosP Fs= . yiiy . T7 3

mithin
_ mT P . cos ca cosPs cosPV.co.sVs2

cosPN= ~Yf sin ß) ;

—

tt h :—TTV sin Fs sin Fs

P , cosoadx Pcoso)2

weil cos Ps= y- ist; also endlich

cosPiV=

sin was V sin co

cos co dx
Fsin w sin co ds

Eben so ergeben sich die beiden andern Gleichungen.

certJM
Zu §. 366. (Figur 36.) Um die Kraft Z£=- in die

zwei Kräfte längs ZV und Zz zu zerlegen, haben wir, wenn

wir die Linie Z£— £> setzen, die Kraft längs ZV= •-

und die längs Zz~.^^-. Da aber ^XZ£= 90° und
Q ff

v'Zz=:§Q , so, wird A&v'—XZY und ktZv'coXYZ;
also wird

Zv^__YZ_z Zz_XY_^
q XZ r q

" XZ~~~r

i v i. \s <•*
<*zdM _. , , ,

aydM
und so die erstere Kratt =: > die letztere = •

ff ff

Zu §. 374. (Figur 42.) In Z wirkt längs Zz die Kraft

V, man soll statt ihrer die zwei, in F und G ihr parallel an-

zubringenden, Kräfte X und F bestimmen , welche ihr gleich-

geltend seien. Setzt man FZ—f und ZG=g, so haben wir

allgemein
l) x+ y= v und 2) p/>= rör+0),

mithin

r= -IL = -r-8- und x= v— r= -I— .

f+9 f+ i t+i
ff 9

f
Für <7= oo, wird aber —=0 und so X=V, Y=0 und

r<f+g)=vf.

Wie in dieser Anmerkung ergeben sich die Momente der

verschwindenden Kräfte
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» ^r, Vffz^dM . ., . _ Tffy*.dM

Diese Kräfte wirken im entgegengesetzten Sinne der Kraft

06 und es wird die Summe dieser Momente

=
fiwtff*-

dM+fy*-dM \
=jfäs/E*2 +y^iM= vf-,

also heben sich die Momente auf.

aVt2,

Zu §. 377. Man vergleiche §.305., wo x=—^- war. Das

dortige x ist hier z=:Ol.'da> und das dortige t hier ^dt.
A-B

Zu §. 442. Substituirt man nämlich denWerth tgö=—rr-siiwy

^ j%
oder sinö=—p— sin^eosö in die Gleichung

[Jcos?72 -f#sin?72]sin(9cos0—CsinöeosÖ—Fsin^[cosö2—sinö2]~0,
so erhält man zuletzt die Gleichung

(A~B)(A<->C)-F2=:0,
die also frei von y\ ist.

Zu §. 455. Aus (a2—62)cosa2=(62—

c

2)cosy2 , folgt a2cosa2

+ 62 cos02 + c2 cosy2 =:&2, mithin stets Mk*= Mb*.

Zu §. 474. (Figur 55.) Setzt man den Bogen EM~s,
Mm=ds und die Linie Pp—dx, so hat man, weil y—^fa?1—x%

,

ds— /Vdx2
-t-dy'2 =z -—. und so das Moment der Trägheit des

Bogens Mm in Bezug auf AB=y2ds~aydx, also

das Moment des Bogens EA=z a I ydx
o

BEA=al ydx
—a

ydx= «.«%= «% .

—

a

Das Moment desselben Bogens $fm in Bezug auf den

Durchmesser EF wird

„ , ax2dx ax2dx a? — («2— ^2) ,= „r^s= = r = a.
1
— _ ~dx,

V Va^-x* Va2—x*
mithin das Moment des Bogens

EM ä= a3
f-j£ß==.- a/V^J2

- c^

== 1
/2a

3.arc.sin l —
J
— ^«^Va2— #2

>
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dx
das Moment des Bogens EA= a3 I .

—aTVK^.^.^ yaa8.Va»= y4a%

das Moment des Bogens BEA= %az
7t und

AEßF—a^Tt.
Zu §. 480. Da sin<92=Va—

y

acos20 ist, so wird ya ilf/a
2sin02

AUS tg2g=-^||- und tg2ö= Q o^T^' 51= folgt" cos2g ö 3a2 + c2 cos2g ö

. o/w ^ 3a2 sin2t
"

n/t, ^ 3a2 cos2£ + c2
tg 2(g— Ö)= ö-ö ör-r-^ » cos 2(£— 0)= r° VV y 3a2 cos 2£ + c2

Vb v
' V9a4+6a2c2cos2g+c4

und ^ 3a2+ c2 cos24T
COS20==Z r

~
- >

V9a4 + 6a2c2 cos2£+c4

und so obiges Moment

i/"»#ri a . a'
9"4+ 3a2c2 cos2g + 3q2c2 cos 2g -f c4v

1 L
\^9a4 -f 6«

2c2 cos2g + c4
J

Aus §. 479. folgt, wenn man tgAlG— tgß' setzt:

/

Sr9a4+ 6a2c2 cos2£+ c4=c2 sin2£tgö -f 3a2 + c2 cos 2g

= ~3a2~c2 cos2^c2 sin2gtg<9',

mithin

. 2c2 sing sin (g— 0')

__ \ cos 0'

~ fec2 sing sin (g-0)

V COS0
und so obiges Moment

—^>2 sin g sin (g--0)
~~

6COS0

Zu §. 487. Aus tgAIß=z ^
s *ng

folgt* ö a + 6cosg &

+ 9,1//?
26 sin g(q+ 6 cos g)

tg ^^ //J~ a2 + 2a6cosg + 62 cos2gV
ferner ist nach §.484.

62 sin 2g __ 2/>2 sing cos g
tg lQ— «2+ 62 cos2g~ a2+ 62 cos 2g

*

Da nun BlF=AW — ist, so folgt aus diesen Werthen

2a6sing(ft2~62
)tzZBIFz

" a4+ 2a 36 cos g + 2«262 cos 2g + 2a63cos g+ 64
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Im Rhombus ist a= b, t§2BIF=Q und BIF^O oder

J9/F=90°.
(Figur 58.) Im Rechteck ist £= 90°, cost^O, sin£=l,

cos2f=—- 1; also

f nmr 2a6(«fl-6g
) 2flfe

und

. «^ 62-«2
. iA4-2ß¥ + fl

4
, . ä2—«2

. äf+ a2

*« Ä// = "KT* V 4aa62 ~+1=~^r ± ""^ *

entweder =- oder =— 7 •

Hier ist also AIC die eine und GIG' d\e andere Hauptaxe*

Zu §. 490. Die Worte „alle, in seiner Ebene durch den

Mittelpunkt der Trägheit /gezogenen, geraden Linien" können

wohl nur so verstanden werden, dass so wohl die beiden Dia-

gonalen, als auch die durch / auf beide Seiten normal gezoge-

nen Linien Hauptaxen sind.

Zu §. 491. Es wird fy*dM=:fdyfy2dz—fy2zdy, und wenn

mau z von z= bis z=MP~Va?--yfi nimmt,

fy*dM=fy*.\Tä*^dy±=^ y^iaP'—y*)* + V4 aa/Vo5^2
.
dy

= ~"
V42/(tt2 —?J

2
)
1 + Vs^yW— 2/

2 + V8a4 arc .
sin (|\

Wenn man nun das Integral von #=0 bis y~ct erstreckt

und dann, um alle 4 Quadranten zu umfassen, den Werth mit

4 multiplicirt; so ergibt sich das Moment
= y47ra4= y47Jla2

Eben so führt fz^dM^zfz^dzfdyz^fyz^dz^fz2 V^2 - z*dz

auf y47JZa2.

Zu §. 501. Es ist allgemein

J[a+ cx^xm dx= -
(2yz +m + 1)

j(«+co;2)"+i^-i

— (m—l)af{a + cx*)nxm~*dx \ ,

mithin

fy
2dyV^^p==: - V4{(c*-y*)ly~cydy\rj2^>\

und

fy2dyVc* -~y*—%c*>.y4c%=

y

16 ^.c
4

.

Zu §. 507. Dass fyzdM verschwinden muss, weil jedem

positiven z für dasselbe y und </7J/ ein gleich grosses negatives
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z entspricht, ersieht man zwar sogleich, indessen folgt dasselbe

auch leicht aus der Rechnung. Es wird nämlich

fyzdM=fr 3dr dt dcp sin cp cos cp == %/rhlr dt dcp si n 2g?

=—% cos 2cpfr
3 dr dt.

Da aber so wohl für cp= ()
> als auch für cp=27t, cos2<p=.l

ist, so wird das Integral in Bezug auf cp , ausgedehnt von

cp=0 bis g?=27t, verschwinden.

Zu §. 537. Wir hatten im §. 215., dem Beispiele der Be-

wegung eines einfachen Pendeis, die Gleichung

vdv —— 2g dy.

Setzt man nun in der dortigen Fig. 20, dem hiesigen Satze

entsprechend, den Winkel OB$~cp, so haben wir die Glei-

chungen :

bdcp 7 bddcp . , , 7 , . ,

v~--jj , dv=—j~ s y— b — bcoscp und dy= b sin cpdop
;

also, wenn man diese Werthe in die vorstehende Gleichung

substituirt,

bMcpddcp 77 2g sin cp dt*

j-,7^—^=— 2gbs\ncp dcp oder ddcp= — - j— •

Das dortige b ist hier /.

Zu §. 539. Damit l=f+y ein minimum werde, haben wir

also aus 1) /=# und dann aus 2) -^^-f--^.

262 2a
Zu §. 546. Aus der Gleichung f+ -5-*== Ja folgt 0/ = /

2a 262
== j^___ und^ vorausgesetzt dass 6 sehr klein sei, also ge-

TC
Z

0/

gen ^vernachlässigt werden könne; indem man im Nenner des

zweiten Gliedes auf der rechten Seite statt f seinen genäher-

2q
ten Werth -\ substituirt,

TT
2 og

und hieraus, wenn man 01= b setzt,

6= <V68=M=ai5Sl% .

Hätte man hingegen nichts vernachlässigt, vielmehr in /*
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'2g 262— 2~I7 5 die Gärige f=zb gesetzt, so würde sich erge-

ben haben

^6=|uOdÄ = ^=0,14474V
Zu §. 554. Indem man das Differential von

in Bezug auf # genommen, =0 setzt, ergibt sich die Gleichung
' 2BLbq— BL[%c2 + 62] — 2

/5L2e2 + /,V=0
und hieraus der zweifache Werth

Lg^-Bb± yTB*b*+ BLb* +*l6BLc*+ */bL*<P=-rBb ± Ä.

Für den ersten Werth wird das zweite Differential von OS
_ 2LR
— + (Bb+Lq)* 9

also positiv und in diesem Falle OS ein minimum; hingegen

wird für den zweiten Werth das zweite Differential von OS
_ 2LR

"""(Bb + Lg)*
'

also negetiv und OS ein maximum. Im letztern Falle ergibt

sich aber , _ Bb R

d. h. es muss die zweite Kugel oberhalb O in einem Abstände

OQ angebracht werden.

Die Länge des isochronen einfachen Pendels wird alsdann

2
/5Z?c

2 + ,B62 + 2
/

,5^2 + i>r/2 .
f

, .., . ,__. _12 _i2 l_
5 (j t n Wenn man substituirt

und reducirt,

_ 2J?6 2Ä
-—-* L ~~ L '

es müsste also ein Pendel von dieser Lange sein, dessen Linse

sich aber oben befände.

Zu §. 556. Es soll sein

2c2 2
OS= 6 -|- gg- > jSTB^b^ + #jL62 + 2

/5Mc* +%LV*

,

d. h. es soll, wenn man gehörig umformt und reducirt:

7* ,
4c2

.
4c4 ^ 8ß2

i /
,2c\ 4/"2

sein.

Zu §. 559. Die im Original aufgestellte Gleichung ergibt

sich, indem man
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als Function von e betrachtet und ihren kleinsten Werth sucht,

also —^—= ö setzt.

Zu §.560. Aus

OQ=q= ljyB%* + BLb* + */bBLc* + %L*e*—^
ergibt sich bei constantem L der Werth von OQ um so klei-

ner, je kleiner e ist. Ist ferner e constant, so folgt aus

OS=z ^ m + Lq '

2c2
für L=z0, OS~b +VJT ' ^' **• nacn §• 558. der grösste Werth

von OS. Ist feiner

562 + c2c2=26eVl0, oder 6+ g^- =2^Y 5

und _ 562 +2c2

ß "~ 26VTÖ '

so wird aus

also 0$ unabhängig von L und um so grösser, je grösser

ist, und die Schwingungen daher alsdann desto langsamer.

Zu §. 636. Aus den Wertben von fR*dM, fXYdM und

fXZdM (§.632.), wie auch nach §. 438. folgt unmittelbar

und wenn man diese Werthe in die Hauptbedingungen substituirt,

8\nrid.fR*dM m>,** * cos Sd.fFPdM . „ rntfinm^ = cos rifRPdM und ^ =z&m0fR*dM.

In der ersten ist nur rj, in der zweiten nur 6 veränderlich,

und wenn wir der Kürze wegen fR2dM durch F bezeichnen,

so haben wir
dF 2 cos rj T1 , dF 2sin0_
-j-=—; -I und -

77r
= 77F,

a?7 sin ^7 dO cos 6

also das vollständige Differential

, „ 2 cos 71 _ . 2 sin _., 7Ai

sin ?? cos#
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oder dF_2dsmrj 2dcos0.
F ™ sin 7]

' cos '

mithin

logF— 21ogsiniy + 2logcosö + Const, oder F=asin^2 cosö2,

wenn Const. =.loga gesetzt wird.

sin rf
1 cos 2 sin ??

2 cos 2
.—

fRPdM
— == F " ein m *mmum werden, so

wird

• 2 *2 dF
2 sm 7] cos fj cos &z ' drj

F F*
dF

=

-2sin^cosösi n sint;2 cosö2.-y7rnd ' d(J =

JRUM

F F2

oder

sin rjd.fR*dM r™-,™ .
cos 6d.fR*dM . „;.„„,„

2%, —= cos rjfR*d]M und — -—-^—— =s\hOfR*dM,

wie oben. Endlich ist

dti*fR*dM= V*o*h*dl* •^2^-

'

ii »
• i

... . , v -4.
sin^3cosÖ2

'

welches oiienbar ein minimum wird, wenn diess mit

geschieht.

Zu §. 656. (Figur 89.) Es wird

sin cc sin A= si n /? sin 0^^4 = sin ß cosCß O= sin ß cos fi— cos y

oder sin/l=:—

—

-,
sm a

sin jS sin \i= sin y sinBCO= sin y cos^fCO= sin y cos v = cos cc

. . cosa
oder sinu:=——^rr sm ß

sin y sin v= sin a sin 614 O= sin a cos CM 2£ == sin a cos l= cos ß

, , cos/3
oder sin v = ——- .

smy
Ferner ist sinasinA=cosy

und cosa— tgftcosy

. cotgu
also tsa—

—

t~-\

wie auch sinacosA=cos|3
cos/3

und
tsv

also tga=——r.ö COS/l
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Eben so findet man die Werthe von tgß und tgy.

Zu §. 659. (Figur 90.) Es folgt aus den Gleichungen

cos c = cos a cos b -J-
sin a sin 6 cosC

und Vin CcotgJ= cotg a sin 6— cos b cos C,

wenn man beide, differentiirt und redueirt, allgemein

dc=cosBda -{-cosAdb + smbs'mAdc
und

sin cdA= sinBda -—
» sin a cosBdC— cos c sin^cZ6.

Setzt man nun, im Vergleich mit Figur 89.

a—x, dx—Oo, 6='constans, also db=zQ, c=<x, A—l, B=AoO,
C=constans also dC=0; so erhalten wir:

1) . du— Oo.cosAoO
. 2) dl sin<x=Oo.sin AoO

,

also
, _ , A ^ dl sin a

Oo~ ydcP + dV* sin a2 und tgAoO= —-j^- •

Zu §. 665. Wir haben nach §. 639.

Rghdl2\Tä?cös ö2 + 64 sinä2
"

dco - ~~"~
MuH* cos

£l2 s\n n cos n2(a2 cosm2 -\-b2 sin m2—

c

2
)

2/'

/(o2^-^2
) cosm 2

cos w cos <5[«
2 cos m2

-f- 6
2 sinw 2—

c

2
]

V"^2— c2)
2 cos m2 + b\b* - e2)

2 sin m2

X ^ ~-^ 57
—

. COS 8

oder

Pßdi2 s\nn cos wV~a4(a2— c2)
2 cos m2 + b*(b2— c2)

2smm2

'Zw ~
-2o262 cosö

Sl2di2 sin rc cos??, 62(6
2— c2) sin ra *&2(6

2— c2)dt2 sinm sinn cosw

2a262 cosöcos??
'

2a2 cos^cos0
Sl2(a2— c2)dt2 cos m sinn cos m

262 sini]cosö

Zu §. 667. Es werden hier die Werthe von cos und sin#

gebraucht, und da

sin m cos n (Vi
2— b2)b2 sin 7]

° c2(«
2—

c

2)sinrc

so wird
c2(«

2— c2) sinn
cosö~

-

V~si n m2 cos n2(a2— 62)
264 sin ??

2 + c4(a2— c2)
2sin n2

Substituirt man hier den im Texte befindlichen Werth von

sin??, so erhält man
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. c2smnW
cos<9= ^

und eben so

. . „ a2b2(a2— b2) cos a cos
sinörz: üj

— •

Mit Benutzung dieser und der im Texte für cos^ und sin?/

gegebenen Werthe erhalt man die dort für eos2(, cos 23, cosdL

und da aufgeführten Werfhe.
Zu §. 669. Es werden hier einige Zwischenwerthe der zum

Theil weitläufigen Umformungen dieses §. aufgeführt.

Aus tg (m + y)
sinm a2(a2— c2) cos rn

__ tgm -^tgr} cosm b2(b2— e2) si n m
~\~\gmtgr}~~

__
fl
2
(fl

2 -c2
)

'

b2(b2— c2)
folst

a2(a2— c2)cosm2 + b2(b2— c2)smm2

#

tg(m +^~ (a2— 62)(6*2— a2— 62)sinmcosw '

Hieraus

. , N
«2(«2— c2) cos m2 + b2(b2 -c2

) sin m2

sm ( wi 1 ~ ti

)

'

'

' — —

'

-

1

Va*(a2 --c2
)
2 cos m2 -\-b\b2— c2)

2smm2

[b2(b2—c2)~-a2(a2— c2)]swmcosjn
COS (m -4- 77)

=

—

r- ~=— — ~
'

V u
Va*(a2~c2

)
2cosm2+ b4(b2--c2)

2smm2

Ferner folgt aus
a2(a2— c2)cosm

tgV ~~
b2(b2— c2)s\nm

a2(a2—c2
) cosm

sin ^— yfl4 (a2_ c^ Cos m2 + b\b2 ~ c2)
2 sin m2

und da
62 sin m sin 7?(a2 — 62) cos n

t

c2(a2— c2) sin n
tgö—

-

~2,7,2_.,.2\

COS 72 tff ö
so ergibt sich nun leicht der Werth von —r—,—;—c und dann°

sm(m-\-ri)

der von cotg COS.
Wie im §.666. hat man, weil AM=m, OM= n-, BM

=90°—m und CG = 90°— w ist,

cosß^cosmcos?^ cos/3 = sin/?zcosrc und cos y= sinn,

also sin r/? cos m cos tz
2 sinn= cos «cos ßcosy.

Mittelst dieses und des für

cos 5 __ (a2 — c2)(b2— c2) sin ?z

sinÖ-' «262

gefundenen Werthes, erhält man
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Slja2,~ b2)dt sin m cos m cos n2 sin s cosSOC
Op — c^shxj

__ iß(r/2 — b2) dt cos cc cos ß slnscosSOC^
~~

e2 ' sinö
aber

sin s cos$OC:=: sin cos ?i— cosösinwcos(m -f ^)
also

sinscos>$ÖC . , „ / . x
;

— = cos n— sin n cotg 6 cos (m -f- ri)

__ c2 sin Ma[62(6a -- c2)— g2
( fl

2--c2)]~~
' aLb\(£L— b2)cosn

"
a%*(a*--b*)co&n

'

mithin, weil sinw= cosy und cosw= siny,

__ &(g2— 62) cZf cos a cos ft[a
262— (a 2 - c2

)(b
2 -- c

2
) cos y

2

]

°P— a 2b 2c 2 s'my
Aehnlich wird

Sl(a 2—b 2)dt sin m cosm cos

n

2 sins.sin&OC
°ß

c2
'

sin ß

aber

sinssin>SGC sin (m -f 17)

shTÖ
""" tgö

c 2 sin n [b 2(b
2—>c

2
) sin m 2

-|- r/
2
(«

<2— c 2
) cosm2

] t

a 2
b
2 (a 2— b 2

) sin m cos m cos 72

demnach

Sldt&m n[a 2 (a 2 — <?
2
) cos in

2 cosn 2 + b 2
(b 2— c 2

) sinm
2 cos7^ 2

]

^ — —
a 2

b
2 cosn

Sldt cos y[>
2 2— c 2

) cos a 2 + 6 2
(6

2— c 2
) cos |3

2
]

« 2
6

2 siny

Zu §. 671. Der Werth von tgCOS ergibt sich unmittelbar

nach §.669., indem man die Werthe von sinra=cosy, cosn 2

•»« o cos a cos ß= cosa 2 + cosp 2 = 1 — cosy3
, sin??icos??i = —

> sinm
1 r ' cosn 1

cosß cos« „ aap . r ... . 1 . 1— und cosm= aus Q. 000. einführt und eine kurze
cos?i cos n

Umformung vornimmt. Ferner wird aus

cos^C= cos« cosy + sinasinycos^ÖC,

weil AC=%°9

Ar>^ cos a cosycosAOC=— —. ;
>

sin« sin y
und da

sin a sinAOC~ sin^lCsinJCO= cos OCB,
wie auch
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sin y cos CB= cos öi? sin/?C— sin 0,ß cosBCcosOB C,

wegen ÄC=90°,
siny cosOCB—cosOB = cos ß;-

mithin

. A^ä, cos(3 cos/3
shl406 = -: 7— und so teAOC—' —

-

sin a sin y
n cos a cos y

A^s den Wertben von tgCOS und tgJOC erhält man tgAOS
~tg(AOC—COS) nach bekannter Weise und einer etwas weit-

läufigen aber nicht schwierigen Umformung.

Zu §. 673. Im Dreieck AOR ist

s\nRs\\\AR=zs\nOAs\\\AOR
und

smR cosAR~ cc sAOR s\nA -[-smAOR cosAcosOA,
also weil

OJ~« und AOR^AOS,

taAR—
sin tttgJ Off

ö * sui^-f tg^öSeosJ cos«'
oder weil

A«m a^™ ,^sy . ^ sinysinm cos/3AM=ACM=m 3 OC~y, sm/i= ' = -r-£ .

und
. ± . n sin a2 tgAOS

smacos^I = cosy, mAK=z -5—- : —
A .

'' ° cosß + cos et cosytgAOS
Hier ist der Werth von tg^Off aus §.671. zu substituiren,

um nach kurzer Umformung

ts ^~c*cosy[«-(a a— c
2)cosa a + 6 2

(6
2 - c 2

) cos/32]

zu erhalten. Um hieraus nach Analogie tgBQ=zcotgAQ her-

zuleiten, hat man statt a, b $ c respective b, c, a und statt cc,

ß, y respective ß, y, a zu setzen.

Zu §. 676. Es ist unmittelbar

s\n OCosm Co =z sin po,

oder weil OCo und po unendlich klein, ferner nach §. 669.

sin Co —sin (y -f- dy)= sin y

,

OCo.s'my=^po

und wenn man hier den Werth von po aus §.669. substituirt,

Sldt cos y [ft
2 (a

2 — c~) cos a 2
-f 6

2
(b

2 — c a
) cos g ]

erö-siny^

Zu §. 678. Es i8tZAB=ZAC-BAC==ZAC—Q(P, also

smZAB— — cosZAC Allgemein ist

sinZ^4cosZJC= cosZCsin^C

—

s'mZCcosACcosZCA ,

mithin weil ^C=90°,
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$\nlcosZAC=cos7i und s'mZAB— ~-

18 Anmerkungen und Erläuterungen.

c

sin /
*

Aus
sinZÜ cosOZA= cos OJ sinZJ— sin OA cosZJ cosZ/1

und
sinZOsinOZ^ — sinOJ sinZJO

folgt

cos ß cos ?n -f- cos y cos n
cos «sin /— sin « cos / ; :—

r

—
i- Arzrk __________ sinasin/

co tff_4ZO=— -j jö
. cos y cos r/? — cos p cos

w

sm « —
;

—

j

woraus durch Umformung folgt:

_-,_^ cos« — cos /[cos «cos/ -f- cos # cosm -f cosy cos ??1

cotg_4ZO= l- —- — — -
ö cosy cos???— cosp cos?i

In Betreff der folgenden Differentiationen ist noch zu be-

merken, dass

d.ZO~Zo — ZO und d.AZO=z()Zo
gesetzt ist, so wie auch dass

[cos y cos m— cos ß cos n\ 2

[cosy cosm — cos ß cos w]^ + [cosk — cos/cosZÖ] 2

___
[cosy cos??? — cos ß cos w] 2

sin/ 2
[l — (cos« cos / + cos/? cosm -f cosy cos 7i)-\

wird.

Zu §. 679. Nach §.678. wird po~eZ—OZ,
Op—OZosmOZ

und sinöZ 2 ~l— [cos«cos/~f- cos |Scosm + cosy cos ?i]
2

,

woraus die Werthe im Texte folgen.

cos V
Zu 5. 680. Durch Differentiation von sin/?„tO= -r^

3 sin «
erhält man

_^ a^ y _^ _^ — dfysinysin« — dfa cos «cosy
cosBAOd.BAO=z ;—i - *

sin «2

also weil *,„_-_ c°s ß
cosA40= ——-,

sin«

» _-»_^ ,. a —da cos et cosy—eZysinasiny
d.BAOzzzOAo = — r—i

i
_x

.

sin « cosp

Fällt man aus O auf oA das Perpendikel Ott, so wird

Otczzz ö_4o.sinö_4= 0__fo.sin« und otc=oA— OAz=da,
also wenn man den eben gefundenen Werth von ö_!o sub-

stttuirt

,
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Oo 2— OTt* + ÜTt2 =r du? +
tZa

2cos a2 cos y
2 + dy2 sin a2 sin y

2 + %da dfy sin a cos a sin y cos y+ cosß 2

d. h. weil

cos ß
2+ cos a2cos

y

2 -- 1— cos et
2— cos y

2 + cos a2cos

y

2

= sin a2— cos y
2 sin a2= sin a2 sin y

2
,

2
(^« 2

-f iZy
2
) sin a

2
sin y

2
-f- %dct dy sin a cos a sin y cos

y

cosp-

Ans cos«2
-f cos/3

2 -feosy 2 =:l folgt aber

d'asin a cos a + d/j sin /3 cos/3 + % sin ycosy= 0,

und hieraus

2dady sin a cos a sin y cos

y

= dß 2 sin ß
2 cos ß

2— da2 sin a2 cos a2— dy2 sin y
2 cos

y

2
,

mithin Oo2

^2sina2 (siny2—cos«2
) + (Zig

2sin^ 2cos^ 2
-f^y

2siny2 (sin« 2--cosy2
)~

cosß 3

= da2 sin a2 + dß 2 sin ß
2 + dy2 sin y

2
.

Zu §. 68J . Aus
_ cosycosm— cosßcosrc

® cos«— cos /cos v

urid cos« cos n— cos y cos/
® cos/5— cosmcos»

%A*B-\_X%AZO.\%OZB

6*
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Zu §. 690. Aus
sin Op sinOpP— sin OPsin OPp

und sin Opcos OpPzzzcos OP&inPp— sin OPcosPp cos OPp
folgt, weil OPp = 90°und Pp unendlich klein, also smPp—Pp
un d cosPp -— 1 ist,

tzOP

also auch öpP=90° und nach der ersten Gleichung

Op=OP.
Da nun nach der Voraussetzung pq=.PQ ist, so wird auch

Oq=OQ.
Ferner aus

sin Oq sinOqQ~ sinOQ smOQq
und sin OqcosOqQ— cos OQsinQq— sinOQ cosQq cos OQ^,
weil Qq unendlich klein, sin Qq=Qq und cosQ<7= l ist,

tgOQ.
8^.

1-tgOO-^-
mithin OqQ=.OQq=90°.

Zu §. 693. Soll SfPpt-IPp. Qq cosPQ + e^2=0 werden,

so ist diess nur möglich, wenn /*/> und (?<y verschwinden;

denn aus jener Gleichung würde sich

Pp=:QqcosPQ± Q^sinPQ.V—l
ergeben.

Zu §. 698. Aus
sinOPsinOP#= sinO/2sinO#/>

und
sin OPcos OPll =cosO ßsinPR~ sin ORcosPRcosORP

folgt, weiIÖ/>Ä=90H/w, ORP^W—n und PR=p=18Q° ist,

sinOPcosm= sin O/? cos-w

sin 0/2 sin ?z—— sinOPsinm;

mithin cos m sin w= — sin ??2 cos ?i.

Zu §. 714. Es ist

sin OA cosBA O— cosBOs'mBA— sinl?O cosBA cosAOB
sinOAsinBAO—swBOsmOBA

z=s\nBOcosOBC,
weil ^C=.»24 = ÄC=90 und daher

CBA^W« ist,

= cosCOsinÄC—smCOcosBCcosBCO.
Da nun sinJ5^( = sinJ5C = 1, cosi?J = cosBC = und



22 Anmerkungen und Erläuterungen.

OA=z a= 2( ist, so erhalten wir

sin li cosBA O= cosZ?0

und sin 21 sinBAO~ cos CO.

Zu §. 723. Das am Ende dieses §. angegebene Integral

A—& -l-arc.siii.i ;

—

i j
1

V sin/ /
scheint dem zu Grunde liegenden Differentiale nicht zu entspre-

chen. Differentiirt man nämlich diese Gleichung, so ergibt sich

nach einiger Umformung
-~dl(C—D cos l)

dX = ,
— —

>

sin/.Vi— (1+

C

2
) cos

/

2 -p2CZ) cos/— />2

welches offenbar von dem vorausgesetzten Differentiale

— dl(C—D cos l)

~~
sin /Vi— C2 + 2CDcos /"^(l + />2) cos /2

-dl(C-Dcosl)

sin /.V sin/2— (C — Dcosl)*

verschieden ist. Ich habe das letztere auf folgende Weise
integrirt.

Setzt man
C- Z) cos /= i(Z> - C eos /),

so erhält man hieraus

C-DL
. (Z^-C2

)( I -£2
)

. (D*~C*)dL (D*-C*)L
sin /<//=

( j)__ pr N2~ linc* C—Dcosl— n — cr
—

Substituirt man diese Werthe in den zweiten Ausdruck

der vorausgesetzten Differentialgleichung, so erhält man nach

einiger Umformung

_ LdLVD*—C*
~

(1 -

£

2
)V'l^lT'Ä2-"C^Z*

'

Nun setze man
j&a=a: und Z)2~ C2=a2

,

alsdann wird

7
. adx
/2
(l-,.z)Vl—(l + o:

2)^
Endlich setze man

Vi -(3 + a2)#==z,
woraus

__1— 22 2z<Zz __ttg + S2

1 -f a2 1 -f- a2 l + az

also
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folgt. Geht man nun von der Hülfsgrösse % nach und nach zu

den ursprünglichen Grössen zurück, so wird

cc V~-ö2 C* D'—*Ccosl

oder

*L D—Ccosl J
Dass dieses Integral dem zu Grunde liegenden Differentiale

entspricht, kann man leicht durch Differentiation erfahren.

Zu §. 725. Ist C= Vl + Z)* und cos 7=-™====, so

geht die in der vorigen Anmerkung am Ende erhaltene Glei-

chuno über in

A=JE + arc.tg.(J).

Zu §. 737. Es wird nämlich

A(c*—b*) + fi(aa - e2) + C(62 - a2
)

= Sl*{b2c*(c*— 62) + a2c2(a2 - e2) + a262(62— «*)

— (Ä
2— «2)(c2 ~ «2)(c2- 62) cos a2

— (6
2—

«

2)(c2— 62)(6'2— a2) cos/32

— (c2— a2)(c2 - 62)(6
2 - <*

2)cosy2
)

==&2
|&
26'2<7;

2 -~ 62) + aV*(a2— c2)

+ a262(62 - ß2)— (£
2 - a2)(c2— ö2)(c2 - &2)} =0.

Zu §. 743. (Figur 99.) In dem Räume ctABb wird a und

/3<90°, y aber >90°. also cos a cos ß cos y negativ, dasselbe

gilt von den Räumen ßBCc und yCAa. In «Ja hingegen wird

a<90°, /? und 7>90°, also cosacosßcosy positiv, was auch von

den Räumen bBß und cCy gilt.

Zu §. 744. Setzt man die Excentricität =e, so ist der

halbe Parameter
=f(l- <*)= !,

also

für die Ellipse, wo £< I, /=+ ^ ß2

für die Hyperbel, wo e>l, /=— ~
2 __ j"

für die Parabel, wo c=l, /* = vy—oo.
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Ich habe die Integralformel dieses §. folgendermaassen re-

ducirt. Setzt man V#— Bv= zVa + Av 9 so wird

_ b— az2 _ %Ab + Ba)zdz
v— B+ Az2 '

dv~ ~~ (B + Az2
)
2 '

A Ab + Ba , ,, (Bc f Cb) + (Ac— Ca)!2
a+ Av

='S+Aifl
und C+Cv== ST3^ '

Substihiirt man diese Werthe in die kurz durch / bezeich-

nete Integralformel, so wird

/=-* f- ^
•

J \TB Y Az2.V(Be + Cb) + (Ac- Ca)i2

A A p f (i

Nun setze man -^—p2 und ,» , fy
== 9

2
'> W() a 'so de

> Ca angenommen wird, alsdann ergibt sich

2 n dz
1--

c+Cbj\V^B.\rBc+ Cbj Vi +jöV.Vi +y32*

Setzt man nun endlich

1
, P

2~V C(Ab+Ba)
x=-tsv und —

l
^r-=Ä(B^rm ==e *

so wird

/=_ 2 /> dg>

Bc+CbJSVa.Vbc+cöJ Vi £>2.«:in /r>2

Hiernach ist die Aufgabe auf die Bestimmung der, Di-

gamma genannten, elliptischen Function zurückgeführt.

Zu §. 745. Setzt man in

o 7,
dv\rB

2edt=—r
v\Tl-Bv

Vl—-Bv= z s so erhalten wir

oder

:C-\

und weil für t=0, » = wird

v¥=log
li^iJ-- ,os lrrv

;T^^J ==00
•

Wird nach der letzten Annahme dieses §. v~— e« gesetzt,

so erhalten wir
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2edt=: , r
- -

VBuVicosti*— Ja)(sina2~ Ca)

und es muss V^Bu negativ sein, damit dt positiv werde.

Zu §. 748. Aus k= k und 2>0 folgt k—V^k und £— 1

<Ä + 1, also auch

(Ä-.1)«Ä<(Ä.+ 1)*Ä,
um so mehr

-(*-l)>«<(* + l)«2l + 4* und ^§^|=<1.
Zu §. 750. Da nach §.740. 62 >ca

, so wird («2
—

"62)6«

> (a*—b*)c*, oder

£(a2_.£2 + c2)>a2c2 und so 62> _^___.
Aus der letzten Ungleichung folgt ferner

oder auch, weil (jfe — l)3= (/« + l)a - 4/e

62(Ä + 1)2> -^!|
2—

2(/,
_ 1)2 + 4Ä62

wie auch

Hieraus folgt

aV ^ + 1)
2^5V^2

4A0 f a2_^2+ 6.2^
J ;

a*b*c\k + 1)*

^ 4£(a2— 62)(6
2 - c2) + (£ + l)2a2c2

< b*.Bm

Zu §. 751. Allgemein haben wir

smAC.cosACO = cosAOsmCO— smAO.cosCOcosAOC
und cosAC=cosAO cosCO + sinAOsinCOco&AOC.

Da aber AC=90° ist, so wird

.^ ^ . ^ cosC02 cosJO cos^O
co8ACO= coaAOsmCO + ^CÖ~~~= ihTÖÖ

2VW
Vß(l + T)2 + 4T'

woraus unmittelbar der Werth von sin^4CO folgt, so wie man
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ganz analog die für cosCAO und sinCAO angegebenen Werthe

erhält. Der für cos bO gegebene Werth ergibt sich aus

cos 60 = cosAO cosAb + sinAO s'mAbcosOAb

,

indem Ab= 90° und cosOAb — s'mOAC ist.

Ferner folgt aus

cos^lÖ= cosAb cosb O -J- smAb sinb OcosAb O,

weil Ab—W,
.. _ cosAO 4/" A

C0BAb0=äZör=\ B+i'

Dass die lebendige Kraft constant ist, folgt schon aus der

allgemeinen Auflösung, man kann es aber auch in diesem be-

sondern Falle beweisen. Es ist nämlich dieselbe allgemein

= M^tt?= M\a* cos «2 + 62 cos ß
2 + ea cos y

2
]&2

.

Hier ist nun a= AO, ß= BO, y—C09

2 V" 4T
cosAO=— * =r, cosJBO= cos(90° + 0)=—sinö,

cosCO= ^
-=r- ? smÖ2=7

o*-.
Aga -^[g(i+y)2 +4-in .

^ — Ä+ sinO2~ "(1 + Ä)(l + T)2 '

mithin

d. h. weil ^a2 + Ce2 ==:i?62,

ßb2 AT-V-CT—D* Bs*

Zu §. 752. Für t~Q wird Z\= 1 und tg£0=^0= 0.

So wie tf>0 wird, nimmt T=ze2€t:
*

1 ~*~ B
schnell an Grösse

zu und weil

to>EO = —^£^.(\r T J=) /»

also V~5P — ~~T~ proportional ist, so wird diese Tangente im

doppelten Maasse mit T oder V T wachsen. Es wird aber

erst dann tg.EO=GC,
wann T— o© und tf=^oo ist.

Zu §. 755. Da
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4g2C?cosc2 __ 4#C?
£2[#cosc2 +Ccosb2

]
2 "~ _._ 2 , „ uain ,

Ccosb2L J
£2[Z? cosc2 -f-C cos b2]ri + -^ 51L JL /?C0SC2J

und \BCg
.

"6 ""
£
2[# cos c

2 + Ccos b2]

'

so ist nothwendig ad < «6.

Zu §§. 758. und 759. Da nach §. 740. A—B f C~l ist,

so wird aus

a» z k\ ^ ^cosc2 VCc?cosa2—»^ cosc2
cos/ ""

sin JP=

C VC— cosc2

coscVC + J—1 coscVi? sin aVi?

cosrc

VC- cosc2 VC— cosc2 VC— sind2
*

Ist nun B=oo und C=oo, so wird

siiL,4/i =:sinÄ= siri^i£.

Aehnlich ist das letzte Raisonnement für §.759., Wenn
A— oo und i?— OD.

Zu §. 761. Aus cosßizrsinacos 7
T=V -y-r- -und

2S-(i-a)cosr» i?(i-?i)+B(i-j) „,.,„,„
r=Ä + (i-^co»r« nnd /^Zw=[ß+TT^rcii^pcosys,n7Wr-

Ferner erhalten wir, weil A~ B+C=l und 2l-f-ö-f<£

= 1 ist,

^ (ag + BA)ainT* + (HC-<£A)cosT^
X + Av— BsmT^+C cos 7 2

~'

^Sf^-4- d* /?

<E+ C^g^I^+ Ccos^
si" r2

und
25C+ (£Z?^ = [SiiHTHCcoiT^ cosrsin7,rfI'-

Da nun M=7iM^iPW'
so ergibt sich durch Substitution der aufgestellten Werthe

DdT
H
*~V[#sin7T2+CcosT2][(2l#+^

'

Die für &i/£sina und Sldtcosa aufgeführten Werthe erhält

Sl
.

Sl
man, indem man sie so schreibt: —edtsmct und

—

edtcosa und dann
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^_l/"^Hh^ + (a — ^yc^sTa _ .
f- 33+B+ (7i— Ä)cösT^~

£~1 B + (l— A)cosT* ~\ Bsml^ + CcösT* '

wie auch statt edt, sina und cosa die im Texte gefundenen

Werthe setzt. Dabei wird, im Werthe des letztern, der

Ausdruck

2iB+^A + (7l-A)cosT^^(}{B+^A)smT2+ (2lC~-'€A)cosT^

Zur Ergänzung zu §.761. Aus x=&cosa folgt

dx= cos arf&— & sin c^/a.

Da aber nach §. 761.

Sl == £ Vi + v und cos a =V ^y~-— ,

so wird

ini -, dv i.y (A— H)dv
dzl— 1

/^ r und — smadar—
'Vl + v 2(1 + v) V(7l -f Ji>)(l + v)

'

mithin, wenn man diese Werthe substituirt und reducirt,

. eAdv
dx= r- •

2Vli + Av
Es ist aber

<2zdt*f(H +AvK&— Bv)(<E, -f Co)
dö = -

Vabc
also «arf«V^ . V(23— Ä>) (<E + Cl>)

a^; zz: —„ — >

ferner ist

cos/j=y nrrr *
cos7=\ t+7- und V eü=-*-"

wo ^4, 2?, C noch die Bedeutung in §.761. selbst haben; also

_ e*dt(l + v) cos ß cos y (b*- c*)
X

a<2i

£2 _ c2 £2 __ c2= —«j—

&

2 cos/3cosyd^™—«— #*<#£.

Aehnlich erhält man die Werthe von dy und dz.

Sollen p, q, r constant, also dp= 0, dq=0, dr=zO sein,

so muss wegen

dx Adp dy Bdq dz Cdr
x q — r— Ap ' y r— p — Bq

3

z p — q— Cr
'

auch q—r—Ap=zO, r—p-—Bq= und p — q— 6V=0
sein. Die Summe dieser drei Gleichungen ergibt

Ap+ Bq + Cr=
und wenn man diese zur letzten addirt

p(l + A)-q(l — B)=0 oder p: q= l -B : 1 + A.



Anmerkungen und Erläuterungen. 29

Ferner erhält man
p:r==:1—B:l+ AB,

also p:q:r=I— B:l + A.l+ AB
oder p= n(l— B) , q— ri(l + A) und r~n(\ + AB).

Substituirt man diese Werthe in die dritte Gleichung, so

erhält man
A + B+C+ABC—0.

Aus der Gleichung

dX.s'm l
2 =:— dt(y cosm + z cos 71)

folgt mittelst der für cos/, cosm, cos??, y und z gefundenen Werthe,

,Z^[1 — ^(2^ ?^ + 2()]=- ^[^(2^/ +Ä) +^ (2C^ + (E)J

,

d. h. weil

Aa2 + B[>2 +Cc2 =^Q, also 2Bb2 + 2Cc2 z=:~~2Aa2,

und n2— 2la*=zlla4+&6* + <Lc4— 2Ca4=ÄÄ4+ <Lc\

- -ndtllbP+ ILct— ZAaPu]
dl - 2564 -f<re'

4 -2Ja%
Zu §. 778. Aus der Gleichung

dß cos 6Va2 +P cos fl
2

~ V^inT^ sin 6)[4fg cos Ö2—ä%2(sin ä — sin 0)]

erhalten wir, für = 00°

«Z0.cos'0V«2+ /
a™s02

(1— sinÖ)V^4/y7(J+sin^~-£%2

Im Anfange ist aber 6~d, mithin aus der ursprünglichen

Gleichung dt—<x>,

also wird erst nach einer unendlich grossen Zeit sin0<sinö==l.

Für 0=$-—90° wird aber tga—0, eosa=l und P.= ~=s.° cosa

Zu §. 779. Würde nämlich 0>$, also sin0>sin5, so wäre

sin <5— sin negativ, ifg cos 2— £
2#2(sind— sin0) positiv und

daher cZt imaginär.

Zu §. 781. Der grösste oder kleinste Werth von
s
ergibt

sich, wenn d6= Q, also nach §. 777.

entweder sin d— sin0= O oder 4fg cos 62— £2a2(sin#— sin0)= O

ist. Aus der ersten ergibt sich als grösster Werth
0=o%

aus der zweiten, zur Bestimmung des kleinsten Werthes von

. , s
2«2 - V>r*4— l$s*a*fq sin 6 + 64/V*

Sin0~ 7T7

Aus
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dt%rs'mö~-s\n 6.Vifg cos ö*— 62g2(sin3--sinfl)
~~"

cosöV~ä2+ /2eos02

folgt nämlich im ersten Falle

cMÖ__ __ cosßVAfg cos 6* __ __
dö- /2

VVind-sin0~
"~ °°'

im zweiten

Zu §. 782. Aus der Gleichung

Afg cos Ö2— £2«2(sin d— sin ö) =
folgt für e=Qo 9 sinö=:sin6\

Ist hingegen s nicht — oo
5 sondern nur sehr gross, so wird

• n • s Afg cos 8-
sinö— sinö- „ Q—

,

und weil sehr nahe sin0~sino% also auch cosö= cos$ ist,

dfgcosö*
sind — sind ^V-^—

•

Hieraus folgt

Äftl COS ö'^

sinö— sind==2cos 1
/2(Ö + ö)sin 1

/a(Ö--3)= -----z^5—

,

und da sehr nahe

cosy2(0 + d) = cosä, 2sinya(Ö— ö) = Ö— o\

£2#2

Diese Werthe von sin (9 und # weichen im zweiten Gliede

von den im Texte befindlichen ab.

Zu §. 783. So lange

2 cos iSffg

«Wind—-sin i

ist, wird
4/57 cos«2— £%2(»in5— sini)<0 und nicht =0,

also auch Ö kein minimum (§. 781.).

Z\i '§. 790. Es ist

cosCO= smOJcosOJC=sinö^sinJ9^ö5 weil JC=90°
und ß^O= 90° — O^C,

cos#0:=sinJÖcos#^0, weil ^Ä= 90°,

eosCZ^sinJZeosCJZ— sin^Zsin^Z, weil AC=90°
und #JZ^Ö0<>-C,4Z,

eos2SZ=:sinJZcos#^Z 5 weil AB— 90°.

Wir haben daher
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r>A,^ eosCÖ n Ä „ cosBO
sinBAO= ——-rjt 9 cosBAO——.—-r?\>

• T>Arj COSÜZ COSBZ
smBAZ= —.—-^9 cosBAZ=——-r~smAZ smAZ

und s\nOAZ.=8m(BAO—BAZ).
Zu §. 814. (Figur 109.) In Bezug auf Umdrehung um die

Axe IA wirkt die Kraft Zr im Sinne BC am Hebelsarme y,

die Kraft Zq im entgegengesetzten Sinne am Hebelsarme %

und die Kraft Zp gar nicht In Bezug auf die Axe 1B die

Kraft Zp im Sinne CA am Hebeisanne z, die Kraft Zr im

entgegengesetzten Sinne am Hebelsarme x und die Kraft Zq
gar nicht. In Bezug auf die Axe IC die Kraft Zq im Sinne

AB am Hebelsarme x> die Kraft Zp im entgegengesetzten Sinne

am Hebelsarme y und die Kraft Zr gar nicht. Hieraus ergeben

sich die drei im Texte angegebenen Momente dieser Kräfte in

Bezug auf die drei Axen.

Zu §. 817. Man kann die Kraft I. längs IA auch folgen-

dermaassen ausdrucken

:

^^-? j] + ^[a2(l-5cos^) -f 62(l-5cos^2)-[-c2(l—5cos<92
)]j

3/¥a2e2 cosf Me^cosK ri , 3 ¥ln ,
3/I/<72e2 cos£+ ?r—=—tt-^P + 5?*J+ ? '

wo F=a2(l—5cos£2)+-62(l— 5eost?2) + c2(l~- 5cos6/2).

Analog wird die Kraft II.

, n 31e2cosf]^ , 3 ^ 3310^ cos rj

längs 1B——j2
—i(l +2,"2 *) + -~

Jl
—

~

und die Kraft III.

,„ Me*co8Ö,- . 3 ^ ,
37!ic2e2 cos0

längs IC= ^ (1 + 2~äF) + ~~i
•

Um das Quadrat der mittlem, län^s IF wirkenden Kraft

zu erhalten, muss man die Quadrate dieser drei Seitenkräfte

addiren und wenn man zu diesem Ende von dem letzten Gliede

in jeder Seitenkraft zunächst abstrahirt, so ergibt sich, weil

cos^2 -J-cos^2 + cosÖ2 — 1 ist, die mittlere Kraft

= ^(l + ^F)==^+^%»(l«öco8^+Ä*(l-5cos^)
+ ca(l—öcösö2

)].

Sind die drei HauptmonTente der Trägheit einander gleich,

ist also a2~ bt— c*,

so nehmen offenbar die drei Seitenkräfte folgende Werthe an:



32 Anmerkungen und Erläuterungen.

üfea cosC 1¥ 3fe* cos y , TTT Me2 cos6
I. = ^--^, II. = ^ und III. = -

5

und es wird in diesem Falle die mittlere, längs IF antreibende

Kraft __ Me*

Zu §. 8C
25. 1. Wäre C negativ und >ra, so würde

7 V"C + rccos2£= V-tC—wcos^ö

imaginär werden. Ferner wird auch, weil allgemein cos2£<l ist,

Vw(— l + cos2J)= V-wCl— cos 2g)

imaginär, was nur dann nicht der Fall ist, wenn £—0 und

cos2£=l.

Zu §. 825. 2. Wäre für £=(), £>±45°, so würde cos2£

negativ und daher Vweos2£ imaginär.

Zti §. 825. 4. Dass £ alle Werthe annehmen kann, er-

sieht man nach algebraischer Weise aus der Gleichung

tV~n — — — ~r~r >m 4rmö

weil dieselbe in Bezug auf £ von einem unendlich hohen

Grade ist.

Zu §. 827. Aus £==0 und zugleich J=0, wie auch aus der

gleichzeitigen Gleichung .&z=<5 folgt nach §. 824. und §.825. I,

" C+iVcos2£==C+A7= 0, also JV= - C
und

Ä=J-.VC ,+ iVcos2?=:d— VC(— l+cos2Ö,

mithin stets £= 0.

Zu §. 834. Setzt man £=zms\nAt-{-in'&\n2At, so wird,

vermöge der Gleichung

^+

A

2a sin At+ 2nS(l + ß cos At)=
A2

cc nmß naß

(^2-2ra)(^-^
2rc

also in so fern -^ gegen 4 vernachlässigt werden kann,

* A2(X
• ^ .

naß • o ^
s ""Ä1 - 2» T 4(^a-2w)

k

Zu §. 835. Aus f=msin(^f + a)+w /sin(^'*+aO

und ^73 t
1 + ßcos(At + 20 + /S'cos(4'*+ 2(')]

folgt X=C+dt+(a-m)&\n(At + %) + (a'—m')8\n(A't+W)
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— =^—^.AHa-m) sin (At+*)-A*(J--m')B\xk {A't+X)

= wsin2f[l+ /Jcos(itt+il) + /J
/ cos'(^ ,

*+ilO]

= 2nm sin (At+M) + 2nm l
sin (A'i+W) ;

also« Ä*a , A'*ct!

"1=42^*™ =3üO%i> etc-

Zu §.836. Aus £=-
jg2 9 sinJZ folgt, wenn w= ist,

J=asin^^=JfiP— ^; wenn ra positiv ist, £>asin^4£ und wenn

w negativ, £<asin^£.

cos v
Zu §. 839. (Figur 112.) Aus tg#JO==—| folgt

d.BAO — dy cosß sin y+dßcosy sin/3

cosBAO*~~ c^ß2 '

also weil

cosBAÖ* __ 1 _ 1 _ 1

cos/32 ~~ cos /3
2

-J- cosy2 1— cosa2 sina2

und d.BAO~~-OAo

ÖJo= dy cos ßs'my— dßcosy sin ß
rv*sin aÄ

Es ist allgemein

sin öosin OoA=sm OA&m OAo
und sin öocos Oo^= cos 0^4 sin ^o — sin OAcos Ao cos OAo,

daher hier, wo sinOo=Oo, OA=u, smOAo=.OAo} cosOAo=\
und ^ö=a+da ist,

^ . ^ M . . ^ . dycosßsiny— dßcosysinß
Oo sin OoA z=z sin a sin OAo — -1-—- '—. - l ~

sin a

OocosOoA~sin(Ao— OA)= dci

und so \" ~ . dycosßsmy— dß cosy sin ßtgOoA= ^^ .

Aus cosa2+cosß2 + cosy2 =:l folgt aber

— dß sin ßcosß— dy sin y cosy
sin adct = —

—

L
>

cos et

mithin wird

~ . dycosßsiny— dß cos y sin ß
tff OoA=—' .' a

—'—£—~j—r* — cos aö — dß sin ß cos p — aysiny cosy

dß cos y -— dy cos ß
dß cos ß+dycosy

9

weil sinß=siny=:l und cosa=l.

Ferner wird unmittelbar
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&ma2da2 -\-(dycosßs\ny-- dßcosysmß)2

sin«-5

oder nach einiger Reduction,

^ o \ n .
(dßz+dy^smßsmy+Mßdysmci

Oo2= sin ß sin y^-1-

—

-—— -

—

i—

—

!—
— dß2+ dy2,

weil sina= 0.

Zu §.843. (Fig. 112.) Es ist OD= 90°-ß und OJ£~90°-y,
beide sind aber unendlich klein, ferner OAD= 90°— q, weil

BAC=$Q° und da nun AO~ct ist; so wird

sin 0/)= sinAO sin OJD und sin 0-E= sin ^Osin OAE,
oder 90°— ß— cccosQ und 90°— y== asin p.

Zu §. 844. Schreibt man die Gleichungen 4) und 5) kurz

folgendermaassen

:

4) dx — {iydq)=:vsm2q)d(p

5) dy + \xxdcp = Tr^g?+ tfcos 'Zcpdcp,

und eliminirt man, indem man die erstere differentiirt, df^, so er-

gibt sich die Differentialgleichung zweiter Ordnung

ddx
-j—§ +f*

2Ä?+(2v (i(7) COS 2<J0
— ^7T= 0,

weiche sich nach bekannter Weise leicht integriren lässt.

Man sieht übrigens leicht ein, dass x den cos-2g> und y den

sin2<p enthalten muss, und wenn man wie im Texte

x==E+F cos 2cp-\-u und y~ GsmVcp+v
annimmt, so erhält man, wenn man diese Werthe und ihre Dif

ferentiale in

4) <£r =^x=— -y-^sinrcsin2<p

f^rdfop ZVdf^ . Ndcp .

'

5) % -J
—-j-21 = — —r— sinwcosn g— sinrccosracos2<p

substituirt

:

_ JVsinrccosw __ , bG N '

. nry sF IVsinweosrc
E=- -, 2F+T =:jsmn, 2G+ -y=:

j
,

du *—=0 und dv-\—-s— =0.

Die drei ersten Gleichungen ergeben die Werthe von E,

F und G, welche im Texte stehen; die zwei letzten

udu= — vdv oder u2 -{- v2= Constans.

Setzt man demnach u=hsmm((p^) und v= A cos m(<p+f),
wo A eine Constante bezeichnet, so ergibt sich, wenn man £

als constant betrachtet,
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B B

mhcos m((p-\~Q~jhcosm(cp-±g)"0 oder m= T-

#= Asin-*-(<jH-s) und v~hcos T-((p+£).

Hier bezeichnen A und f die, den integrirten zwei Gleichun-

gen entsprechenden, zwei Constanten.

Zu §. 847. Da g> = A

—

dl = m— d£ ist, so wird ^-(gp-ff)

— —m— st4-Yt> a 'so^ weil £> d> m un& f constant sind
.. ö m

~(9 +t)= C-et.

Feiner ist ZAB= q= C + st, mithin

und so

sin'g-(9+ö==— sin(^+£) und cosg-(9+£)==cos(i/)+Ö.

Hier ist wieder f constant und g=ZAB=zifj gesetzt.

Zu §.856. (Figur 116.) Um die Momente der Kräfte auf

kürzere Weise herzuleiten, seien IA 9 1B und IC die drei Axen,

auf der Verlängerung der ersten im Abstände IF==f von / wirke

die Kraft FIl= II in vertikaler Richtung nach oben, so dass

Fn^lZ (Fig. 115.) ist. Zieht man nun Fß'#IB und FC#IC,
so wird Z.ILFA == l, wie im Text, ILFB 1 = ZIB (Figur 116.)

=ZB—m und IIFC=ZIC= ZC=n. Nun zerlegen wir die

Kraft Fü—II in drei, längs FA, FB' und FC wirkende Seiten-

kräfte, und es wird die erste =:JZcos/, die zweite =IIcosm
und die dritte =I7cosn. Die erste bildet kein Moment in Be-

zug auf irgend eine der Axen, die zweite in Bezug auf die Axe

IC das Moment = U/cos/m im Sinne BA und die dritte in Be-

zug auf die Axe 72? das Moment = Ilfcos n im Sinne CA, oder

das Moment = —Ilfcosn im entgegengesetzten Sinne AC.

Zu §. 863. Ich erhalte das letzte Resultat dieses §. von dem

im Texte abweichend. Es ist nämlich nach §. 862.

also weil hier A = s 9 B=—^- und C=

—

£- ist,
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ydz—zdy^ e (a* - c2) dt 211 sa*fydi (c*+f2 --tf*P*)
y*+z*

~~
c2 M * 4c%+£2a4/2(^—p)

'

Da aber

J7_ 2c4# + s*a*f(y ~jö) /fo (y-;?) [4c4/#+

£

2q4/2
(ft -p)]

-df
"""
Wg{c*+f*--Pp*) -2c*g (c2 + /

2—

/

2p2
)
2

'

ydz—zdy __ £ (a
2~ c2) rfg _ £a2<& [2c4/fr + £

2
ft
4/2 (fr—/»)]

'

2/
2+ *2 ~ c2 c*[4c*fy+.e*a*f*(p—p)]

ea*f*pdt(p—p)
+ c2 (c2+/2-/2

/?
2)'

Zu §.864 Wird ZJ= /=:Q0o, so hat man p=cos/=0 und

es geht die Gleichung zwischen £ und p über in

~~
V*p(4cYff-**a*pj

'

welche nur dann reell ist, wenn 4c2/#>£2«4p.

Zu §. 865. Es kann nie p > p werden, weil sonst p — p
negativ und die Gleichung zwischen t und p imaginär werden
würde. Der Grenzwerth von p ergibt sich nach jener Gleichung

aus 4c*fg (l~p*) — s*a*(p--p)z=0,

wonach __ g%4— V7w~16e2ä*c*fgp+G4c*f*g2

p— ScYg
Setzt man nun

64c4/'V=:64c4/
,

V[y2+ (1—V2)] /
so wird

'

£%4 ._,Y(eW--8cYgP)2 + Mc*f*g*(l— y
2
)

=

&c*fg

Die im Zähler nicht angegebenen Glieder gehen nach stei-

genden Potenzen von 1— p
2 fort und diese Differenz ist stets

<1, weil y = cosf<] ist. Je kleiner \, je grösser also p ist,

desto kleiner wird 1

—

p
2 und desto naher werden die hier dar-

gestellten Glieder den Werth der Wurzel darstellen. Derselbe

wird offenbar

„_„ ±c2fg(l-p2
)

Zu §.866. Es darf die Linie Fk (Fig. 114.) nicht in den Ho-
rizontfallen, weil sonst der Kreisel sich nicht mehr drehen könnte.

Da nun der Sinus des Neigungswinkels der Axe FA gegen den
Horizont allgemein durch p bezeichnet wird, aber s'mAFk=:k

pz
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gesetzt ist, so muss p*>k sein. Wir haben daher nach §.865.

Ä<
8cY^

und hieraus
4c»/y(l- A«)

Zu §.869. Da u äusserst klein ist, so kann man pp2 —p(p—u)2,

= p
d setzen, indem man die Glieder 2^% und pu2, vernachlässigt.

Für den Anfang ist t=0, p~p, also u~0 und daher C=0.

Setzt man ferner arc. sin. vers. I -—j-g )=#> so wird »
\ T T / .

TT
= sin. vers. u — 1— cos v und

T1 T^
3

U==Z
2n < 1

"- cost?) ;

also offenbar & am grössten, wenn v= 7r und cost>=—1 ist und

zwar wird dieser grösste Werth

Es wird nach §663.

c»(l— />*) e(l-y2)V>
and V

r
c^+/2—/^y2*=
c(l -?»)"'

Pf* udu

Nach der allgemeinen Integralformel

/
» 3*fa? _ \T~ä+ßcc+yx2> ß p dx

V^+ßx+yx^^ 7 tyJ \T* +ßx+yx*
erhalten wir nun

wo das letzte Integral =arc. sin. vers. ( -ö) ist.

Die mittlere Winkelbewegung der Axe A um den Scheitel

Z ergibt sich aus dem Quotienten

v
7

*
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Hat der Kreisel sich am stärksten gegen den Horizont ge-

neigt, so ist

p(l-y') 4cYff(l-y^)

also in diesem Falle

_4c*fg(l-p*)_

Nach §. 863. wird daher jetzt

mithin 8/2#
2(l-~:p2)

und weil a sehr gross ist,

eos<r-l-Va2-^-l 8/V(H2
) _ t

8/V(l-^)

also ^4^VT^2
^~"

€2 a2

Für p=p oder p—/?=0 wird ferner nach §. 863.

II 2c*g __ £*_

M ~~~
2c2# (c2+/

>2— /*2
;p
2
)
~ c2+/2— Z2

?
2 '

hingegen für

„ **+**«(£*
2If 2c29(c2+/2— yT2^

2
)

= ^+2/^(1-y2
) 8cYfyp (1—p

2
)

c^+f2^f2p
2

£2a4(6.2.f^2_^2v2)
'

Zu §.870. Aus ^==y^
4c'2/

^
(I

7
p2)

oder

.7 V 4c2/WsinP p ,cos/^cosl '£ 4 folgt

4r2/WsinI2
cos/— cos^2siny2 (Z+i)sin %(/—!)=2—Jgjjj— .

Da aber f wenig von / verschieden ist, kann sin 1
/2(/+f)= sin/

und siny^(/—f) = V2 (/—t) gesetzt werden, und es folgt daher
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Zu §.875. Ein Niederfallen des Kreisels ist möglich, so lange

4c2 fg+

£

2c4 sin a2> £2 a4 cos a2

ist Damit es unmöglich werde, muss also

£2a4 cos a2> 4c2/#+ £2c4 sin a2,

um so mehr

£%4 cos rt
2> £2c4 sin a2 oder a4 cos a2> c4 sin a2

sein. Diese letztere Bedingung ist nothwendig, indem aus der

erstem 4c2/y/
£ ^^cos^-Vsintf2

folgt, was stets der Fall sein würde, wenn etwa a4cosa2<c4sinft2

oder der Ausdruck auf der rechten Seite negativ wäre.

Zu §. 877. Damit dt nicht imaginär werde, muss &fg(\—p*)
+ 2s2 c2psinft2 auch positiv bleiben, wenn p negativ wird, und

wir finden daher den negativen Grenzwerth von p aus der Glei-

chung 4/^r(l—p2) + 2£2c2/9sma2=ö,
wonach

£2 c2 sin a2— VV^sin^+ lö/2 ?
2

p=s —wu —*-.

Zu §.878. Setzt man in der Gleichung des §.876,

*c*fyp*=e*p (a4 cos a2+ c4 sinft2)— £2a4 cos a2 + £
2c4 sin rt

2+ 4c2/#
/?=:1— co und, weil co sehr klein sein soll, p2=l—2co, so ergibt

sich 2£%4 sina2
ro~ £%4 cos a2+ £2 c4 sin a2-8c2/#

"

Es muss also, damit co sehr klein werde, a sehr klein, sina

sehr nahe =ö, cosa sehr nahe =1, ferner £
2a4—8c2fy positiv

und möglichst gross, mithin

>>^oder£>^^ a4 a-*

sein.

Zu §.879. Aus p=zl—u folgt, weil m sehr klein ist, lrr-p=:M,

l-j-p= 2— w, 1

—

p*= 2u und so

dt=:~-~Fz .

\U [SfguSnfgu+ZsWsm a2—

£

2c2w sina2

c /Z^

V£2c2 sina2+8/^(w—1)
'\f 2£2c2 sin a2

v^ U—W
£2C

2sin<t2+8(rc--l)/#

mithin

c
. J

M[£2c2sina2+8(yz-~l)^] i

*~\rM%^+ 8fg(n-l)
arc -sm 'vers

'
1 £2C2 sin a2 j

*
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• «r .
2£2e2sina2 . . ..

Der grösste Werth von „^———^^
der Gleichung

8fgu—8nfgu + 2e2c2 siii ft
2 - £2*2 wsin a2=0.

Für diesen Werth von u wird

f=s~7r- tt — arc.sin.vers.2= A r- . .
- - .. _-==

V>c2 sin<r2+8/#(rc~~]

)

V>c2sina2+8(w-~l)/#

V>a4cosa2+ £
2c4 sina2 -~ 8c2/#

'

weil ^ „ £2a4 cosa2
8nfg——^ .

Es ist demnach um diese Zeit

m= J — p=z 1— cos £= sin. vers. /=
£2 a4 cos a2+ £2c4 sin a2- 8c2/#

/=arc. sin. vers. \-s~z
und , L .;_ \ 2£2c4sina2

^4eostt2+£2c4sina2—8c2/>/

AUS COS 1=1— y^Pzrzl — U folgt

, A r=r- 2£c2 sina
lz=i V 2w=

V>«4cos*2+£2c4sina2-- 8c*fg
*

Aus <&--
c2(1+^ folgt für /?=:I,

n ^ £a2 £cosrt
J,= Const. -

2c2

7t

Für ^=0 ist A==90°=:2 5 a,so för

vr.r?

V £
2a4cosa2+

£

2c4 sina2— 8c*fg

2V
r
£%4cosa2+£2c4sina2 - 8c2/#

Zu '§. 881. Da im Anfange, d, h. für tf==0, w=0 ist, so

haben wir nach §. 879.

tVWS\n«?+8fyn-8fff iu[B^smaH8fffn-8fgV
c

-arc.sin.vers.
j ^sin«2 i'

1 — cosl -

—

—

—

£aa4cos<ta

g%4cosa2[« „ . » £
ua*cosaa „ -1 -

£2 c2 sina2 + #-~— 8foj

e2 c2 sina2
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ci h. weil cosa sehr nahe =1 und sin & sehr nahe =0 ist^

1
s2c4sina2 *~"C0S c2

und

— jgc2 sina
. *V>«4—8c2Yg

Vs*a*—8c*fg
Sm ~~~ W "

*

Zu §.887. (Figur 120), Liegt der Mittelpunkt der Trägheit

in I, ist also /> oder positiv, so wird die abwärts gerichtete

Geschwindigkeit ^
~ positiv; liegt er dagegen in /', ist also

/*<0 oder negativ, so wird diese Geschwindigkeit negativ oder

aufwärts gerichtet sein. Im erstem Falle wird die Linie FGI
niederfallen, im zweiten wieder aufgerichtet.

Zu §. 890. (Figur 121. und 122.) Es sei Ä der Punkt auf

der Kugelfläche, welcher so liegt, dass ^'&= 90° und Z.A'GZ
=90° ist, so wird smAGcosAGA'—cosAÄ. Ferner ist AGA'
==d!GZ~AGZ= i#P—AGZ9 also

cosAGA'=-smAGZ
und cosAA'=zsmAGsmAGZ.

Zerlegt man nun die Kraft &F=I7sino in drei Seiten-

kräfte, deren eine um den Winkel AIÄ von GV abweicht, so

ist dieselbe -= JJ.sm q cosAA r und ihr Moment in Bezug auf die

Axe IA
7=znfsmQCOsAA ,==znfsmQsmAGsmAGZ==nfsmQsmAGsmAGV'

Zu §. 892. Zur Erläuterung dienen die Bemerkungen, dass

sinDAB=s\nBAG=^cosGAC= — cos DAC,

&\nZDB= sm(ZDA— B.DA) = sin y cosBDA— cosysm BOA,
cosgcosö

_jsin CAD__ cosBAD_^ cos<y
\

siuADL —

—

^ ——
s[nQ

—
sinfsillö

'

.^^v sino^COS^COSÖ C0SWC0S7]
s\nZDC=sin(ZDA+ADC)=- AuiBiu r-~13toWi
ist.

Zu §. 893. Es wird nämlich alsdann

sin q smZAB=BmZH= sin (ZC—90°)=— cosZC

und

sin q sinZAG— €mqsm (ZAB+ 90°)^siü qcos ZAß— cos ZB,
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Zu §.899. Es muss /?>:p sein, weil sonst qz—ry und dt

imaginär werden würden.

Weil AB~§0° ist, wird cosm= sin/ cos ZJZ? oder

cos ZAB=^^=^p :=Vp"
Zu §. 907. Aus den Gleichungen

I. J5L=a+^+c—acosg2—^cos^2-ccosÖ2

IL X=rK»ccosJ2+ac:cos^2+^cosÖ2

III. I= cos£2+cos??2+cos02

bilde man I.Xft—IL—IILxa2
, wodurch man erhält

aK-*L— <i
2=&2(l—cos ^

2—cosö2— 2cos^)+ a»(l— cos^2— cosö2)

+ ac (1 — cos vf— cos 2)

—

U cos i
2

= cos£2(^ + ac—

a

2—U),

also Ma „ aK-L— a2

und analog « Wr-£— B» , .„ tK-L-t*

Aus Ma—Aw+.L=0 folgt w/£=m2+.L, oder weil

v (g-ft)(c—a)cosP+L+<PK_ _

u(a—fc)(e—«)cos£2+M(i+«2)=«Ma+«i
und ,., (ft—«)(l,-<ra)

«cos £*=
(a_*)(e_a)

und analog J6-ü)(L-*u)
d e^_

(c--u)(L-eu)
ucos n -

(
j_ c)(ft_B)

unawcosö—
(c_ß)(6_ f)

-

Da nun u^ , 2

M«a cos g
2 _ a2

C0S£ _ <racosg2

(1— ahif — / 1 V "~ («— w)
2 '

und analog üb2, cos ^
2
__ Em cos vf*

(1— Ä%)a— (B~W)
2

und &c2 cos fl
2
__ c& cos Q2

,

(1—

c

2w)2
~" (c—m)2

'

so erhält man sogleich

ffg» a(L—au) %(L-%u)
G* - (a-6)(c-«) («-«) + (6^)(*-»)(B--t0

C(Ir-ttt)

Die folgende Umformung ist noch etwas weitläufig, aber

nicht schwierig.

Zu §. 909. Setzt man in §.904. a2=62=c2
, so wird, weil
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cos£2 -f cos??
2 +cos02 =:l, also sinf2 + sin?72 + sin02 :=2, die zur

Bestimmung von u dienende Gleichung

Der eine Werth ist u= und für denselben würde ö* = 0,

wie auch

G=Acos^+Bcos7j + Ccos0==j-3^==6r

• V
werden ; der zweite und dritte Werth hingegen ist u == -z und

für diesen wird

S=^undG=0.
Zu §.910. Setzt man die hier für 62= c2 aufgestellten Werthe

von K und L in die allgemeine Gleichung

u=%K±^%K^=17i

so ergibt sich

c2 sin ^+^4- a2 cos g
2 a2--a2 cos g

2— c2 sin g
2

W"
2u2c2 ± 2a2c2

r
c2

|
a2 cos g

2 + c2 sin g
2

tt
2C2

Der letztere Werth lässt sich, weil cos g
2 fcos^+cos ö2= 1

ist, auch schreiben

a2 cosg +c2 cos??2+c2 cosÖ2

und ist daher in Bezug auf alle drei Axen symmetrisch', was

der erstere, an und für sich einfacher erscheinende nicht ist;

desshalb führt dieser auf sehr verwickelte Ausdrücke.

Es ist der Winkel DZA=ZDA9 weil DA=ZA und £=J.

1 1
Zu §. 912. Für T2= ~ä + w, wo cd verschwindend klein ist,

wird wie in §. 910.

_ c2 sing2 + ft
2 +tt2cosg2 .Ä= ^ä + wsin^2

und
___

«2 cos Z?+c2 sing2 coeosg2 cacosö*
L - Ä* ~+

c2
+_

~cP~
;

mithin

i/ itj. 4/mra T * _l
a* sin i?

2-

a

2 cos

g

2- c2 cos(92

«=%*+ V^4?-z«-3 +id («^c2)sine2
—

1 cacosö2

"~c2+ sing2
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und

g2eosg2 cos ??
2+ c2 cos fl

2>- c2sin g
2sim?2

+ g>
(a2— c^sing2

~~

sing2 cosg2 cos ?7
2 cos g

2

== "~^"+ "^2~ + ü)
shTg2 '

wobei wir die mit ai behafteten, verschwindend kleinen Glieder

vernachlässigen können.

In y und i verschwinden für u-=.—^ und 62=c2
, die Nen-

ner 1— 6% und 1— c%, und damit in diesem Falle die Werthe

von y und z nicht unendlich gross werden/ muss G so beschaf-

fen sein, dass es in diesem Falle auch verschwinde. Setzen

wir demnach 6r=/co= 0, so wird, indem wir obige Werthe von

u und u' anbringen:

Gcosg_ gc'osg Cc2sing2 cosg __
l-~a2w~~ a2_ a* co cos 62

~~
(c2—/*2)sing2— a2c2w cosö2

c2 sing2

Hcosg i/cosg

l—a?u' _ . ,_ a2 cosg2 «a (» cosw2 cosg2
1— sing2 —«—— r-1^—

—

6*2 sing2

#c2 cosg Hc*
T (a2—

c

2)cosg2
~~

(a2— c2Jcosg

1—6%-— _1 ~~ J_ 1 COCOS02

62
—w

C4+-.«
—

cv ging2

_ /m cos r\ sin g
2 (l -Jrc

2
«) __ /sin g

2

~~
c2 co (sing2—cos 2

) ~""c2cost/

JE7cos^_i7cosj7__ Hcosg __ Ha2 cos
7}

l^Pi?~ l^c2w' ~ 1 c2 sin g
2 ~~

(aa~ca)sin£a
1 ö—-— cosg22

Gcos6 __ ImcosO ___ /sing2

1— C2M
"~

C2(PC0Sfl2
""~'""""

C2COS0
l~~

sing2

JHTooerÖ- HcosO __ UcficosS

l~c2u'
~~

; cg sing»
~

(a
2_c2)sing2

•* "", o — C0S$
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Gu(b*-c*)cosrjcos6
_ H^+li^A 1 ""*5/ ^ 008

6(l—b*u)(l—C*u) ~*/l 1 Ü3C0S(92\/ c2cacos fl
2\

Ö
V62 c2 sing2 A sing2 /

_ /l GOCOS02V „ . . . 5.-

/cö
Vc2

+ *^^2~/^ CV) cos?? cos ösing*

— ö w (sin g
2—cos Ö2) c2 «cos 62

/sin g
4

" 6V* cos?? cos

j/a'ffe2—

c

2)cos rj cos cos ^„ ^
'«'(1—6V)(1—Ä) ~U

weil 62—

c

2 verschwindend klein ist,

_ / 1 co cos 2\ , „ a ,

Gtt(c2-a2)cosgcosfl
1(\* + SJnWJ (^-«*)coggco8g

d(l—.c2m)(1— a2w) — / c^cos^y^-g2 a2 cocosß2\
d
V SR2 A c2 ~~ sing2 /

_ ising2 cosg
-""""""

dc2 COS0
&m (a2 -~ 62) cos g cos ^
6(1~a%)(l-~62M)

f
/l

,
<aeos<92\ „/a2 ,„ A ,.

/w
V^2

+
"sTnl2~/

C V^+6 ^V COsgCOS ^ ising2 cosg
~

TfiEr^t ^2^QS^2>
\

sing2---^^2 " ö^cos^i

V *2 sing2 )
m

sing2

endlich

a2— c2 a*— c*

(WaV)(KcV)^ a2— c*_^(a%~<?)
cos g

2^^—sing2

z/2,.2

(a2 -—

c

2
) sing2 cos g

2
°

Zu §. 913. Man setze nämlich, wie im vorhergehenden §.

G= # (1— a%) (1 — 6%) (1 - cht)

und #= *5 (1- cV) (1 - 6V) (1 - cV)
und füge den drei Werthen x, y und z respective die constan-

ten Glieder (Ecosg, (Bcostj und (BcosQ, den drei p, q und r

aber die Glieder J*cosg, ^cos^ und ^cosÖ bei.

Zu §. 916. (Figur 121.) Es ist allgemein

cos ZA= cos ZD cosAD+ sm ZD sin AD cos ZDA,
allein für den Anfang der Bewegung ist ZD=^t sehr klein,, fer-

ner AD=&> ZA~l und ZDA=:i9 mithin
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cos /= cos x cos £+ sin X sin £cos l

= cos £+ t* sin £cos t

oder p=zcosl— cos£=rsin £cosf.

Ebenso ergeben sich die Werthe für q und r.

Zu §. 917. Hier dürften einige Erläuterungen angemessen

sein. Setzen wir in den drei letzten Formeln des §. 913. d£+$

und <5'£-f-!()
statt dt und ö't, hierauf t=^Q, und statt p, q und r

ihre Werthe aus §. 916. für diesen Fall und führen wir endlich die

Grössen X und Fein; so erhalten wir folgende drei Gleichungen:

1) rsin£cosI=^cosg+ (6
2—

c

2)cos^cosö(Z+ F)

— «2 (6
2— c2) cos rj cos (9 (uX+tf F)

2) tsin^costn=^cos^ + (c2— a2)cos£cos0(Z + F)

— 62 (c2—

a

2
) cos £ cos (9 (m2T+ z*' F)

3) rsin(9costt = ^cos0 + (a2— 62)cos£cos^(Z+ F)

•—

c

2
(«

2— 62) cos £cos ^ (uX+ u' F).

Weil cos

£

2+ cos??2 -f- cos 2= 1 ist, erhält man, wenn man die

erste Gleichung mit cos£, die zweite mit cos^, die dritte mit

cosö multiplicirt und die Produkte addirt, unmittelbar den im

Texte angegebenen Werth von ß. Um die andern Grössen zu

bestimmen, wollen wir die drei Gleichungen respective durch

cos 7} cos 0, cos £cos 6 und cos £ cos t\ dividiren und zur Abkürzung

rsinfcost , X sin w cos tlt , tsinöcosit

cos^cosö F> cos£cos# l3 cos£cos^

—~ -= *', X+ Y~X' und uX+ u' F= F
COS £ COS 7] COS ö \

setzen, alsdann erhalten wir:

4) p'= *' cos £
2+ (6

2 - c2) Z'—

«

2
(6

2-c2
) F

5) ^^^cos^+Cc2-«2)^-^2^2—

a

2
) F

6) r'= ^cos<92 + (a*-b*)X
4 —c*(a*—b*)Y'.

Eliminiren wir nun F' einmal aus 4) und 5), hierauf aus 4)

und 6) und führen bei der Reduction den Werth von T$ ein, so

erhalten wir
,

7) ;/6
2 (c2— a2)- q'a* (6

2—

c

2
) = *'(»—

a

262)
_ (6

2—

c

2
) (c2—

a

2
) (a

2~-62
) Z'

8) p'c*(a?—b*) —r'aHb*—c2)=— ^'(»-a2c2)

Eliminiren wir aus diesen beiden Gleichungen ^, so erhal-

ten wir, weil

62(c2~ß2X»~a2C2)+^
und (jj—

a

262)—(33—

a

2c2)= - a*(b?<-c*) ist.
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und hieraus den gesuchten Werth von X==X+Yf indem man

statt p', q* und r* wieder ihre Werthe einführt.

Eliminiren wir nun aus 4) und 5), dann aus 4) und 6) die

Grösse X' und führen bei der Reduction den Werth von Ü ein,

so erhalten wir

9) 7*'(c
a-aa;-0'(6a-c2)= -$\&~c*)~(c*~a*W-c*)(a*-b*)Y'

10)p'(a*-6*)-r'(&2-ca
) =^'(i*-62

) + (c*-a*)(b*-c*)(a*-b*)Y',

Eliminirt man aus diesen beiden die Grösse $', so wird, weil

(C
2_aa) (Ü_ft2) + (fl2-62

) (i|_ c2) _- __ (^2_ C2) (iJ-a2)

und — (ü-fta)+ (Ü-ca
)= 6a-ca ist,

_ (62—c2) (i*-a
2)p — (6

2—

c

a)(Ü-öa)7'— (6a-c2
) (Ä—

c

a)r'

= (Ä
a-ea

) (6
2—

c

2
)
(ci-a*) (a«-6a) F'

und es folgt hieraus der gesuchte Werth von Y'—uX+ u'Y.

Zu §.918. Setzt man cos(*~-w) cos(n—f)cos(m— it)=—Z2
,

so wird

sin fcos f cos I+ sin rj cos r\ cos in+ sin 6 cos 6 cosit

Z [
cos t sin (in-—n) -f cosm sin (it— f) +cos tt sin (l— tit)]

sin (in—it) sin (it — I) sin (t—in)
'

wo der Factor in der Klammer verschwindet, wie man durch ein-

fache Entwickelung sieht. Di vidi rt man daher die Gleichung

durch cos £ cos r\ cos 6, so wird

sin£cosf sin^cosm sinOcosn^-
cos^cosö cos £ cos ß cos£cos?7

und es fallen demnach in den Ausdrücken für X-{- Fund uX\-u' Y
die Buchstaben & und 3$ aus.

Zu §. 919. Für den Anfang der Bewegung, d. h. für t=0
sei AZ= l' und p = p' = rsinfeosf, alsdann haben wir, weil

allgemein cos /= cos£+ p, für ^=
1) cos /'— cos £ + //.

Im Dreieck JZ/> ist aber

cos AD= cos JZ cos Z/> + sinAZ sin ZZ) cos AZD,
d.h. cos£= cos/'cosr+ sin/'sint cos^ZZ)

oder 2) cosf— cos /'-Fi* sin /'cos AZD,
weil t* verschwindend klein ist. Aus den Gleichungen I) und

2) folgt mithin

X sin V cos ^ZZ)=—p'=—r sin fcos f

und da sehr nahe sin £= sin/' ist,

cosJZD=— cos* oder JZZ)= 180°— *=180°—ABZ.



48 Anmerkungen und Erläuterungen.

Allgemein ist für die Zeit '= t

Ar* w^ cos £ ~~ c°s /cos g cos £— cos /
cosJZD=: -

. . .
^ = ~—,—

sin/sin^ Qsml

_ p sin fcos ADZ
" qs'wI sin/

'

also weil sehr nahe sin £= sin/ ist,

AZD=18Qo—ADZ.
Zu §. 922. Ist sin 1= 0, also cosl=l, so wird nach §.919.

a?=0 und ^= für £= 0, ausserdem aber z— 0, wenn sintftf=0,

also dt=0 oder = 180°.

Ist cos 1=0 und sin 1=1, so wird o? = und y =0, wenn
sin £'£= (), also

d'i= oder =180°,
und zugleich z= 0.

Ist hingegen weder sinl=0 noch sinl= l, so würde aus

#=0, ^= und z= zugleich

dt= oder =180° und ö't~0 oder =180°
folgen.

Aus den Werthen von p, q und r im §. 919. folgt, dass,

wenn nicht entweder sin 1=0 oder cos 1= ist, zugleich cos dt=.Q

und cosd't~Q sein muss, damit @= werde.

Zu §.923. Aus cos/=cosM-p folgt 2siny2(/+£)siny2(£-Q

=2?=:?sinfcoslcosö^ (§. 919.) oder, weil p sehr klein, also £

wenig von / verschieden ist, sin y2 (/+£)= sin £, 2siny2 (£— /)

= £— l und so
JZ= /=£— rcosleosö^.

Zu .§. 924. Es wird nach §. 919.

sin^4Z>= sinf,

Vcos l
a cos ffl+£)

2 cos
fr
2

-I- sin l
2 cos (ö't+fy* cos j

*

Q^*'
cos g cos i)

und
cos cos (d't+fy) sin 1

sinDZA =^=======
woraus der Werth von ZJ/> folgt. Den Werth von AZ erhält

man wie in der vorhergehenden Anmerkung.

Zu §. 935. (Fig. 127.) Es ist f—$~ALB, $-1)=—BLC,
%—f=ALCund AB— AC=BC=90°, demnach

sing sin(f-jj)= sinABL= sin (CBL—W>)=- cosCÄL=—

^
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cos £~ sinösiiife.— fy z=:$m CBL= sin (m»+ABL)^ cosABL^-^3-

cos n
smZ;sin(f) — f)=smACL=—cos/?CL=~~ -j^ß*

Aus cosAB= cos AL cos BL + sin JZ/ sinBL cos JLZ? folgt

unmittelbar ,, . cos r\ cos £
COS(f— ft)= --—; .— jr^v

' ^7 sin^sinf

ähnlich ergeben sich cos(#— J)) und cos0)— f).

Die Formeln L, IL, IX., X. und XI. sind ganz symme-

trisch, nach der Analogie ergeben sich IV. und V. aus III., wie

auch VII. und VIII. aus VI. ; alle erhält man ohne Schwierigkeit.

Zu §. 938. Wir erhalten unmittelbar

^/.sin/cosg-f-^w.sinmcos^-f dn. sinn cos

6

=:— dt[x {cos neos 7}— cosm cos 6)

+ y (cos Zcos 6 —• cos n cos f)

-|-2(cos m cos£— cos /cos^)]

oder mittelst der für cos/, cosm und cosw im §. 936. gegebe-

nen Werthe

^o.sino=— sino^[^(cos^sinöcos^— cos g sin r\ cos 6)

+ 2/ (cos f sin £ cos ß— cos i) sin 6 cos f)

+ 2 (cos jj sin >/ cos £—• cos f sin £cos ??)],

d. h. nach §. 935., No. III. bis V.

do=— dt\x sin fsin £+ ?/ sing sin y]-\- zsm§ sin 6].

Zu §. 940. Es ist ZM=90°, weil Z im Scheitel und Mim
Horizont liegt, LM=90°, wie aus §. 930. hervorgeht, mithin M
der Pol des ßogens ZL und es wird daher, wenn man ZL bis

zum Durchschnitt mit MX verlängert, dieser Durchschnittspunkt

von M um 90° abliegen, also MZL— 90°. XM ist mithin dem
Winkel XZM proportional.

Differentiiren wir die Gleichung

^2+^2+22=(^ cos l-\-y cosm -f z cos w)2

+ (^ sin fsin f+^ sin # sin 97-fz sin f) sin 6)
2
S

worin, f, #, #, ?, ^ und constant sind, so erhalten wir, weil

xdl . sin /-fydm . sinm ~f zdn. sin % ==

ist,

xdx+ydy -\-zdz=£l sin co[cos /tZ^+ cosm £Z# + cos ndz]

+ ücos co[sinfsin^^-|-sini$sin^^-|-sin^sinÖ^],

indem wir die Grössen Üsinco und Sl cos co nach diesem §. wie-

der eingeführt haben. Es muss daher

xz=z Sl cos«= 42- (sin cos /+ cos gj sin fsin '£)
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yz=:£l cos ßzzzSl (sin cocosm+ cos «sing sin rf)

und z= &cosy=iß(sino)cosw-f eoswsintysinö)

sein. Es ist aber (Figur 129.)

cosOJ=scosöZcos JZ+sin OZ sinAZ cos AZO,
d.h. weil OZ= 90°— w, AZO- 90°-~LAZ~ 90°— (*— g>),

cos«=sin wcosZ-f coscosin/sin(A— <p)= sin cocos /+ cos ©sinfsing

(§.935.).

Eben so lassen sich die beiden andern Gleichungen dar-

stellen.

Zu §. 944. Da nach §. 943 im Anfange o=0 ist, so wird

dt— dg\ rr-A ~ = oo .

* 4/y/(l—cos^)

Für ?7=0 wird cos2^=l3 cos2(^+ ^)==cos2^, cos2(^+o)

— cos 2??= cos 2o — 1, also nach §. 943,

djP (a«+jf2 sin g
2
) [6

2 +c2+ (6
2~c2

) cos 2g]

~4/fr[6
2+c2+(62~c2)cos2g](l—cosg)-62£2(62~c2)(l—cos2g)'

und weil im Anfange o~0 ist, d!2
2=QO.

Soll 0=0 sein, so muss, weil zugleich ZL^=ZC=q anfangs

=0 ist, C mit B, 6 mit y, z mit y und c mit 6 vertauscht wer-

den und es gilt alsdann das vorhergehende Raisonnement.

Zu §. 946. Es wird die Differenz C—4fg cos q (§. 939.) hier

= C

—

Afg+ Ifgg*, also das jetzige Cgieich dem frühern C—Afg.

Man darf q
2, als unendlich klein nicht vernachlässigen, weil die

Glieder a%2
, b^y2, und c2z2 ebenfalls unendlich klein sind.

Unmittelbar erhalten wir nach §. 935., No. 1. und IL aus

den Gleichungen I., IL und III.

cfidx cos J -f- 6
2dy cos rj+ c2*Zz cos = 0,

also weil «2, 62 und c2, wie auch cosg, cos ^ und cos constant

sind, durch Integration

«%cosJ+622/cos^ + c2zcosÖ=Const.=:J.

Aus den Gleichungen

1) M= a;sinfsing+#sin£sini7 + zsinJMn#

2) v= #cosg+ #cos?7 + zcos0

3) O=^cosfsing+^cos0sin^ + zcos^sinö

erhält man, indem man (l)Xsinfsing+(2)Xcosg+(3)Xcosfsing

bildet,

u sin f sin g+ v cos£~# [sin f
2 sing2+ cos g* + cos f

2 sing2]

+ # [sin 7} sin gcos (f
— j)+ cos ijcos g]-

+ z [sin gsin 6 cos (f) — f)+ cos gcos ß]

= # (§. 935.)

und ganz ähnlich die Werthe von y und 2,
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Zu §. 952, Es wird

pcosJ+^cosfsinf-Frsinfsin5= ^r[cosJ2 -f cosf
2sin^-|-sirjf2 sing2]

+ 2/[cos^cosJ-|-cos0cosfsin^sinf-|-sin5sinfsin^sinf|

+ z[cos#cosf+cosI)cosf sinösinf+sinfjsinfsinösing].

Der Factor von x wird unmittelbar =1, der von 3/ = eos^cosf

+sin^sin^cos(f— #) und der von z=cosöcosf-|-sin0sinfcos(]O—f),

und beide letztern nach §. 935. =0. Ferner wird nach §. 936.

pcosf +^cosf sin £—u cosp cos^-J-wsin^sinfcosf= wcos/;

mithin .2?= r sin fsin g+wcos/ und ganz ähnlich erhält man die

Werthe von # und z.

Zu §. 953. Zu dem für Ü(£— 33
2 gegebenen Ausdruck ge-

langt man leicht unter Benutzung der Gleichungen III., IV. und

V. des §. 935., und es muss derselbe nothwendig positiv sein.

Da man nun aus

Ücos@2
-f 233sin qcqsq + £sin@2=0

die beiden Factoren von der Form ilcos@+ []g+\032--i>l£]sino

und Ücoso-f[]$— V 2J
2 — Ü£ ] sin o erhält, so können dieselben

nur reell sein, wenn ^2—$£ positiv ist, was hier, wie oben be-

merkt, nicht stattfindet.

Zu §. 954. Weil q unendlich klein, also cosp= l und sino=0

ist, ergibt sich, indem man zugleich f negativ setzt* einfacher

Q Const.-{-4ifyfycosQ

Der für den Nenner angegebene Werth ergibt sich unter

Benutzung von §. 935., No. VI., VII. und VIII. und wir ha-

ben jetzt

dt= —— =~
V Const.+ 4Ü/# cos q

^iTü^-D2 _ dQ
V~Const.-2fgQ&

. j i 1/ 2 j Const.+ 4Afg .

indem man cos 0=1 — l
/2 q

z und -= - einer neuen kon-

stanten gleichgesetzt hat. Durch Vergleichung mit dem Ausdruck

A=. —™<-
SfB—IfgQ*

im §. 946. erhalten wir also

/~ /»
und hieraus folgt der im Texte angegebene Werth der Länge
des isochronen Pendeis«,
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Zu §.993. (Fig. 135.) Im Original stand sinAOß= ^^.
Es ist aber

sin a sin AOB = sinABO— -t—£ >

smp
mithin . cosy

sinJO^= +
sin« sin ß

wie es in unserm Texte angesetzt ist Dieselbe Bemerkung

gilt von sinBOC und sin COA.

Zu §. 1011. Wir wollen hier die Wahrheit von zweien die-

ser Gleichungen darthun und setzen zu diesem Ende:

JF= cos a2 -f sin a2 cos cp= cos a2 (1— cosg))+ cos cp

und 6?'= cos ß
2+ sin ß

2cos 9= cos ß
2 (1 — cosg))+ cos <p.

W7
ir erhalten nun

j?2^£2+122 *— (l~cosg))2 cosa2+2cosa(l— cosg))cosacosg)+cosg)2

-f cos y
2 sin <p

2+ cos ß
2 sin g)

2

= cos a2— 2cos a2 cos 99 -f- cos a2 cos g)
2

-f- 2cos a2 cos g)

— 2eosa2cosg)2+eosg>24-cos}'2sing)24-cos/32sing)2

= cosa2 -f cos g)
2 sina2 -|- (cos y

2
-f cos/3

2
) sin g)

2

— cos a2\ cos g)
2 sin a2 -|-sin a2 sin cp

2

= 1.

FF'+GG'-{-HH'= [cos a2 (l —cos 9) + cos g>]

[cos acosß (1—cos9) — cos 7 sin cp]

-|-[cosacos/3(l—cosg))-fcosysing)][cosß2(l—cosg>)+cosg)]

+ [cos a cosy (1— cosg))— cosßsing)]

[cos ß cos y (1— cos g?) + cos «sin 9]

=.(1—cosg))2 [cos a3 cosß+cosacos|(3 3-I-cosa cos/3 cosy2]

-f- (1 —cosg)) [2cos a cos jS cos 9]
-—cos «cos/5 sing)2

= cos a cos ß —- cos a cos jS cos g?
2— cos acosß sin g)

2

= cos a cos ß (1 — cos g?
2 —

- sin cp2)= 0.

Zu §. 1034. Ich erhalte die reducirte Gleichung für ^-j-

etvvas verschieden. Es wird nämlich

2/ipsing)(l—cosg)) (p
2—1)+Mqi).—coscp)(r-\-pgsm(p)

—2dr(l—cosg)) (g—/?rsing?)c=2/?sing> (l—co&cp)[pdp+gdg-\-rdr]

—2dp sing) (1—cosg)) + 2(1—cosg)) (rdq—qdr)

=—2dp sing) (1—cosg)) + 2(1—cosg)) (rdg—qdr) .

Im Originaltexte steht — 2d/?sing) statt — 2dps\ncp(l—cosg)).

Zu §. 1037. Es wird
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2ysin<p.2psing> = 4/?g(l—cosyg) =2/1+cosq>),
%pq{l— cosg?) 2p^(l—cosgp)

v ^h

während im Originaltext 4(l+oos<p) steht.

Zu §. 1145. Die Kraft F kann nicht negativ werden, ihr

kleinster Werth ist = 0, wenn

sinf—-äcos£=0 oder tg£=<5

wird. In diesem Falle werden die Gleichungen des § 1142.

Ecos^ 2(i+Ä*j
und £sin^2(rr^ J

also

a*\
M(cos£+<5sin£)

iH
VVT+3*

"*"

Vl+äV M_
2(l+<52) - 2(1+ ^) 2VTR5

Zu §. 1154. Ist 6?/2 abwärts gerichtet, so ist <9>90°, also

cosö negativ und daher

*§£— "M+Q+^sinÖ+ dPcosö ~ 1+tgAtgg*

mithin £=A— £ und £<A.
Soll die Berührung im untersten Punkte geschehen, so muss

tg£ = 0, also

ö(M+Q+Psin6nPcoS 6= „od /'=--g^
sein.

Nach §§. 1148. und 1149. wird

„ _ M+Q+Psinö— äPcosfl _ (M+Q+P sin ö— flPcosfl) cosX2

2(l+öa)cosf
~

2cos(H|)
__(JJ!/+Q)cosAcos0__ PcosAcos 0__PcoslcosO
~~ 2cos(£+0—A) "~2snT(J-yl) ~~ 2 sing "

Aus , PcosO
M+Ö+PsinÖ

folgt aber . PcosO

V(M+Q)^+iP(M+Q) smO+F*'
mithin JB=% cos Jl V(i«/+ 6)

2+2P(J/+ QJsinö+P2

und hiernach J5 als Function von am kleinsten, wenn sinÖ=— 1,

also ö=— 90° ist.

Zu §. 1156. Ich erhalte die in diesem §. zur Bestimmung

von F aufgestellte Gleichung etwas verschieden, wesshalb hier

meine Herleitung ausführlich folgt. Es ist
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4F=2(£+F)—2(£—F)

= 2<W)—**m*l£!!X
(§ . 1155., Gl. 2.)v

'. sing sm£ v * '

2(F+F)(sing— dcosg) iE//*
2 sin<pcos(p

"""
sinC #*sin£

T ^sinC 2</sin£ v*

mithin

4£2Fsin £ = 2(F+F) [/<* sin £—M2 cos £ + fl/Ä cos cp]

Mhk*Sl*s\n(p— 31h2 sin cp cos <p ^r- " •

Benutzt man nun den Werth von 2(F+F) aus §. 1155.,

Gl. 10., und reducirt, so erhält man:

2F^|jH<52)sin2£~- ^sin-esing)— ^-*siD£cosyJ

= J?£4 j sin£--äcosf+^cosg>J
— M'hW* sin cp [cos (J—g>)+ 5 sin (£—9))]

+—2a
-
LS1D ^-~ <^*~ ^cos(^ <

3°)+l2 J°

Ist tg£><5 oder sin £> 5 cos?, so wird der Factor von jRtt4

positiv; ferner kommt, weil cp also auch sing? sehr klein ist, das

zweite Glied auf der rechten Seite gar nicht in Betracht. In

Bezug auf das dritte Glied ist

sin(£—cp)— <5cos(£-~cp) = cos<p(sin£— <kos£)— sin<p(cos£+ dsin£),

da nun cosg>(sin£— 3cos£) positiv, sin cp (cos£+äsin£) sehr klein

ist, so wird der ganze Ausdruck auf der rechten Seite positiv

sein. Was den Coefficienten von 2F£4 betrifft, so kommt das

Glied —p- sintsingp gar nicht in Betracht, ferner ist

(l+d2)sin2£-^^\sh]^

und da k*> h, so wie in höherm Grade k*>f, so wird 7^ senr

klein und mithin, selbst wenn cosg? nahe =1 ist, doch

cos£> /2COS9 sein. Bei dem Ausdruck im Original, von des»

sen Richtigkeit ich mich aber nicht habe überzeugen können,

ist diess Raisonnement weit einfacher.

Zu §. 1160. Es wird ohne Mühe
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dt^ -Adcp _
V%g(ß—q>)[Bh(ß+<p) ->2Aöß

Bhdcp

A Bhd—Adf
SflBgh aT /Bh(p-Adf

Y>

A /Bfi(p-Adf \

srmrg^
c 'C0S\Bhe^Aöfj'

also A /Bhcp—Adf
t=z- n—= arc.cos f

TtVl
Im §, 540. war die Zeit Einer Schwingung = — und im

\2g

§.538. 1=2— , mithin dort

T :

^
\T2fg

wo / das hiesige h bedeutet.

Zu §§. 1J63. und 1164. Aus der Gleichung

A2&2 z= <2Bgh(e*—<p'i)—4Adfg(6--<p) (§.1160.)

geht hervor, dass nur dann Sl2 positiv, also Sl reell wird, wenn
' Bh(6+<p)>2A8f

ist. Da nun aber ö>cp
Aöf

ist, so wird um so mehr 2Bh0y2Aöf oder 0>-tjt- Für die

zweite Schwingung hat man nach §. 1162. statt 6 zu setzen

* 2Adf .

zj/ > es n,uss a 'so

_ 2Adf^A8f *^3A8f
6—mr>m oder 6>~bf

sein. Für die dritte muss

AAÖf^ Aöf , ^ 5J<?/

*—Bir>m oder Ö>"5F
sein u. s. w.

Zu §. 1165. Ich erhalte zwar wie im Original ^">~JmQ^

finde aber hieraus

6 > 43,905 (2w - 1) Secunden

;

also für »= 100, 0>8737" oder > 2°25'37".

Eben so finde ich für = 5°, nur » = 205.

Zu §. 1171. Man kann wie im §.856., um die Bestimmung

der Momente P9 Q und R anschaulicher zu machen, beide Kräfte
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TL und du sogleich nach den 1A, IB und IC parallelen Rich-

tungen zerlegen und erhält so statt des dortigen

JTcos/ hier IL cos /

—

d TI&m lcos (l-\-co)

Ilcosm „ IIcosm— 8IIs in m cos ({i-\~co)

TLcosn „ IIcos n — dIIsin n cos (v-t-co),

worauf man hieraus ganz wie dort auf die Momente schliesst.

Zu §. 1175. Läge der Punkt Tvon ö um 90° ab, so würde

er sich auf dem x\equator, dessen Pol O und Radius =zf ist,

bewegen; da er aber um den Bogen s entfernt ist, so ist der

Radius des von ihm beschriebenen Parallelkreises = /sin s, mit-

hin seine lineare Geschwindigkeit =zf£lsms.

ST stellt als Tangente die Richtung des Bogens TP dar,

mithin muss nach vollzogener Drehung ST8=:PTt werden.

Weil IR#T Fund IQ#TF ist, wird AR1Q= VTF; allein

da TQ=TR= %° ist, offenbar Z.RTQ=zRIQ=VTF.
Es ist P5rQ= 180°—RTQ= 180°— VTF, mithin

ig PTQ= -tgVTF~^^^6 ^ & v—fSlsmssuiQ

und ganz ähnlich ergeben sich die Werthe von sin PTQ und

cos PTQ.

Zu §. 1176. Soll u = W»—2f&vsms8in6+f*Sl*aiiis*=0

werden, so muss

v —fSlsmssinO+fSlsmscosO V"— 1

sein; es wird also nur dann v = fSlsinssmß reell, wenn

f£l s'ms cos 6 =z0

ist. Für v= wird u— 0, wenn

f£l sin 5—0, also s=0
ist, mithin wenn O in T fällt.

Zu §. 1181. Wie die ersten Werthe der Momente P, Q und

R erhalten werden, ersieht man sehr leicht aus der Figur 160.,

worin die Seitenkräfte mit ihren Werthen durch Pfeile bezeich-

net, die Hebelsarme Ia^Td=fcosAT, lb~TU=zfcosBT und

lc=:Tc'=zfcosCT sind.

Allgemein ist (Figur 159.)

cos^4Q=cosZQcosZ^4 + sin ZQ sin ZA cos AZQ

,

mithin, weil ZQ=90°, ZA= l und AZQ= 180° -£-~<p-X,

cosAQ=— sin/cos(|+g?+A)

und eben so erhält man die Werthe von cosBQ und cos CQ.
Hiernach wird
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cosm cos CQ— cos n cosBQ
= cos (1+ 9) [cos Tz sinm cos ft— cosm sin w cos v]

— sin(H-(p) [cos n sinm sin ^,— cosm sin ?i sini/]

und wenn man für sinwzcosfi, s'mncosv, sinmsin^ und sinwsinv

ihre Werthe aus §.1172. einführt undreducirt, wobei cos??*2-|-cosrc2

= 1— cos /2= sin Z
2 ist,

cos m cos CQ— cos n cosBQ= sin / sin (X -f-|+ 9?).

Zu §. 1183. Multiplicirt man die ersten drei Gleichungen

dieses §. respective mit a?x, h2y und a*z , und addirt man die

Produkte, so erhalt man unmittelbar

a2xdx + b*ydy+ c2zdz

+25/^[^sin/sin(^+9+|)+^sinmsin(^+9+§)+2sinnsin(v+g?+ö==0.

Substituirt man in den Factor von 25/^, welchen wir kurz mit

F bezeichnen wollen, die Werthe von x, y und z, so wird

F=
j
p[sin/cos/sin(il+g?+S) + sinmcosmsin.(^+9?+f)

+ sin n cos n sin (v-f-9+I)]
— ^[sin/2sin(A+g)+J)cos(A+ö+g?)+sinm2sin(^+9-(-|)cos(ft+ö+gp)

+ sin ?i
2 sin (v+ <p+£) cos (V -f- 0+ g?)].

Der Factor von p wird nach dem allgemeinen Theorem die-

ses §. für Az=zq>-\-£, = 0, um den Factor von q umzuformen,

setzen wir

und v-(-<p+£==v+0-f-(p+g—
und erhalten

F~— 9 cos (1—0) [sin/2 sin (HÖ+v) c <>s (A+0+g>)

+ sin77i2sin(|ii+0+9)cos(fi4-0+(p)+sin7z2sin(v+0+g))cos(v-f0-fg?)]

— # sin (£—0) [sin Z
2 cos (A+0+9)2

-f sin wia cos O+0+g>)2

-J-sin?z2 cos (v+ 0+9)2
].

Führen wir nun die Werthe von cos ((i+0-{-q)), sin([i+0-{-cp) 9

cos (1^+0+99) und sin (V-f-0-f-<p) aus dem folgenden §. ein, so wird

der Factor von — q cos (1—0)=0 und der von — */sin(£— 0)= 1

und so a?xdx -f h
%ydy~\-cHdz— 28fgq sin (%-—Q)dt.

Zu §. 1184. Es wird nämlich

sin (fi+ß) cos (v+ C)— sin (v+B) cos (p-f C)

= % sin (ili+^+S+C) + V2 sin (p—v+ß-C)
— Vasin(fi+v+Ä+C)-y2sin(i/-ft+JB-C)

~ y2 sin(^-— v) cos(B— C) + y2 cos (fi— v) sin (B-~C)

+ y2sin(ft—v)cos(B— C)— 3

/2 cos(fi—v)sin(/?— C)
= sin (p—v cos (B—*C).

Auf ähnliche Weise erhält man die zwei übrigen entspre-

chenden Gleichungen.
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Zu §. 1185. Allgemein folgt aus #sin§-— jfycos(§-—ö)=0
#sin£ vsin(f—<p)

y==
/bos(g—0)

""
/eos(g—0)

*

Aus flcos(p=e+2c^eos£ und vsing0=25$rtsin£

fol gt aber # sin (£— cp)zzze sin £,

mithin wird __ #sin£

Zu §.1189. (Fig. 161.) Vermöge der ihr inwohnenden Be-

wegung würde die Kugel, ohne die Reibung, auf der die Curve

IG in / berührenden Tangente IR gleichförmig fortgehen, wenn
wir also IR als Abscissenaxe ansehen, wird x~Ct sein. Weil

aber DIQ =%-{($ constant ist, so wird sie beständig in der Rich-

tung IS durch die constante Kraft =5M von IR abgezogen und

setzen wir daher die IS parallelen Ordinaten =y, so haben wir

x*
mithin —= Const., welches die Gleichung einer Parabel ist

y

Zu §. 1190. Nach §. 1181. ist — /^sinscosÖ^^sin § und

Z&sinfsind— v= uco&l- 9 wo u die streifende Geschwindigkeit

bezeichnet. Verschwindet diese, so verschwindet auch die Rei-

bung und wir haben

iß/sinscosÖ^O und v— £lfsin ss'mß = 0;

geschieht diess aber im Anfange, wo tf
— ö, Slz=zs, v=ze, $==f

und 6~f) ist, so haben wir

efs'mf cos t)=0 und e= sfsin

f

sinf).

Zu §.1191. Nach §. 1183. ist

=^y-?sin(X+J)-^cos (A+0 tg (f-ö) (§. 1185.)

j -i i . nss S1" S g/sin f
und we.1 nach §.1185.__=—

_

^= ssinf sin (HW- ^-*cos (£+1)

.

Nach §. 1183. ist feiner
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sin Idl . . , .—jj- z=zp sin l+q cos / cos(A-f-0-f-<p)

f sin^T cos/= £cosfsin/+^^:z^ [cos(H9cos(|-Ö)+sin(A+J)sin(g--Ö)]

. . . . esin£cos/cos(Ä+ f)= £CosfsinH

ß sin ? cos /sin (Ä+ £)i^-^m\f
'. ,. esinjcosj cosU+l)) . 23fytcosl .= e cosf«n/+

j
-

cos(?_ r;)

+ ^ sid(X+C)

=r£Cosfsin/+ cosZ 9 £sinf cos(A + \j) + —^-sin(£ + A)
J

Zu §. 1192. Für '2ögt=^rp wird

- gsiog _ e(a*+f*) am£
tg S— ecos£+2dgt e(a2+/2)cosM-a2£

'

während im Originale stand

Setzt man, um den Gleichungen

£tsinscos0=O und v=fSlsinss'm6

Genüge zu leisten., cos = 0, also sin = 1, so wird aus der zweiten

Slsms —^>

welcher Werth auch später gefunden worden ist.

Unmittelbar wird

U p~T B C0S T ^T"^^
i /2j + /'2(a2|/2)2T

£ COSf,

setzt man aber nach §. 1191.

/zcos £=£/*sinfsm#— e und k2~e2— 2£e/sinfsinf) + £a/
v/
sinf2,

so ergibt sich nach kurzer Umformung der im Text für Sl2 auf-

geführte Werth.

Zu §. 1194. Der Mittelpunkt der Kugel gelangt zur Ruhe, wenn
2q*Aecosg a*A»

t>=0, also e2+ a2+p +
(aa+ /

Pa
)
a==0

oder __ q2/i:cosg Aising ~—

-

*~
^f/"2 + o2+/a V

ist. Es wird demnach e reell, wenn sin£=0, und positiv, wenn

cos£=— 1 ist und so in diesem Falle

_ a*k
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Nach der in der Anmerkung zu §. 1192. gefundenen Glei-

chung erhalten wir daher

k=ze~~ e/sinfsin^ und Äa=ca -2^/ ,

sinfsin$ + £
a
/
,2 smfasin^2

und da allgemein

Ä2=6a - 2«j/smf sin r) + s*f*sm f
2

ist, so muss

sin(;= l 5 l)= 90 , k=.e~- efsinf oder £ sin f= —j- =—^
sein.

Zu §.1195. Aus .*>== V>+4%*cos£+ 4dV<* (§• 1 191.) folgt

für £= 180° v~e— 2ögt,

ferner

£ - e(l+Q und w=*-2Äflr(l+5)<=(l+§)(e-2^-

Weil für *=0, tg(§—0)= tg(£HJ), also £—6= ?-$, so wird

g-90°=90° und £= 180°;

ferner _ _ ef
Sl cos s= e eosf=— -«—r-^cos f' «2 sinf

und aus der allgemeinen Gleichung

f Sl sin s= v— w=— ~2 (
1—

i*

Die übrigen Ausdrücke ergeben sich ohne Weiteres.

Zu §. 1196. Nach §. 1191. ist tg(g-0)==tg(£-$)+-^^.

1 li
1

hieraus und weil nach §. 1192. —7-—T^^-ä -7« und nachs
cos(f—f))

2 e2 cos()2

Ä 11m * ^ *\ */sinf— esinf)
§. 1191. tg(£—W= —jr ist, wird

sing2 _ £2 sing2 4o7'2^ (g/sin f—e sin r)) sing 4g/Vjg
cos(£— Ö)

2 ~Vcosr)2+ e2a2 eosfj
+ e%4 '

rw 1 , c Tlo. , , — efsinfcosf) _ , ,Da aber nach §. 1185. smg= -—r ist, so erhalten

wir

sin« :

/cos(S-0)

™
a2£ a4

Zu §. 1197. Da fl
2= e2+ 4%£eos£+4<52

#
2
*
2

£
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so wird

v*+ a?£l2 = e2+ a2£2 + -^ (eÄ cos £— s2/2 sin f
2+ se/Vra fsin J))

+ 4^(l+g).
Aus ^cos£=—e+ s/sin fsin f) (§. 1185.)

folgt aber

^cos£~£2/2sinf
2+£ß/sinfs^^

mithin wird

M(v*+

a

2&2
)= itf |[e2+ EtaZ—tögkt+APgn*(l+^)] •

a2£
Nach Verlauf der Zeit t=:

2öa(a24-f2
)

w5r(*

^2+a2^2= ^2+ !^ + ß2 £2 cosf2 (§. 1192.)

— ^2 |_
e T

ß2+^2 "
1
"(a2 +/2

)
2J +a £ C°ST -

Da nun ^eos£ und k2, die oben erwähnten Werthe haben,

so erhalten wir nach deren Substitution

M [«»/» -fr2»e«ysin f sinfr+ e
»u»(«H/2 cosf*)]

.

für *=0, üf(e2+«2
a
2
) = M"

mithin „„ „, Ma*&>
M"— M' uHf2

Zu §. 1202. Für f=90° wird cosf=0 und sinf=l

,Wgt
° °' £ß2COSf COSf

*

also stets ZÖ = s = 90°.

Für f>90° wird tgf und cosf negativ, also

tg^-^gf-^}
Wird aber im zweiten Quadranten die Tangente absolut ge-

nommen kleiner, so wird der zugehörige Winkel grösser.

Zu §. 1203. Aus der Gleichung

folgt für £=180° und $=90°
tg(l-0)= co,

mithin wird g-0=18Oo—0=9O und 0=90°.
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Es wird, weil <p= ist, aus §. 1182.

X=fvdt=J[e- 2ögt) dt= / (e-ögt).

Die Bewegung wird gleichförmig, sobald die streifende Ge-

schwindigkeit

also a2(e—g/sinf)
*~~

2%(a2+/*2)
ist. In diesem Falle wird

__ q
2 (e--g/sinf) jT qa(g— g/biTif)

""!

A
"""2^(aa+D L*~~ 2(a2+/"2) J

__ a2(g-g/sinf) [g(a2+2/2)+ga2/si nf1~
Aög(aHf*)* "

"

Im Original steht im Nenner 2&y statt iög und dasselbe fin-

det bei dem Werthe von X im Fall IL statt.

Zu §. 1204. Für e=:£/sinf wird nämlich in beiden Fällen

^= und daher auch t=0.

Zu §. 1207. Aus dem Werthe von £ im §. 1203., Fall I.

folgt für f=S0°

und weil hier £ negativ ist,

^ = -^7*- oder ß=_—_g-.

Da aber im Eingange dieses §. bereits gesagt ist, dass im

Anfange der Bewegung s die rückwärts gerichtete Winkelge-

schwindigkeit bezeichnen soll, so wird sein

o sa*—ef*aa+ /*'

Zu §. 1225. Aus

r 2c2
t\2gc "-ö/tcosco3—AlogtgVa»

2c2= OTT C0S w 3+A log COtg y2 CO

ergibt sich für co= 0,

"3Ä"
r. 2C2

^ V 2#C =iT7:+ ^l0gQ0r=GO.
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